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PRÉFACE  DE  LA  DEUXIÈME  ÉDITION. 


Voici,  aussi  brièvement  que  possible,  les  changements  les 
plus  importants  effectués  dans  ce  Volume. 

Rappelons  tout  d'abord  que  la  Dynamique  analytique  du 
point,  qui  figurait  en  tête  du  deuxième  Volume  de  la  pre- 
mière édition,  a  été  transportée  à  la  fin  du  premier  Volume 
de  la  seconde  :  le  Volume  actuel  est,  de  cette  façon,  entiè- 
rement consacré  aux  systèmes. 

Dans  l'exposé  des  théorèmes  généraux,  les  applications  du 
théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  ont  été 
modifiées,  en  vue  des  particularités  présentées  par  certains 
systèmes  déformables,  les  êtres  vivants  par  exemple,  qui 
paraissent  pouvoir  effectuer  une  révolution  complète  autour 
d'un  axe,  sans  l'intervention  de  forces  extérieures. 

Dans  la  théorie  du  frottement  de  glissement,  nous  avons 
expliqué,  sur  un  exemple  simple,  les  difficultés  qui  se  pré- 
sentent dans  l'application  des  lois  empiriques  du  frottement 
ordinairement  admises  et  nous  avons  exposé  les  points  essen- 
tiels des  recherches  de  M.  Painlevé  sur  cette  question. 

Pour  le  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe,  les 
préliminaires  géométriques  ont  été  complétés  par  la  définition 
des  paramètres  d'Olinde  Rodrigues,  et  les  équations  du  mou- 
vement ont  été  données  d'abord  sous  la  forme  classique 
d'Euler,  puis  sous  une  forme  tout  à  fait  générale  obtenue  en 
employant  un   trièdre  de  référence  mobile  à  la  fois  dans  le 


VI  PRÉFACE    DE    LA     DEUXIÈME    ÉDITION. 

corps  et  dans  l'espace.  Comme  application  de  ces  dernières 
équations,  nous  avons  étudié  en  détail  et  présenté,  sous  une 
forme  qui  nous  semble  nouvelle,  les  propriétés  paradoxales 
des  solides  de  révolution  suspendus  par  un  point  de  leur  axe 
et  animés  d'une  rotation  rapide. 

Nous  avons  ajouté,  aux  exemples  du  mouvement  d'un  corps 
solide,  une  étude  détaillée  du  roulement  d'un  cerceau  sur  un 
plan  horizontal  fixe. 

L'équation  générale  de  la  Dynamique  déduite  du  principe 
de  d'Alembert,  combiné  avec  le  théorème  du  travail  virtuel, 
est  appliquée  successivement  aux  systèmes  holonomes  et  aux 
systèmes  non  holonomes.  L'étude  des  équations  générales 
de  la  Dynamique  se  trouve  ainsi  divisée  en  deux  Parties  : 

La  première  Partie  se  rapporte  aux  systèmes  holonomes  ; 
les  équations  du  mouvement  d'un  de  ces  systèmes  peuvent 
se  mettre  sous  la  forme  donnée  par  Lagrange;  le  système  est 
caractérisé  par  l'expression  analytique  de  son  énergie  ciné- 
tique ou  énergie  de  vitesses 

T  =  -  V  mv2. 

La  deuxième  Partie  se  rapporte  aux  systèmes  non  holo- 
nomes; les  équations  du  mouvement  d'un  de  ces  systèmes  ne 
peuvent  pas  être  mises  sous  la  forme  indiquée  par  Lagrange; 
la  question  de  savoir  dans  quel  cas  la  forme  d'équation  de 
Lagrange  peut  être,  exceptionnellement,  appliquée  à  un 
paramètre  déterminé  est  discutée  en  détail;  un  système  non 
holonome  est  caractérisé  par  son  énergie  d'accélérations 

dépendant  des  dérivées  secondes;  la  nécessité  d'employer  une 
fonction  autre  que  T,  pour  caractériser  anaiytiquement  le 
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système,  résulte,  comme  nous  l'avons  montre  dans  un  article 
du  Tome  122  du  Journalde  C relie,  de  ce  que  deux  systèmes, 
avant  des  mouvements  analytiquement  différents,  peuvent 
avoir  identiquement  la  me,me  énergie  cinétique  et  la  même 
fonction  de  forces.  L'emploi  de  l'énergie  d'accélérations  S 
permet  d'écrire  les  équations  générales  du  mouvement  sous 
une  forme  simple,  convenant  à  la  fois  aux  systèmes  holo- 
nomes  et  aux  systèmes  non  holonomes  :  nous  donnons 
diverses  applications  de  cette  forme  d'équations,  entre  autres 
l'établissement  des  équations  du  mouvement  d'un  cerceau  sur 
un  plan  horizontal  fixe. 

Après  avoir,  comme  dans  la  première  édition,  établi  les 
principes  d'Hamilton  et  de  la  moindre  action,  nous  exposons 
le  principe  de  la  moindre  contrainte  de  Gauss;  en  suivant 
une  méthode  dont  l'idée  première  a  déjà  été  donnée  par 
Jacobi  dans  une  Leçon  encore  inédite  (1),  nous  indiquons 
un  énoncé  analytique  du  principe  de  Gauss  qui  ramène  la 
recherche  des  équations  du  mouvement  d'un  système  quel- 
conque à  la  recherche  du  minimum  d'une  fonction  du  second 
degré.  Si  l'on  adopte  ce  point  de  départ,  on  est  conduit,  par 
une  deuxième  voie,  à  la  forme  générale  des  équations  de  la 
Dynamique  résultant  de  l'emploi  de  l'énergie  d'accélé- 
rations S. 

Enfin,  nous  avons  ajouté  à  l'Ouvrage  un  paragraphe  sur 
la  similitude  en  Mécanique  et  la  construction  des  modèles  : 
on  sait  que  cette  théorie,  dont  les  principes  ont  été  posés  par 
Newton,  a  été  développée  par  Joseph  Bertrand  dans  le 
XXXIIe  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 

J'adresse,    en     terminant,     tous    mes    remercîments    à 


(')  Nous  devons  ce  renseignement  à  une  communication  de  M.  le  Professeur 
Mi\  er,  de  Leipzig. 
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M.  Dautheville,  à  M.  Padé,  qui  m'ont  signalé  diverses 
corrections  ou  modifications  importantes,  et  à  la  maison 
Gauthier -Villars  dont  la  perfection  en  matière  typogra- 
phique se  maintient  toujours  au  premier  rang. 

La  mort  de  M.  Montreuil,  le  sympathique  et  dévoué  chef 
des  ateliers  de  l'imprimerie,  est  venue  attrister  la  fin  de 
l'impression  de  ce  Volume  :  qu'il  me  soit  permis  de  donner 
ici  un  dernier  souvenir  à  sa  mémoire. 

Paul  Appell. 

i"  octobre  1900. 
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CHAPITRE  XVII. 

MOMENTS    D'INERTIE. 


313.  Géométrie  des  masses.  —  La  théorie  des  moments  d'inertie, 
la  théorie  du  centre  de  gravité  et  celle  de  l'attraction  empruntent 
à  la  Mécanique  la  seule  notion  de  masse.  Plusieurs  auteurs,  no- 
tamment Carnot  {Géométrie  de  position)  et  Chasles  {Aperçu 
historique,  p.  220),  ont  proposé  de  rattacher  ces  théories  à  la 
Géométrie.  Mais  on  fait  actuellement  rentrer  ces  questions  dans 
un  chapitre  spécial  de  la  Mécanique,  auquel  on  a  donné  le  nom 
de  Géométrie  des  masses  (voir  Haton  de  la  Goupillière,  Jour- 
nal de  V Ecole  Polytechnique,  XXXVIIe  cahier,  et  Revue  géné- 
rale des  Sciences  pures  et  appliquées,  4e  année,  p.  33^;  1893). 

Les  théories  qui  constituent  la  Géométrie  des  masses  ont  toutes 
pour  objet  l'élude  de  sommes  de  la  forme  Unifi^x,)',  3),  étendues 
à  un  ensemble  de  points  matériels  de  masses  m  et  de  coordonnées 
A.,  II.  i 


2  DYNAMIQUE    DES    SYSTEMES. 

x,  y,  z.  Par  exemple,  dans  Ja  théorie  du  centre  de  gravité, 
figurent  les  sommes  obtenues  en  prenant  pour  f(x,  y,  z)  une 
fonction  linéaire  des  coordonnées,  sommes  qui  se  ramènent  à  trois 
2mx,  Smj,  Zmz. 

La  théorie  des  moments  d'inertie,  créée  par  Huygens,  se  rap- 
porte aux  sommes  obtenues  en  prenant  pour/(.£,  y,  z)  une  fonc- 
tion entière  du  second  degré  des  coordonnées,  sommes  qui  se 
ramènent  à  six  Zmx-,  Ymy2,  Hmz2,  2myz,  Hmzx,  Hmxy. 

I.  -  DÉFINITIONS  ET  EXEMPLES. 

314.  Définitions  des  moments  d'inertie.  —  Quoique,  dans  les 
applications,  on  ne  rencontre  que  les  moments  d'inertie  par  rap- 
port à  des  axes,  il  est  utile  d'introduire  les  définitions  suivantes. 
Etant  donné  un  système  de  points  matériels,  on  appelle  : 

i°  Moment  d'inertie  par  rapport  à  un  plan,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  m  de  chaque  point  par 
le  carré  de  sa  dislance  8  au  plan,  2/nS2; 

2°  Moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  m  de  chaque  point  par 
le  carré  de  sa  distancer  à  l'axe,  2/?z/'2;  on  désigne  ordinairement 
ce  moment  par  M/r2,  où  M  est  la  masse  totale  du  système  :  k  est 
alors  appelé  le  rayon  de  gy  ration  du  système  par  rapport  à  l'axe 
considéré; 

3°  Moment  d'inertie  par  rapport  à  un  point,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le 
carré  de  sa  distance  au  point. 

Par  un  point  O  faisons  passer  trois  axes  rectangulaires  x,  y,  z. 

Les  moments  d'inertie   par  rapport  aux   trois   plans  coordonnés 

sont 

S  ma?2,     Smy2,     Im22; 

les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes, 

Sm(;î+z2))     2/ra(-z2-h#2),     2m(a?2-hjK2); 
enfin,  le  moment  d'inertie  par  rapport  au  point  O  a  pour  valeur 
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Des  expressions  ci-dessus  résullent  les  théorèmes  suivants  : 

a.  Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  est  égal  à  la 
somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  deux  plans  rec- 
tangulaires passant  par  cet  axe. 

b.  Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  point  est  égala 
la  somme  des  moments  d' inertie  par  rapporta  trois  plans  rec- 
tangulaires passant  par  ce  point,  ou  à  la  somme  des  moments 
d'inertie  par  rapport  à  un  plan  et  une  droite  rectangulaires 

passant  par  ce  point. 

4°  Produits  d'inertie.  —  Les  géomètres  anglais  appellent 
ainsi  les  sommes  ^myzv  Hmzx,  Smxy,  qui  se  ramènent  immé- 
diatement aux  moments  d'inertie.  Menons  en  efïet  les  plans  bis- 
secteurs P  et  P'  des  dièdres  formés  par  les  plans  zOx  et  zOy, 
plans  qui  ont  pour  équations  x  -\-y  =  o,  x  — y  =  o,  puis  appe- 
lons 8  et  V  les  distances  du  point  de  masse  m  et  de  coordonnées 
x,  y,  z  à  ces  deux  plans.  Nous  avons 

Vmxy  —  -(2;?io2—  Si»  8'*), 

« 

relation  dans  laquelle  les  deux  termes  du  second  membre  sont  des 
moments  d'inertie. 

315.  Systèmes  continus.  —  Pour  calculer  les  moments  d'inertie 
d'un  corps  continu,  d'une  masse  métallique,  par  exemple,  on  la 
suppose  décomposée  en  éléments  de  volumes  infiniment  petits  dv 
dont  les  coordonnées  sont  #,  y,  z  et  la  masse  m  —  pdv,  o  dési- 
gnant la  densité   du   volume  élémentaire  dv.  A.lors,  une  somme 

telle  que  2  mx2  ou  Hmyz  devient  une  intégrale  triple  II      ox2dv 
ou       I  I  oyzdv  étendue  au  volume  considéré. 

316.  Exemples.  —  i°  Moments  d'inertie  d'une  sphère  homogène.  — 
Soit  p  la  densité.  Cherchons  d'abord  le  moment  d'inertie  p.  de  la  sphère 
par  rapport  à  son  centre;  ce  moment  est  une  fonction  du  rayon  R;  son 
accroissement  d\x,  lorsque  R  prend  un  accroissement  dR,  est  le  moment 


4 


DYNAMIQUE    DES     SYSTEMES. 


d'inertie   d'une   couche  sphérique    de   masse   /\izK2pdR  par  rapport  à  un 
point  qui  en  est  à  la  distance  constante  R  (fig.  179)  :  c'est  donc 

d\x  =  4  7iR2P^/Kx  R2, 
Fig-  179- 


d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  o  et  R, 

{x  =  -TrpRs. 


Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  plan  diamétral  est 

puisque  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  tous  les  plans  diamétraux  est 
le  même,  et  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  au  centre  est  égal  à  la 
somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  trois  plans  diamétraux  rec- 
tangulaires. De  là  résulte  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  dia- 
mètre, somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  deux  plans  diamé- 
traux rectangulaires,  a  pour  valeur 

i  =  |^  =  i«pR»=M.ïa., 


M  désignant  la  masse  totale  -  irpR3  ;    le    rayon   de   gyration  autour  d'un 
diamètre  est  donc 


'2°  Moments  d'inertie  d'un  ellipsoïde  homogène.   —  Soit 


a?3 

ô2 


yï  Zi 


l'équation  de  l'ellipsoïde.   Son  moment  d'inertie  par  rapport  au  plan  des 
xy  est,  en  appelant  p  la  densité, 

?ùmz2=  I   I   I  pz-  dx  dy  dz, 
l'intégrale  triple  étant  étendue  à  tout  le  volume  de  l'ellipsoïde. 
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Si  Ton  fait  le  changement  de  variables 

x=ax',        y*=by,         z  =  às\ 

on  aura 


ï.  m 


;2=  abc*  f  f  f?z'*dx'd/dz'\ 


la  nouvelle  intégrale  triple,  étant  étendue  au  volume  de  la  sphère 


^  +  /2  +  ^-l  =  O, 


représente  le  moment  d'inertie  de  cette  sphère  de  rayon  i  par  rapport  à 

4 
un  plan  diamétral,  et  a  pour  valeur  —  :rp;  on  a  donc 


S»u2=  — -izoabc*; 
cette  quantité  peut  s'écrire  enfin 

3 

M  étant  la  masse  -noabc  de  l'ellipsoïde. 

On  trouvera  de  même  que  les  moments  d'inertie  de  l'ellipsoïde  sont  : 
par  rapport  au  plan  des  xz, 


«Ç; 


par  rapport  au  plan  ôesyz, 


M?, 


et,  par  suite  : 

par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz, 


at  bî  "+■  c2  tvt  c'2  -+"  al  ai  a~  -+■  b% 

iM •>  Al 1  Al z > 

D  j  J 

et,  par  rapport  au  centre, 

M  : 

J 

3°  Moment  d'inertie  par  rapport  à  son  axe  d'un  solide  homogène 
de  révolution  limité  par  les  plans  de  deux  parallèles.  —  Prenons 
d'abord  le  cas  d'un  cylindre  de  révolution  de  hauteur  h  et  de  rayon  R. 
Comme  dans  le  cas  de  la  sphère,  en  donnant  un  accroissement  dR  au 
rayon,  le  moment  d'inertie  du  cylindre  par  rapport  à  son  axe  prend  un 
accroissement 

d\L  =  R2(ir.RhpdR), 
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puisque  tous  les  points  de  la  couche  cylindrique  dont  s'accroît  le  solide 
sont  à  la  distance  R  de  l'axe  et  que  l'accroissement  de  masse  est  i-Rhp  dR. 
En  intégrant  l'égalité  ci-dessus,  nous  aurons 


u.  =  -  nR'* hp, 

2 


ce  qu'on  peut  écrire 


R2  R2 

u  =  irR2/tp—  =M— ; 

le  rayon  de  gyration  est  donc  R 

Soit;  en  général  (jig".  iBo),  z  =  y(x)  l'équation  de  la  méridienne  de  la 
surface  de  révolution  dont  l'axe  est  O.S.  Décomposons  le  solide  en  cylindres 


élémentaires  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe;  le  moment  d'inertie 
d'un  de  ces  cylindres,  de  rayon  r  et  de  hauteur  dz,  sera,  d'après  ce  qui 
précède, 

-  Tt/*4  pdz: 


et,  si  z0  et  z^  sont  les  hauteurs  des  parallèles  extrêmes,  le  moment  d'inertie 
du  solide  aura  pour  expression 

r  étant  lié  à  z  par  la  relation 

on  voit  que,  dans  ce  cas,  le  moment  d'inertie  se  calcule  par  une  intégrale 
simple. 
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II.  -  THEOREMES  GENERAUX. 

317.  Variation  du  moment  d'inertie  d'un  système  par  rapport 
à  un  axe  se  déplaçant  parallèlement  à  lui-même.  —  Cette  varia- 
tion est  donnée  par  le  théorème  suivant  : 

Le  moment  d'inertie  cV  un  système  par  rapporta  un  axe  est 
égal  au  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  parallèle  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la 
masse  totale  par  le  carré  de  la  distance  des  deux  axes. 

Soit  AB  un  axe  quelconque  donné;  prenons  pour  axe  des  z 
l'axe  parallèle  Gz  passant  par  le  centre  de  gravité,  et  soient  x  =  a, 
y  =  b  les  équations  de  l'axe  donné  AB.  Le  moment  d'inertie  par 
rapport  à  cet  axe  est 

Sffl[(j-  </)2-t-(jK—  6)2], 

ce  qu'on  peut  écrire 

S  m(^r2H-jK2)  -+-  (rt'2H-  62)2  m  —  la^Lrnx  —  ib  S  ni y\ 

mais  les  sommes  Swi,  Hmy  sont  nulles,  puisque  le  centre  de 
gravité  se  trouve  sur  l'axe  des  z;  il  reste  alors  pour  expression  du 
moment  d'inertie  par  rapport  à  AB, 

2m(^2+/-j  -+-  (a2-+-  62)S/>i, 

ce  qui  démontre  la  proposition;  car  Hm(x2 -h y2)  est  le  moment 

d'inertie  par  rapport  à  Gz  et  (a2 -h  b2)  le  carré  de  la  distance  des 

deux  axes. 

Soit  I  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  AB,  IG  le  moment  par 

rapport  à  l'axe  parallèle  passant  par  G,  d  la  distance  de  ces  deux 

axes;  on  aI  =  IG+  Md2.  Soit  de  même  Fie  moment  d'inertie  par 

rapport  à  un  axe  parallèle  à  la  même  direction,   mais  situé  à  une 

distance  d'  du  centre  de  gravité;  on  a  F  =lG-\-Md'2  ;  d'où,  en 

retranchant, 

1—1'=  M(d2  —  d'*), 

formule  qui  permet  de  calculer  F,  connaissant  I  et  la  position  du 
centre  de  gravité. 
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Il  résulte  du  théorème  I  =  IG  -h  M  cl2  que,  de  tous  les  axes 
parallèles  à  une  direction  donnée,  celui  pour  lequel  le  moment 
d'inertie  est  minimum  passe  par  le  centre  de  gravité.  Tous  ceux 
pour  lesquels  ce  moment  a  la  même  valeur  engendrent  un  cylindre 
de  révolution  dont  l'axe  passe  par  le  centre  de  gravité. 

On  démontre  de  même  que  : 

Le  moment  d'inertie  d'an  système  par  rapport  à  an  plan 
est  égal  au  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  plan  parallèle 
mené  par  le  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la 
masse  totale  par  le  carré  de  la  distance  des  deux  plans; 

Le  moment  d'inertie  d\in  système  par  rapport  à  un  point  O 
est  égal  au  moment  d  inertie  par  rapport  au  centre  de  gra- 
vité 6r,  augmenté  du  produit  de  la  masse  totale  par  le  carré 

de  la  distance  des  deux  points  OG  . 

318.  Variation  du  moment  d'inertie  par  rapport  à  des  axes 
passant  par  un  même  point.  Ellipsoïde  d'inertie  (Poinsot).  —  Etu- 
dions maintenant  les  variations  du  moment  d'inertie  pris  par  rap- 
port aux  diverses  droites  issues  d'un  point  O  (fig-  181).  Prenons 

Fis.   181. 


ce  point  pour  origine  et  soient  a,  [i,  y  les  cosinus  directeurs  d'une 
droite  Où.    Le  carré  de  la  distance   mp  d'un  point  xy  y,  z  à  cette 

droite  a  pour  valeur  O  m'2 —  O/?2,  c'est-à-dire 


:/■■ 


■y 


32 


{OLX  -f 

+  72) 


ce  qui  peut  s  écrire 

ou,  en  développant, 

-+-  Y2(^2-t-jK2)  —  i$-[yz  —  i-[%zx  —  2%$xyt 
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d'où  résulte  pou r  le  moment  d'inertie  Ja  valeur 

S»ir*=  a2Xm(/2H-  z* )  -4-  p»2/n(^  +  a?î j 

H-  ys  -  'w  ( >^'2  -+-  y~  )  —  2  ?Y  2  wî  J'-  —  «2  7a  I,  mzx  —  2  a(j  X  m xy. 

En  désignant  par  A,  B,  G,  13,  E,  F  les  sommes  constantes  qui 
entrent  dans  la  formule  ci-dessus,  nous  obtenons 

(i)  Smr*=  k**  +  B^-h  C?*  —  2Dpy—  aE^a—  2Fa^. 

Les  constantes  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  par  rapport 
aux  axes  de   coordonnées  :  D,  E,   F  sont  les  produits  d'inertie. 

Pour  interpréter  géométriquement  le  résultat  auquel  nous  ve- 
nons d'arriver,  portons  de  part  et  d'autre  de  O,  sur  chaque  droite 

Oo,  une  longueur  OP,  telle  que  jrp  =  y/S/w/-2,  et  cherchons  le  lieu 

du  point  P(X,  Y,  Z).  Nous  avons  tout  d'abord 

X  Q        Y  Z  i  . 

en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  il  nous  vient 
(2)  r  =  AX2+  BY2-+-  CZ-2—  2DYZ  —  2EZX  -  2FXY, 

équation  d'une  surface  du  second  ordre.  Cette  surface,  quia  l'ori- 
gine pour  centre,  est  nécessairement  un  ellipsoïde;  le  rayon  vec- 
teur OP  est,  en  effet,  toujours  réel  et  fini,  puisqu'il  a  pour  valeur 

et,  que  le  moment  d'inertie  est  toujours  positif.  Il  n'y  aurait 

y  2  mr- 

exception  que  pour  le  cas  où  tous  les  points  matériels  du  système 
seraient  en  ligne  droite  avec  le  point  O  :  dans  ce  cas,  le  moment 
d'inertie  par  rapport  à  cette  droite  serait  nul,  et  l'ellipsoïde  se 
réduirait  à  un  cvlindre  de  révolution  autour  de  cette  droite. 

L'ellipsoïde  dont  l'équation  vient  d'être  établie  a  reçu  le  nom 
d "ellipsoïde  d'inertie  ;  ses  plans  et  ses  axes  de  symétrie  se  nomment 
plans  principaux  et  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point 
considéré.  L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  est 
Y  ellipsoïde  central  d' inertie.  En  général,  il  n'y  a  donc  que  trois 
axes  principaux  d'inertie  relatifs  à  un  point  ;  si  l'ellipsoïde  d'inertie 
est  de  révolution,  il  y  en  a  une  infinité  dans  le  plan  de  l'équateur; 
s'il  est  une  sphère,  tout  axe  passant  parle  point  est  principal  pour 
ce  point. 
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Une  fois  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  O  traeé,  le  mo- 
ment d'inertie  par  rapport  à  un  axe  08  est7Tp^'  P  désignant  le 

point  où  08  perce  l'ellipsoïde.  De  tous  les  axes  menés  par  O, 
celui  qui  donne  le  plus  petit  moment  d'inertie  est  donc  le  grand 
axe  de  l'ellipsoïde. 

319.  Conditions  pour  que  l'axe  Oz  soit  principal  pour  le  point  O- 
—  Cherchons  la  condition  pour  que  l'un  des  axes  de  coordonnées 
Oz  soit  axe  principal  d'inertie  par  rapport  au  point  O.  II  faut 
pour  cela  que  l'équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie  ne  contienne  pas 
de  terme  du  premier  degré  en  s,  c'est-à-dire  que    Ion  ait 


ou  bien 

(3) 


D  =  o,         E  =  o, 


S  myz  =  o, 


2  m  xz  =  o . 


L'axe  des  z  étant  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  O   ne  le 
sera  pas,  en  général,  pour  un  autre  point  O'  de  sa  direction,  situé 


Fig.   182. 


h. 


O' 


à  une  cote  00'  =  h.  Pour  exprimer  que  Oz  est  aussi  un  axe  prin- 
cipal en  O',  on  devrait,  d'après  ce  qui  précède,  joindre  aux  équa- 
tions (3)  les  conditions  nouvelles 


(4) 


m  y  (z  —  h)  =  o,         Linxi  z  —  h)  =  0, 


obtenues  en  portant   l'origine  en  O'.   En  les  combinant  avec  les 
premières,  ces  équations  se  réduisent  à 


SmjK 


Zmx  =  o, 


équations  qui  expriment  que  Oz  passe  par  le  centre  de  gravité. 
Si  cette  condition  géométrique  est  vérifiée,  l'axe  des  z  sera  axe 
principal  d'inertie  pour  un  point  quelconque  de  sa  direction  et  en 
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particulier  pour  le  cenlre  de  gravité,  car  les  conditions  que  nous 
venons  de  trouver  sont  alors  vérifiées,  quel  que  soit  h;  d'où  ce 
théorème  : 

Théorème.  —  Un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  centre 
de  gravité  est  axe  principal  d'inertie  pour  V un  quelconque 
de  ses  points.  Inversement,  si  un  axe  est  principal  pour  deux 
de  ses  points,  il  V est  pour  tous  et  passe  par  le  centre  de  gravité. 

Il  est  évident  que,  si  un  solide  homogène  admet  un  plan  de 

symétrie,    ce  plan  est  principal  pour  chacun  de  ses   points,  car, 

en    prenant   ce    plan    pour   plan    des   xy,  on   a,  quelle  que   soit 

l'origine, 

21  mxz  =  o,  *Lmyz  =  o, 

z  prenant  des  valeurs  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

320.  Remarque.  —  Un  ellipsoïde  quelconque  ne  peut  pas  tou- 
jours être  considéré  comme  un  ellipsoïde  d'inertie.  Si  l'on  rap- 
porte,  en   effet,  à   ses  axes  un  ellipsoïde  d'inertie,  son  équation 

devient 

AP+BY2+  CZ*=r, 

où  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie 

A  =  2m(/«  +  ^),         B=-2m(>2-ha72),         G  =  2#re(a?*-f-^a) 

par  rapport  aux  trois  axes  ;  et  l'on  voit  immédiatement  que  Pun 
quelconque  d'entre  eux  est  au  plus  égal  à  la  somme  des  deux 
autres.  Par  exemple,  lorsque  l'ellipsoïde  d'inertie  est  de  révolu- 
tion, il  peut  être  aussi  allongé  qu'on  le  veut;  mais    s'il  est  aplati, 

son  aplatissement  est  au  plus  égal  à        _ — 

Si  le  solide  est  une  plaque  d'épaisseur  infiniment  petite,  située 
dans  le  plan  des  xy,  l'un  des  axes  principaux  est  Oz  par  raison 
de  symétrie  :  soient  Ox  et  Oy  les  deux  autres.  Alors,  z  étant  nul, 
onaC  =  A+B. 

On  verra,  à  titre  d'exercice,  que,  pour  que  l'ellipsoïde   d'inertie  puisse 
en  quelque  point  de  l'espace  se  réduire  à  une  sphère,  il  faut  que  l'ellip-     J4/_l7     *!/* ,  W 
soïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  soit  un  ellipsoïde  de  révolution  .        »u«\ 

aplati;  il  existe  alors  sur  son  axe  de  révolution  deux,  points  symétriques  LP        '     I 

par  rapport  au  centre  de  gravité,  pour  lesquels  la  condition  est  satisfaite. 


I  2  I)  Y  X  A  M  I  Q  L  E    DES    S  Y  S  T  E  M  ES. 

321.  Problème  de  Binet.  —  Trouver  l'enveloppe  des  plans  par  rap- 
port auxquels  le  moment  d'inertie  d'un  système  a  une  valeur  donnée 
MA2. 

Rapportons  le  système  aux  axes  principaux  d'inertie  Gx,  Gy,  Gz  de 
l'ellipsoïde  central,  c'est-à-dire  de  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre 
de  gravité,  et  soient  Ma2,  Mb2,  Me2  les  moments  d'inertie  par  rapport 
aux  trois  plans  coordonnés. 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  au  plan 

4 

u  ./■  +  c/+ip:+i  =  o 
a  pour  valeur 

_    m  (  u  x  -+-  v  y  -+-  w  z  -h  i  )2 

1  mr2  —  1 — • 

u--\-  v2  -f-  (V2 

En  développant  cette  expression  et  remarquant  que,  d'après  le  choix 
des  axes  coordonnés,  les  six  sommes  Sm,r,  I.my,  Smz,  ^myz,  Zmzx, 
Lmxy  sont  nulles,  on  devra  avoir  la  relation 

u2-±-  v-  -f-  w- 
qui  devient  sous  forme  entière 

u2(a2-  A2)  4-  v2(b2  —  A-2)  h-  w2(c2  —  A2)4-i  =  o. 
C'est  l'équation  tangentielle  de  la  surface  du  second  ordre 
x2  y2  "2 

Lorsqu'on  fait  varier  le  paramètre  A",  les  surfaces  représentées  par  cette 
équation  restent  homofocales.  Gomme  elles  doivent  être  réelles,  il  faut 
que  À2  soit  supérieur  à  la  plus  petite  des  quantités  a'2,  b2,  c2  :  c-  par 
exemple;  il  en  résulte  que  le  plan  pour  lequel  le  moment  d'inertie  est 
minimum  est  le  plan  des  xy. 

Par  un  point  0'(x' ,  y',  z')  de  l'espace,  il  passe  trois  de  ces  surfaces  : 
les  valeurs  du  paramètre  A2,  relatives  à  ces  trois  surfaces,  sont  les  racines 
a25  P2>  Y2  de  l'équation  du  troisième  degré 


(  2)  • 1 -L j (-1=0. 

a"-—  A-2  ^  b2  —  A2        c2—  A2 


x*  y 


Les  trois  surfaces  homofocales  qui  passent  par  O'  se  coupent  à  angle 
droit;  on  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Les  plans  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  O'  sont  les  plans 
tangents  aux  trois  surfaces  homofocales  (i)  qui  passent  par  ce  point  ; 
et  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  ces  trois  plans  principaux  sont 
Ma2,  Mfi2,  M  y2    a2,  ^2,  y2  désignant  les  racines  de  l'équation  (2). 
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La  démonstration  résulte  du  rapprochement  des  deux  faits  suivants  : 
i°  L'enveloppe  des  plans  passant  par  O'  par  rapport  auxquels  le  moment 
d'inertie  du  système  a  une  valeur  donnée  MA2,  est  le  cône  de  sommet  O' 
circonscrit  à  la  surface  (i).  Cette  enveloppe  est  un  véritable  cône  tant  que 
la  surface  (i)  ne  passe  pas  par  O',  c'est-à-dire  tant  que  k'2  n'a  pas  une  des 
valeurs  a2,  [32,  -y'2.  Mais,  si  Â2  a  Tune  de  ces  trois  valeurs,  la  surface  (i) 
passe  par  O'  et  le  cône  circonscrit  de  sommet  O'  devient  un  plan  double 
confondu  avec  le  plan  tangent  à  cette  surface  en  O'. 

i°  Cherchons  directement  l'enveloppe  de  ces  mêmes  plans  en  prenant  O' 
pour  origine,  et  pour  axes,  O'xiy^Zi,  les  trois  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  à  O'.  Soient  cc\,  V\,  z{  les  coordonnées  d'un  point  du  système, 

Ma2  =  Sma-f,         M?2  =  Sm^f,         M72  =2/nzf 

les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  trois  plans  principaux  relatifs  à  O'. 
Le  moment  d'inertie  du  système  par  rapport  au  plan  ux\  -\-  v  j\  -+-  w Zy  =  o 
passant  par  O'  est 

_        ^    (iia-tH-  vyx+wzxY  _  iAUq>2-+-82e2-4-72<r2) 
u1  H-  c2  -h  w'2  u'2  H-  c'2  -h  w i 

Si  Â2  doit  rester  constant,  on  a 
le  plan  enveloppe  alors  un  cône  dont  l'équation  est 


-y  2   /•>       '       Oï  /  2  v2  /  2' 

C'est  là  un  véritable  cône  tant  que  À2  n'a  pas  une  des  valeurs  a|,  [3f,  y|  ; 
pour  £2  =  a'2  par  exem|)le,  le  cône  se  réduit  au  plan  double  x\  =  o,  c'est- 
à-dire  à  l'un  des  plans  principaux  relatifs  au  point  O';  de  môme  pour 
h2  =  fif,  k2  —  y?)  cm  a  ^s  deux  autres  plans  principaux  relatifs  à  O'. 

Comme,  dans  la  première  façon  de  raisonner,  nous  avons  trouvé  que  le 
même  cône  se  réduit  à  des  plans  doubles  seulement  quand  a2  est  égal 
à  a2,  (32  ou  y2,  il  faut  que  oc2,  (3f,  y?  soient  égaux  à  a2,  [j2,  y2 5  comme  nous 
avons  trouvé,  de  même,  que  ces  plans  doubles  coïncident  avec  les  plans 
tangents  aux  trois  surfaces  homofocales  passant  par  O',  il  faut  que  ces 
plans  tangents  coïncident  avec  les  plans  principaux  d'inertie  relatifs  au 
point  O',  X[  =  o,  yi  =  o,  ~i  =  o. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

322.  —  Lieu  des  points  O'  tels  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
l'un  des  axes  principaux  relatifs  à  O'  ait  une  valeur  donnée  M/?2.  — 
Supposons  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  principal  O'z^  ait 
pour  valeur  Mp2,  on  aura 

Ma*H-Mp2=  M/?2. 
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Or  a2,  (32,  y2  sont  les  racines  de  l'équation  (2);  écrivant  cette   équation 
sous  forme  entière,  on  a  pour  la  somme  des  racines 

7.:>  +  [J2  +  y2  =  x'2  +  j'2  +  ^'2  +  a2  _+_  £2  _+.  ^ 

d'où,  en  faisant 

x'*  +  y*+z'*=  r'\         a*  H-  (32=/?2, 

y2  _  ,.'2  +  a2  +  £2  _j_  C2  __^2, 

En  exprimant  que  y2  est  racine  de  l'équation  (2),  on  a  l'équation  du  lieu 

o~'2  y'2  z'2 

-\ H Ui   =0" 


62+6-2—  /?2  _i_r'2  c8H_a2_/?2_hr'2  a2  _+_  £2  _  p2  _+_  ,.'2 

c'est  une  surface  du  quatrième  degré  coupée,  suivant  des  coniques,  par  les 
plans  coordonnés,  identique  à  la  surface  des  ondes  de  Fresnel. 

(Voyez  Clebsch,  Journal  de  C relie,  t.  57;  0.  Hesse,  Vorlesungen 
ilber  analytische  Géométrie  des  Baumes;  Darboux,  Note  à  la  Méca- 
nique de  Despeyrous). 

323.  Détermination  expérimentale  des  moments  d'inertie.  —  Nous 
verrons  plus  loin  comment  la  théorie  du  pendule  composé  permet  de  déter- 
miner expérimentalement  un  moment  d'inertie.  Bornons-nous  à  indiquer 
que  MM.  Brassine  {Comptes  rendus,  t.  XGV,  p.  446),  Marcel  Deprez 
(ibid.  t.  LXX11I,  p.  y85),  Joukowski  {Bulletin  de  l'Association  fran- 
çaise pour  l'avancement  des  Sciences,  1889,  p.  23)  ont  indiqué  divers 
appareils  pour  cette  détermination. 

Les  intégrateurs  mécaniques  permettent  également  d'évaluer  les  mo- 
ments d'inertie,  comme  on  le  verra  dans  le  Traité  de  Statique  graphique 
de  M.  Maurice  Lévy. 

EXERCICES. 

1.  Calculer  les  moments  d'inertie  d'un  parallélépipède  rectangle  homogène,  de 
dimensions  a,  b,  c,  par  rapport  aux  parallèles  aux  arêtes  menées  par  le  centre. 
Réponse.  —  On  trouve 

m*^,    M*±*     Ma2+*! 


12  12 


-^"2.  On   considère  le  volume  compris   entre   deux  cylindres    de   révolution   de 
f^f_  \$fy        même  axe  de  rayons  R  et  R'  et  de  hauteur  commune  h.  Calculer  les  moments 
d'inertie  de  ce  volume  supposé  homogène  par  rapport  à  l'axe  de  révolution  et 
|  fe  -!lJS/  par  rapport  à  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe  et  équidistante  des  bases. 

Réponse.  —  M  désignant  la  masse  du  solide,  on  trouve 


4  12 


Réponse. 

Sma;  1  ///  y 
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3.  Pour  représenter  la  variation  du    moment  d'inertie  par  rapport  à  désaxes  W  y-      f)T    S 

parallèles  AB,  on  peut  porter,  sur  chaque  axe,  à  partir  du  point  A  où  il  rencontre  r    ^"  )  '  ' 

un  plan  fixe    perpendiculaire  à   la  direction   des  axes,  une  longueur  AI  égale  au  lu    2.S S) 

moment  d'inertie  correspondant.    Lieu  du   point  1.  (  Paraboloïde  de  révolution.)  *■' 

\.  Si   un    solide   admet  un  plan   de  symétrie  matérielle,  ce  plan  est  principal 

pour  chacun  de  ses  points.                                    •  W T     Tir   1 ' /• 

Si  un  solide   admet  un  axe  de  symétrie  matérielle,  cet  axe  est  principal  pour  '    ■*-  7  '     '  ' 

chacun  de  ses  points.  //      «  w  1 

(La  symétrie  est   matérielle    quand  chaque  élément  a   même   masse   que   son  t/ 
symétrique.) 

5.  Dans  un   tétraèdre  régulier  homogène,  l'ellipsoïde  central  d'inertie  est  une    WjT     flfT./b 
sphère.  (Cela  résulte  de  la  disposition  des  plans  de  symétrie.)  /,        .-</) 

6.  Conditions  pour  que  l'axe  Oz  soit  principal  pour  l'un  de  ses  points.  • 

S  mars  __  Zmyz  fjf  JT      fit .  /L 

V,  rrt  nr  v  m  1/  1  _ 

(La  valeur  commune  de  ces  rapports  donne  l'ordonnée  z  du  point.)  w  ' 

7.  Les  axes  principaux    d'inertie  en   un  point  d'un    axe   principal   relatif   au    \Alr-    fy),s*    jL 
centre  de  gravité  sont  parallèles  aux  axes  principaux  relatifs  au  centre  de  gra-    '  r-*-j 

vite.  (Réciproque.)  / h  .  ZS~v 

8.  Etant  donné  un  cylindre  droit  homogène,  dont  la  hauteur  est  h,  dont  la  base  il 

est  située  dans  le  plan  yO%,  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  Oz;  Z 

soient  IT,  I  ,  lz  les    moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  Ox,  O  y,   Oz,  dé- 
montrer les  formules 

L  =  h  j    H  x-  +  y-)dx  dy,  >  ft  »  /.   ) 

lx=hffy*dxdy+  fû,        ly=hfjx*dxdy  +  ^a,  ^  ^  Hr./^f/h 

I--f-    1=    Iz+    -T"    Û. 

Les  intégrations  sont,  étendues  à  une  section  droite.  (Resal,  Cours  de  l'École 
Polytechnique.) 


S 


9.  Étant  donnée  une  aire  plane,  qui  est  située  dans  le  plan  des  xy  et  que  l'on     i  , 
regarde  comme  un  ensemble  d'éléments  matériels  dont  le  z  est  nul,  démontrer  :    'lj^0  '  "Y .  /& 

i°  Que  tout  axe  situé  dans  le  plan  de  l'aire  est  principal  pour  un  de  ses  points 
et  calculer  les  coordonnées  de  ce  point; 

2°  Que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  Oz  est  égal  à  la  somme  des  moments 
d'inertie  par  rapport  à  Ox  et  O  y. 


Ifi.ZTj) 


^s  10.  Moments  d'inertie  des  surfaces  de  révolution  par  rapport  à  l'axe.  —  Si 

l'équation  y  =f(x)  représente  la  courbe  méridienne,  tracée  dans  le  plan  des  xy  W "f      'Tl y  JL 
et  rapportée  à  l'axe  de  révolution  comme  axe  des  x,  le  moment  d'inertie  de  la  ~  ) 

surface  engendrée,  par  rapport  à  cet  axe,  sera  donné  par  la  formule  / ( L    IL  o) 


I  =  2-rcpE  /  y3ds, 
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où  z  représente  l'épaisseur  constante  de  la  surface  matérielle  supposée  infiniment 
mince  et  où  p  est  la  densité  constante  de  la  couche. 

Surface   latérale    du   tronc  de  cône.  —  Si  /•  et  /•'  sont  les  rayons  des  deux 
hases  du  tronc,  on  a 

2 

Calotte  sphérique  de  rayon  H  et  de  hauteur  IJ 

i  =  mh/r  -  " 

y^W-  Moments  d'inertie   des  solides   de  révolution  par   rapport  à  l'axe.   — 
Tronc  de  cône.  —  Soient  r  et  /•'  les  rayons  des  deux  hases  du  tronc,  on  a 


(t 


I  O  /' !  —  /" 


Segment  sphérique  à  deux  bases.  —  Soient  /•  et  /■'  les  rayons  des  deux  bases 

du  segment,  H  sa  hauteur  et  R   le  rayon  de  la    sphère,  à  laquelle   il  appartient, 

on  trouve 

I  =  T\0  icp H  [  20  R2  H2  + 15  (r2  +  r'-  )2  -311'']. 

(Dostob,  Archiv.  de  Griinert.) 

>Y)  iLû  ^*'  ^n  considère  un  point   fixe  O  et  un  axe  variable  0  6  passant  par  ce  point. 

/  4~  )  -A)'1  mène  un  plan  P  perpendiculaire  à  0  5,  à  une   distance  de  0  égale  au   rayon 

/  aJ  \  (^e  §'yrat'°n  d'un  système  matériel  autour  de  OS.  Enveloppe  du  plan  P? 

!  P  /Âï'/  (Cette  enveloppe  est  un  ellipsoïde,  Clebscii,  C relie,  t.  57.) 


^  13.  Soient 

f(z)=(z-zi)(z-z2)...(z-zp)=o 

,  r.  ?f  l/'  •'/ Oy  une  équation  de  degré  p  par  rapport  à  une  variable  imaginaire  z\  zi:  z.,,  ....  z  r 

I'     "lii)  ses  racines.   Représentons  ces    racines,   suivant    la  méthode   de    Cauchy,  par  des 

[Jp     ^^  J  points   sur  un  plan;   regardons    ensuite   ces    points  comme  des   points  matériels 

ayant   l'unité  de  masse;    enfin  convenons  d'appeler    points    centraux   d'ordres 

successifs  1,2,  3,  ...  les  racines  des  dérivées  successives/' (s),/"  (z  ),/'"(  z  ),  .... 

On  a  alors  les  théorèmes  suivants  : 

Le  point  central  d'ordre  (p  —  1)  est  le  centre  de  gravité  du  système  donné; 
La  droite   qui  joint  les  deux  points    centraux  d'ordre  (  p  —  2)  est  dirigée  sui- 
vant le  grand  axe  de  l'ellipsoïde  central  d'inertie  du  S}rstèmc. 

Si  l'on  appelle  A  et  R  les  rayons  de  gyration  autour  des  deux  axes  principaux 
d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité  et  situés  dans  le  plan  du  système,  la  diffé- 
rence A2 —  B2  est  égale  à  (p  —  1)  fois'  le  carré  de  la  demi-dislance  des  points 
centraux  d'ordre  (  p  — ■  2  ). 

Pour  que  A  =  B,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux  derniers  points  coïncident. 
(Lucas,  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XX,  p.  io  et  17.) 

..   14.  Quelle  forme  faut-il  donner  à  une  masse  homogène  donnée  M  pour  que  son 
-P     YljT  /Y/     momcnt  d'inertie  par  rapport  à  un  point  donné  O  soit  minimum? 
~*  Réponse.  —  La  forme  d'une  sphère  de  centre  O. 


[fr.  J/W) 
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^  15.  Étant  donné  un  système  de  points,  étudier  le  complexe  formé  par  les  axes 

par  rapport  auxquels  le  moment  d'inertie  a  une  valeur  donnée  Mq2.  M/  7*      'Hy   j  7 

Réponse.  —  En  prenant  les    notations  du   n°  321,  on  trouve  un  complexe  du 
second  ordre  formé  par  les  droites  par  lesquelles  on  peut  mener  à  la  surface  / h     h{^  Y) 

x2  y2  s2 

H ;  H -,  + 1  =  o 


( 


a-  —  1-       b-—J-       c-—  — 
222 

des  plans  tangents  rectangulaires. 

16.  Étudier   de  même  le   complexe  formé  par  l'ensemble  des  axes  principaux     u*  -—      fi-r    i 
-j^relatifs  aux  différents  points  de  l'espace.  if  ■*-  / 

(Complexe  formé  par  les  normales  à  une  famille  de  surfaces  du  second  degré 
homofocales.) 

17.  Les  droites  du  complexe  précédent,  qui  passent  par  un  point  O',  forment 
un  cône;  trouver  le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  génératrices  de  ce  cône  sont 
des  axes  principaux. 

(  Lieu  des  pieds  des  normales  menées  de  O'  aux  surfaces  homofocales.) 

^   18.  Trouver   le   lieu  des    points  pour  lesquels  les  ellipsoïdes  d'inertie  sont  de 
^  révolution. 

(Il  faut  que  l'équation  (2)  de  la  page  12  ait  deux  racines  égales;  on  trouve 
une  ellipse  et  une  hyperbole  situées  dans  deux  des  plans  principaux  relatifs  au 
centre  de  gravité.) 

19.  Dans  un  ellipsoïde  d'inertie,  le  plus  petit  des  demi-axes  est  supérieur  ou 
égal  à  la  distance  du  centre  à  la  droite  qui  joint  les  extrémités  des  deux  autres. 


A.,  II. 
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CHAPITRE    XVIII. 

THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  SUR  LE  MOUVEMENT 

DES  SYSTÈMES. 


324.  Indication  de  la  méthode.  —  Gomme  nous  l'avons  déjà 
fait  en  statique,  nous  regarderons  un  système  matériel  quelconque , 
formé  de  corps  solides,  liquides,  gazeux,  comme  composé  d'un 
très  grand  nombre  de  points  matériels  assujettis  à  certaines  liai- 
sons. Un  corps  solide,  par  exemple,  est  un  ensemble  de  points 
assujettis  à  rester  à  des  distances  invariables  les   uns  des  autres. 

Les  théorèmes  généraux  s'obtiennent  en  supposant  qu'on  ait 
écrit  les  équations  du  mouvement  de  ces  différents  points  maté- 
riels et  qu'on  en  fasse  des  combinaisons. 

I  —  THÉORÈME  DE  LA  PROJECTION 

DES  QUANTITÉS  DE  MOUVEMENT  OU  DU  MOUVEMENT 

DU  CENTRE  DE  GRAVITÉ. 

32o.  Forces  intérieures  et  extérieures.  —  On  appelle  forces 
intérieures  à  un  système  les  actions  mutuelles  des  différents 
points  du  système;  ces  actions  sont  deux  à  deux  égales  et  direc- 
tement opposées,  d'après  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de 
la  réaction.  Par  exemple,  si  un  point  m  du  système  en  attire  un 
autre  m'  avec  une  certaine  force,  inversement  m'  attire  m  avec 
une  force  égale  et  opposée. 

Les  forces  autres  que  les  forces  intérieures  que  nous  venons  de 
définir  s'appellent  forces  extérieures. 

Soient  xK ,  yK ,  zK ,  x2,  y2,  z2,  . . .,  xn,  yH,  zn  les  coordonnées 
des  divers  points  du  système  dont  les  masses  sont  mK ,  m2,  ....  mn. 
Si  nous  considérons  l'un  quelconque  de  ces  points  de  masse  m  et 
de  coordonnées  x,  y,  s,  nous  pouvons  partager  les  forces  appli- 
quées à  ce  point  en  deux  catégories  :  i°  celle  qui  comprend  les 
forces  intérieures  agissant  sur  m;  nous  appellerons  X/,  Y/,  Z/les 
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projections  d'une  de  ces  forces;  2°  celle  qui  comprend  les  forces 
extérieures  agissant  sur  ce  même  point;  nous  appellerons  Xe,  Ye, 
Zt>  les  projections  d'une  de  ces  forces.  Les  équations  du  mouve- 
ment du  point  m  sont  alors 


fP  x 

~dtî 


m  — -    -  2Xt- h-  SXe. 


d~  z 
m  —  v  7    a-  v  7 

où  les  signes  2  signifient  qu'il  faut  faire  la  somme  des  projections 
de  toutes  les  forces  intérieures  ou  extérieures  appliquées  à  m. 

326.  Démonstration  du  théorème.  —  Supposons  écrites  ces 
équations  pour  tous  les  points  du  système,  et  ajoutons  membre 
à  membre  les  équations  relatives  à  l'axe  des  x,  il  viendra 

d'2rr 

v  ,,,  —  vv\._i_  v  y  Y 

le  signe  22  indiquant  que  la  somme  est  étendue  à  toutes  les  forces 
agissant  sur  les  divers  points  du  système.  Or,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  l'égalité  de  faction  et  de  la  réaction,  les  forces  intérieures 
sont  deux  à  deux  égales  et  opposées;  la  somme  SSX,-  de  leurs 
projections  sur  l'axe  des  x  est  donc  nulle,  et  l'équation  précé- 
dente se  réduit  à 


on  aurait  de  même 


«,      dlx 

S  m  -=—  =-  ES  X, 
dC- 


2mg  =  SSY, 

Smê  =  *"«• 

Ces  équations  peuvent  s'écrire 

d  „  /     dx\ 
dï*(mdt]=**X< 


dt  ^  \     dt  ) 


-,-.  2(  m—  )  ==  2SZC; 
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elles  donnent  l'expression  analytique  clu  théorème  des  quantités 
de  mouvement  projetées. 

Théorème.  —  La  dérivée,  par  rapport  au  temps,  de  la  somme 
des  projections  des  quantités  de  mouvement  des  points  du  sys- 
tème sur  un  axe  fixe  quelconque  est  égale  à  la  somme  des  pro- 
jections des  forces  extérieures  sur  cet  axe. 

Par  exemple,  si  SSXe=  o,  on  a 

_      dx 

S  m  -=-  =  const. 
dt 

Ces  mêmes  équations  (2)  sont  susceptibles  d'une  autre  inter- 
prétation :  en  désignant  par  M  la  masse  totale  ^m  et  par  ç,  y;,  Ç 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  système,  on  a 

M  \  =  ^mx,         M  7]  =  2  m  jk,         M  Ç  =  2  m  z, 
„rfsS        „       d*-x  AI^2*)        „       d'y  *„dK  d*  z 

les  équations  (2)  peuvent  donc  s'écrire 

(3)  M^=SSXe,  M^=SSYe,  M^  =  2XZe; 

v    ;  dl*  dt*  '  dV-  e' 

sous  cette  forme  elles  expriment  la  propriété  suivante  : 

Théorème.  —  Le  centre  de  gravité  du  système  se  meut  comme 
un  point  matériel  qui  aurait  pour  masse  la  masse  totale  du 
système,  et  auquel  seraient  appliquées  des  forces  égales  et 
parallèles  aux  forces  extérieures. 

Ce  théorème,  dont  nous  avons  déjà  fait  usage,  a,  entre  autres, 
cet  intérêt  qu'il  donne  une  réalité  à  la  théorie  du  mouvement  d'un 
point  matériel.  Il  a  reçu  le  nom  de  théorème  du  mouvement  du 
centre  de  gravité.  Ce  théorème  a  été  indiqué  par  Newton  dans 
des  cas  particuliers. 

327.  Exemples. —  i°  Pas  de  forces  extérieures. — L'hypothèse 
la  plus  simple  qu'on  puisse  faire  est  que  le  système  n'est  soumis 
à  aucune  force  extérieure;  le  centre  de  gravité  est  alors  animé 
d'un    mouvement   rectiligne    et    uniforme.    Si    l'on   admet,    par 
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exemple,  que  les  actions  des  étoiles  sur  le  système  solaire  sont 
nulles,  le  centre  de  gravité  de  ce  système,  qui  est  placé  très  près 
du  Soleil,  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme. 

2°  Système  pesant  dans  le  vide.  —  Prenons  maintenant  un 
système  de  points  pesants  lancés  dans  le  vide;  quelles  que  soient 
les  déformations  et  les  liaisons  intérieures  du  système,  le  centre 
de  gravité  décrit  une  parabole  d'axe  vertical;  en  elTet,  les  diverses 
forces  extérieures  sont  verticales;  transportées  au  centre  de  gra- 
vité, elles  ont  pour  résultante  2mg  =  Mg',  le  centre  de  gravité 
se  déplace  donc  comme  un  point  pesant  de  masse  M.  Par  exemple, 
si  une  bombe  est  lancée  dans  le  vide  et  éclate  à  un  certain 
instant,  le  centre  de  gravité  des  fragments  continue  à  décrire  la 
même  parabole,  car  les  forces  développées  par  l'explosion  sont 
intérieures.  De  même,  si  un  être  vivant  est  lancé  dans  le  vide 
sous  l'action  de  la  pesanteur,  son  cenlre  de  gravité  décrit  une 
parabole  et  les  efforts  musculaires  qu'il  peut  faire  ne  modifient 
pas  la  trajectoire  du  centre  de  gravité,  car  ces  efforts  sont  des 
forces  intérieures. 

3°  Attraction  proportionnelle  à  la  distance.  —  Soit  encore 
un  système  de  points  matériels  attirés  par  un  centre  fixe  O  pro- 
portionnellement aux  masses  et  aux  distances  r.  Les  forces  exté- 
rieures sont  les  attractions  centrales  fmr\  transportons  ces  forces 
au  centre  de  gravité  G  :  nous  avons  vu  en  Statique  que  la  résul- 
tante de  ces  forces  est  dirigée  suivant  GO  et  a  pour  valeur 
f.  M.  GO;  le  centre  de  gravité  se  déplace  donc  comme  un  point 
matériel  attiré  par  O  proportionnellement  à  la  dislance;  il  décrit 
une  ellipse  ayant  O  pour  centre. 

Remarque.  —  Dans  les  deux  derniers  exemples,  nous  avons 
pu  trouver  le  mouvement  du  cenlre  de  gravité,  sans  rien  connaître 
des  liaisons  et  des  forces  intérieures  :  cela  tient  à  ce  que,  dans  ces 
cas,  les  seconds  membres  des  équations  (3)  ne  dépendent  que  de 
;,  r,,  "C.  On  peut  alors  effectuer  l'intégration  de  ces  équations  sans 
connaître  les  autres  équations  du  mouvement.  En  général,  il  n'en 
sera  pas  ainsi  ;  les  seconds  membres  des  équations  (3)  dépen- 
dront des  coordonnées  de  tous  les  points  du  système  et  ces  équa- 
tions ne  donneront  qu'un  renseignement  sur  le  mouvement.  Ce 
cas  se  présente,  par  exemple,  dans  le  problème  du  mouvement 
de  deux  points  s'attirant  l'un  l'autre,  et  attirés  par  un  centre  fixe 
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suivant  la  loi  de  Newton;  la  résultante  des  forces  extérieures  au 
système  des  deux  points  transportées  au  centre  de  gravité  dépend 
des  coordonnées  des  points  et  ne  dépend  pas  seulement  des  coor- 
données du  centre  de  gravité. 

4°  Marche  (Delaunay,  Mécanique).  —  Comme  nous  venons  déjà  d'en 
donner  un  exemple,  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
s'étend  aux  êtres  vivants.  La  volonté  met  en  jeu  des  actions  musculaires 
qui  sont  des  forces  intérieures,  deux  à  deux  égales  et  opposées,  et  qui 
n'ont  aucune  influence  sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité.  Aussi 
n'est-ce  qu'en  réagissant  sur  des  corps  extérieurs  qu'un  être  vivant  peut 
modifier  le  mouvement  de  son  centre  de  gravité.  Imaginons,  par  exemple, 
un  observateur  debout  sur  un  plan  de  glace  horizontal  parfaitement 
poli  :  les  forces  extérieures  agissant  sur  le  corps  de  l'observateur  sont 
des  forces  toutes  verticales,  le  poids  et  les  réactions  normales  de  la 
glace.  Si  l'observateur  est  d'abord  immobile  et  veut  ensuite  se  mouvoir, 
son  centre  de  gravité  se  meut  comme  un  point  matériel  d'abord  immobile, 
sur  lequel  agit  une  force  verticale  :  il  décrit  une  verticale  fixe;  les  efforts 
musculaires  ne  modifient  donc  pas  la  position  de  la  projection  horizontale 
du  centre  de  gravité,  qui  ne  fait  que  s'élever  ou  s'abaisser.  La  marche 
serait  alors  impossible;  elle  ne  devient  possible  qu'à  cause  du  frottement. 
Lorsque,  sur  un  sol  non  poli,  un  homme,  d'abord  immobile,  avance  une 
jambe,  l'autre  tend  à  reculer  pour  que  la  projection  horizontale  du  centre 
de  gravité  ne  change  pas;  mais  la  seconde  jambe  ne  peut  reculer  qu'en 
glissant  sur  le  sol;  c'est  alors  que  se  développe  une  réaction  oblique  du 
sol  due  au  frottement  et  dirigée  d'arrière  en  avant.  Cette  réaction,  trans- 
portée parallèlement  à  elle-même  au  centre  de  gravité,  détermine  son 
mouvement  en  avant. 

5°  Recul  des  armes  à  feu.  —  Supposons  une  arme  à  feu  horizontale  de 
masse  M  :  soit  m  la  masse  du  projectile  et  (je  la  masse  d'une  pa/ticule  de 
poudre;  avant  la  combustion  de  la  poudre,  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
est  nulle;  immédiatement  après,  elle  doit  l'être  encore,  car  les  seules 
forces  développées  sont  intérieures,  les  effets  de  la  pesanteur  et  des  résis- 
tances passives  pouvant  être  regardés  comme  nuls  pendant  le  temps  très 
court  de  la  combustion.  On  aura  donc,  en  appelant  V,  v  et  w  les  valeurs 
absolues  des  vitesses  initiales  de  l'arme,  du  projectile  et  de  la  particule  jjl, 

M  V  —  m  v  —  S  [j.  w  =  o, 

car  les  vitesses  des  particules   et  du  projectile  sont   évidemment  de  sens 

contraire  à  celles  de  l'arme.  Le  signe  2  indique  une  sommation  étendue  à 

toutes  les  particules  de  la  charge;    comme  on  ne   connaît  pas  w  et  que  la 

masse  m'  =  2p.  de  la  charge  n'atteint  pas  le  quart  de  m,  on  peut  prendre 

v  —  V 
approximativement   w   égal   à  la  moyenne  algébrique :  on  a  ainsi 
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l'équation 

V(2M  -t-  m')  =  v (am-+-  /w'), 

qui  donne  le  rapport  des  vitesses  V  et  v. 

6°  Exercice.  —  Sur  un  plan  horizontal  parfaitement  poli  est  placé  un 
brin  de  paille  rectiligne  AB  de  longueur  il  et  de  niasse  m  {Jig.  1 83 ) ;  un 
insecte  M  de  même  masse,  regardé  comme  un  point,  est  d'abord  immobile 

Fig.  i83. 
Ô liU B ~" 

en  A  ;  à  l'instant  t  =  o,  il  se  met  à  marcher  de  A  vers  B,  eh  avançant  le 
long  de  AB  d'un  mouvement  uniformément  accéléré  (AM  =  at-);  quel  est 
le  mouvement  du  système? 

Les  seules  forces  extérieures  étant  les  poids  et  les  réactions  normales  du 
plan  horizontal,  la  projection  horizontale  du  centre  de  gravité  reste  fixe. 
De  plus,  il  est  évident,  par  raison  de  symétrie,  que  le  brin  de  paille  AB  ne 
peut  que  glisser  le  long  de  sa  direction  primitive.  Prenons  cette  direction 
pour  axe  Ox,  appelons  x  et  x'  les  coordonnées  du  milieu  G  de  AB  et  du 
point  M,  x0,  x'q  les  valeurs  de  ces  coordonnées  au  temps  t=o.  Nous 
aurons 

OC  "T"  OC    ■ — ■  00  0  —\ —  OC  q  . 

Comme 

OC   —  OC  —   '  — r~  CIL   -  *^o   —  &0 '? 

on  a  donc 

at2  ,         ,        at2 

OL    —  OC  q  y  OC    —  OC  ^      r*  • 

2  2 

La  réaction  du  brin  de  paille  sur  l'insecte  s'obtient  immédiatement;  en 
appelant  X  cette  réaction  et  écrivant  l'équation  du  mouvement  de  M,  on  a 

d*oc'  ■  Y 

m  —7-7-  =  A,  A  =  nia. 

at2 


II.  —  THEOREME  DES  MOMENTS  DES  QUANTITES 
DE  MOUVEMENT. 

328.  Démonstration.  —  Revenons  aux  équations  (1);  multi- 
plions la  première  par  — y,  la  deuxième  par  x,  et  ajoutons,  nous 
aurons 

m("7ë:~•r^)="(^Y/~■rX^')  +  S(^Ye_•rXe), 
équation  qu'on  peut  écrire 


d_ 

dt 
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supposons  écrites  les  équations  analogues  pour  tous  les  points  du 
système  et  ajoutons-les  membre  à  membre,  il  nous  viendra 


d 


dy 


dx 


^2K*f-;-f  H2(*Y<'-'x')+S2(*v<-^; 


mais  22(#  Y,-  —  y^i)  représente  la  somme  des  moments  de  toutes 
les  forces  intérieures  par  rapport  à  Oz]  cette  expression  est  donc 
nulle,  puisque  ces  forces  sont  deux  à  deux  égales  et  directement 
opposées.  Nous  arrivons  ainsi  à  l'équation 


d  V^       /     dy  dx 

dt 


2>  M -.râf)  =  »<«*.-.>*.>, 


et  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  dérivée,  par  rapport  au  temps,  de  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  points  du  système 
par  rapport  à  un  axe  fixe  quelconque  est  égale  à  la  somme 
des  moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à  cet  axe. 

329.  Théorème  des  aires.  —  Supposons  que  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  extérieures  par  rapport  à  un  axe  soit  constam- 
ment nulle;  en  prenant  cet  axe  pour  axe  des 3,  le  théorème  pré- 
cédent devient 


(4) 


m    x 


cty 
dt 


y 


dx 
~di 


=  G. 


La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rap- 
port à  cet  axe  est  alors  constante. 


On  dit  aussi  que  le  théorème  des  aires  s'applique  à  la  projection 
du  mouvement  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Projetons 
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les  points  mobiles  m{,  m2l  ...,/??,  ...  sur  le  plan  xOy  perpendi- 
culaire à  l'axe,  en  pi ,  p2,  ...,/?...,  et  désignons  par  A,,  A2, 
A,  .  .  .  les  aires  balayées  par  les  rayons  vecteurs  O/?,,  Op2,  .  .  . , 
0/>,  .  . . ,  nous  aurons 

i  dh  =  x  dj  •  —  y  dx 
et,  par  conséquent, 

V^       /     d  v  dx  \  v^       d^ 

L'équation  (4)  s'écrit  donc 

*Zm-d7  =  C> 
ou,  en  intégrant 

Donc  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  les  aires 
balayées  par  les  masses  correspondantes  varie  proportionnelle- 
ment au  temps.  La  constante  des  aires,  G,  est  le  double  de  la 
variation  de  S/?zA  pendant  l'unité  de  temps. 

Si,  en  particulier,  le  système  n'est  soumis  à  aucune  force  exté- 
rieure, le  principe  des  aires  s'applique  àja  projection  du  mou- 
vement sur  un  plan  quelconque  autour  d'un  quelconque  des  points 
de  ce  plan  :  c'est  ce  qui  se  présente  pour  le  système  solaire  si  l'on 
néglige  les  actions  des  étoiles. 

Le  théorème  des  aires,  quoiqu'il  fût  une  conséquence  immé- 
diate des  principes  de  Newton,  a  été  énoncé  bien  après  lui  par 
Euler,  d'Arcy  et  Daniel  Bernoulli  (1746). 

Application  à  un  être  vivant.  —  Si  l'on  applique  le  théorème 
précédent  à  un  observateur  debout  sur  un  plan  de  glace  horizontal, 
on  voit  que  le  théorème  des  aires  a  lieu  autour  de  tous  les  points 
de  ce  plan;  en  effet,  les  forces  extérieures,  poids  et  réactions  du 
plan,  agissant  sur  l'observateur  étant  toutes  verticales,  la  somme 
de  leurs  moments  est  nulle  par  rapport  à  un  axe  vertical  O z  quel- 
conque :  l'équation  (4)  a  donc  lieu  quel  que  soit  le  point  O  dans 
le   plan    horizontal.    Si   l'observateur   est   d'abord   immobile,   les 

«         et c    dy  y— .  • 

quantités  -y->  -j-  sont  d'abord  nulles  :  alors  G  =  o.  Lorsque  ensuite 

l'observateur  veut  se  mouvoir,  G  reste  nul  :  une  partie  de  son 
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corps  ne  peut  tourDer  dans  un  sens  sans  qu'une  autre  partie  tourne 
en  sens  inverse  (Delaunay).  Mais  il  faut  remarquer  que,  malgré 
celte  condition,  l'observateur  d'abord  immobile  sur  le  plan  pour- 
rait, par  des  mouvements  successifs  des  différentes  parties  de  son 
corps,  se  retrouver  dans  une  position  finale  déduite  (en  apparence) 
de  la  position  initiale  par  une  rotation  d'ensemble  autour  de  la 
verticale  du  centre  de  gravité.  La  possibilité  de  tels  mouvements 
résulte  des  exemples  que  nous  traitons  plus  loin,  notamment  des 
exemples  3  et  4  du  n°  333. 

330.  Représentation  géométrique  des  deux  théorèmes.  —  Les 
deux  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  sont  susceptibles 
d'une  représenlation  géométrique  très  simple. 

Menons  par  chacun  des  points  m  du  système  le  vecteur  qui 
représente  la  quantité  de  mouvement  mv  de  ce  point.  Tous  ces 
vecteurs  mv  ont  une  résultante  générale  Op  ayant  pour  projec- 
tions 

i    \  V       dx  rj       ^kti       dy  ^       dz 

(p)  a=2'"rf7'        V=Zmdt'        ~'=Zmdï' 

et  un  moment  résultant  Ocr,  par  rapport  à  l'origine  O,  ayant  pour 
projections  {fig.  i85) 


2 


dz  dy\ 

m\  y  - *  -7- 

r  dt  dt  ] 

dx  dz 


.    ,  v^       ,      dx  dz 

(J)  \'^L"l{z7n-xdt 


2 


dy  dx  \ 


Prenons    maintenant   les    forces    extérieures  :    leur  résultante 
générale  OR  a  pour  projections 

(R)  X  =  ÏSXe,         Y=2SYe,         Z  =  vEZe 

et  leur  moment  résultant  OS  par  rapport  à  O  a  pour  projections 

(S)     L  =  Z2(yZe-zYe)t     M=SZ(*Xe— a?Z,),      N  =  22(>Ye— yXe). 

Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  donne  alors 

d«  _  d$  _  dy  _ 

dt  '  dL~     '  dt  ' 
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cl  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
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dt 


=  L 


=  N. 


Ces  six  équations  expriment  que  les  vitesses  des  points  géomé- 
triques p,   a-  sont,  à  chaque  instant,  respectivement  égales  et 
parallèles  aux  segments  OR  et  OS. 


331.  Cas  particulier  où  le  moment  résultant  des  forces  exté- 
rieures est  nul  par  rapport  au  point  O.  Plan  du  maximum  des 
aires.  —  Dans  ce  cas,  les  quantités  L,  M,  N  sont  nulles,  le  seg- 
ment OS  est  nul.  Le  point  <7  est  fixe  et  les -quantités  \  p.,  v  sont 
constantes,  quelle  que  soit  l'orientation  des  axes  fixes  autour  du 
point  O.  Le  principe  des  aires  s'applique  alors  à  la  projection  du 
mouvement  sur  un  plan  quelconque  P  passant  par  O.  Pour  voir 
quelle  est  la  constante  des  aires  sur  ce  plan,  prenons-le  pour  plan 
des  xy  :  nous  aurons 


dv 


dx 


La  constante  v  est  la  projection  du  segment  fixe  Oo-  sur  l'axe 
des  £,  c'est-à-dire  sur  la  normale  au  plan  P.  Ainsi  la  constante  des 
aires  sur  un  plan  passant  par  O  est  la  projection  de  Oo-  sur  la 
normale  au  plan.  De  là  résulte  que,  parmi  tous  les  plans  passant 
par  O,  celui  pour  lequel  la  constante  des  aires  est  la  plus  grande 
est  le  plan  perpendiculaire  à  Oo-;  on  l'appelle  plan  du  maximum 
des  aires.  La  constante  des  aires  est  d'ailleurs  nulle  pour  tout 
plan  passant  par  Oo-. 
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332.  Somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des 
points  d'un  corps  solide  tournant  autour  d'un  axe  par  rapport  à 
cet  axe.  —  Considérons  un  corps  solide  tournant  autour  de 
l'axe  Oz  avec  une  vitesse  angulaire  to.  Soient  r  et  9  les  coordonnées 
polaires  de  la  projection  d'un  point  m  (oc,  y,  z)  du  corps  sur  le 
plan  des  xy,  on  a 


dy 
dt 


m\x-±  —y-  -  > 


dx\ 
dt  ) 


inr-  —r  =  mr-  w. 
dt 


Donc,  en  appelant  MA-2  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rap- 
port à  l'axe  de  rotation,  on  a,  pour  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  du  corps  par  rapport 
à  l'axe 


£/>?r2w  =  MA:2 


w, 


c'est-à-dire  le  moment  d'inertie  multiplié  par  la  vitesse  angu- 
laire. 

333.  Exemples.  —  i°  Les  extrémités  d'une  droite  matérielle  homogène 
AB  de  masse  m  et  de  longueur  ici  peuvent  glisser  sans  frottement  sur  une 
circonférence  horizontale  de  rayon  R.  Un  insecte  de   même   masse  m  se 

VW.  186. 


trouve  posé  au  milieu  de  la  droite  supposée  immobile.  A  l'instant  t  =  o, 
l'insecte  se  met  à  marcher  le  long  de  la  droite  AB,  de  G  vers  B,  en  par- 
courant des  longueurs  égales  de  cette  droite  en  des  temps  égaux.  Trouver 
le  mouvement  du  système;  calculer  l'angle  dont  la  droite  a  tourné  à  partir 
de  sa  position  initiale  quand  l'insecte  est  arrivé  à  l'extrémité  B. 

On  appellera  6  l'angle  que  fait  avec  un  axe  fixe  le  rayon  vecteur  joignant 
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le  centre  O  au  milieu  G  de  la  droite,  r  la  distance  CM  de  l'insecte  M  au 
point  C,  /•  =  vt(v  constante).  (Licence,  juillet  1891.) 

Les  forces  extérieures  agissant  sur  le  système  formé  par  la  droite  et 
l'insecte  sont  :  i°  la  pesanteur;  20  les  réactions  normales  de  la  circonfé- 
rence sur  les  extrémités  A  et  B  de  la  barre.  Toutes  ces  forces  ont  leurs 
moments  nuls  par  rapport  à  la  verticale  Os  du  point  O,  car  les  poids  sont 
parallèles  à  Os  et  les  réactions  normales  sont  dans  les  plans  normaux  à  la 
circonférence  aux  points  A  et  B,  plans  qui  contiennent  O-s.La  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  O z  est  donc  con- 
stante et,  comme  elle  est  d'abord  nulle,  puisque  l'insecte  et  la  barre 
partent  du  repos,  elle  reste  constamment  nulle.  Calculons  cette  somme; 
elle  se  compose  : 

i°  De  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  différents 

points  de  la  droite  par  rapport  à  Oz  :  comme  la  droite  est  un  corps  solide 

■.     ~.  .  .   .       <:/6 

tournant  autour  de  Uz  avec  une  vitesse  angulaire  -7-j   cette  somme  est 

mk-—j-,    m k2   désignant   le    moment   d'inertie    de   la   barre   par   rapport 

à  O^; 

20   Du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de  l'insecte  M;  comme  les 

"^   ^^  dy, 

coordonnées  polaires  de  M  sont  p  et  a  =  a?Oi\I,  ce  moment  est  mp^-j-- 


On  a  donc 

,  „  dO         „  da. 
/c2  _  +  p2 
dt        r    dt 


Or  le  triangle  rectangle  GOM  donne  immédiatement 

p  =  y/R2  —  a--f-  v2t-,         a  =  0  h- arc  tan; 


V/R2— a2 

Substituant  dans  l'équation  précédente  et  réduisant,  on  a 

dB  Pv/R2_a2 


dt  '         k*-h  R2—  as -+-?>*) 

a-  çt 


,        fl         ,   /      R2-«2 

0  =  Q°-i/A2+R2-a2arCtang 


/F+  R2— a2 


G0  désignant  la  valeur  de  0  à  l'instant  t  =  o.  Les  autres  équations  écrites  plus 
haut  donnent  alors  p  et  a  en  fonction  de  t.  Quand  l'insecte  est  arrivé  en  B, 
ona^  =  a;onen  déduit  la  valeur  demandée  de  8  —  ô0. 

Déterminons  exactement  £2.  Le  moment  d'inertie  de  la  droite  AB  par 
rapport  à  son  centre  de  gravité  G  est,  en  appelant  |jl  la  densité  linéaire 
(masse  de  l'unité  de  longueur)  et  r  la  distance  d'un  élément  dr  au  centre, 


f 


jj.  r2  dr  =  — —  =  m  — 


3  ' 


3o 


I)  V  XAMIQU  E     I)  E  S    SYS  T  E  M  E  S 


le  moment  d'inertie  mk~  par  rapport  à  l'axe  Oz  ou  au   point  0  est  donc 

(n°  317) 


a-  ;2 

m  --  ■+■  m  O  G  , 


donc 


k*  =  K- 


2C1 

~3~ 


Si,  à  un  moment  quelconque,  l'insecte  s'arrête  sur  la  droite,  le  système 
tout  entier  devient  immobile,  car,  s'il  ne  le  devenait  pas,  la  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  ne  serait  pas  nulle. 

2°  Une  feuille  de  papier  est  posée  à  plat  sur  un  plan  horizontal  parfai- 
tement poli  sur  lequel  elle  peut  glisser  sans  frottement;  un  point  [O  de 
cette  feuille  est  fixe,  de  telle  façon  que  la  feuille  ne  peut  que  tourner 
autour  de  O  en  restant  sur  le  plan;  c'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si 
la  feuiile  était  traversée  par  une  épingle  piquée  en  O  dans  le  plan  hori- 
zontal ;  enfin  sur  la  feuille  de  papier  est  tracée  une  circonférence  de  rayon  a 
passant  par  O  {fi g.  187,  I  et  II). 

Le  papier  étant  immobile,  un  insecte  est  posé  sans  vitesse  sur  cette 
circonférence  au  point  A,  diamétralement  opposé  à  O.  A  l'instant  t  =  o, 


Fig.  187. 


l'insecte  se  met  à  marcher  sur  le  papier  en  suivant  la  circonférence  avec 
une  vitesse  ç  constante  par  rapport  au  papier.  Trouver  le  mouvement  du 
système  (Routh,  Rigid  dynamics). 

Nous  prendrons  dans  le  plan,  comme  axes  fixes,  l'axe  Ox  coïncidant 
avec  la  position  initiale  de  OA  (position  I)  et  un  axe  Oy  perpendiculaire. 
Les  forces  extérieures  appliquées  au  système  (papier  et  insecte)  sont  les 
poids,  les  réactions  normales  du  plan,  les  réactions  de  l'épingle  O  sur  le 
papier.  Toutes  ces  forces  ont  leurs  moments  nuls  par  rapport  à  un  axe  O  z 
perpendiculaire  en  O  au  plan  xOy.  Donc  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Oz  est  constante;  le  théorème  des 
aires  s'applique  au  mouvement  du  système  sur  le  plan   xOy,   et   comme 
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le  système  part  du  repos  la  constante  des  aires  est  nulle.  On  a  ainsi 

v^        .  dO 


dt 


L'insecte  tournant  dans  un  sens  autour  de  O,  le  papier  devra  tourner  en 
sens  contraire.  Calculons  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement. A  l'instant  t  (Jig.  187,  II),  l'insecte  est  en  M;  appelons  r  et  6 
ses  coordonnées  polaires,  6  étant  supposé  positif.  Au  même  instant,  le 
diamètre  issu  de  O  a  pris  la  position  OA'  faisant  avec  Ox  un  angle  négatif 
que  nous  appellerons  — a,  de  sorte  que  a  désigne  la  valeur  absolue  de 
l'angle    #OA'.    Le    moment    de   la    quantité    de   mouvement    de  l'insecte 

est  mj'  —  'j   la   somme   des   moments   des   quantités   de   mouvement   des 

d'x 
divers  points  du  papier  est  —  I  -j- ■  >  I  désignant  le  moment  d'inertie  du  papier 

.                                                               doc 
par  rapport  à  O  z,  car  la  vitesse  angulaire  du  papier  est y--  On  a  donc 

l'équation 

(0 


9  rf6  r/a 

mr2—. I  -=-  =  o. 

dt  dt 


Il  faut  exprimer  que  l'arc  de  circonférence  A' M  parcouru  par  l'insecte 

est  égal  àc/:ona  ainsi,  puisque  A'OM  =  6  +  a, 
( '*■)  2a(6  +  a)  =  ^,         8  -h  a  =*/ t, 

en  posant  pour  abréger  l  = D'autre  part  le  triangle  rectangle  A'OM 

donne 

(  3  )  r  =  >a  cos  (9-f-a)  =  2a  cos  À  ( . 

Remplaçant,  dans  (1),  r  par  cette  valeur  et  a  par  II  —  0,  on  a 

X  dt  4  m  a*- 


d§  = 


En  écrivant 


1  -+-  ixcos^lt 

d%  =  - 


I 


f/tangX  t 


on  a,  par  l'intégration, 

(4)  0  = 


i+[x+  tang2X/ 


1 


/> 


arc  tanir 


tangX/1 


V 


sans  ajouter  de  constante,  car,  pour  t  =  o,  6  =  0.  On  a  ainsi  G  en  fonc- 
tion de  t;  en  remontant,  les  équations  (3)  et  (2)  donnent  r  et  a  en  fonction 
de  t.  Le  mouvement  est  donc  connu. 
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Cherchons  quel  est  le  temps   T   que  met  l'insecte   à   arriver  en  O,   et 
quelles  sont  les  valeurs  correspondantes  de  0  et  a.  Alors,  d'après  (2)  et  (4), 


0  h-  a  =  -, 
2 


ii 


f< 


2 


a  =  —  1 


/< 


L'insecte  continuant  à  tourner  sur  le  cercle,  le  papier  continue  à  tourner 
en  sens  contraire  de  l'insecte. 

3°  Dans  l'exemple  précédent,  le  point  O  de  la  feuille  de  papier  est  fixe. 
Mais  on  peut  réaliser  un  mouvement  de  rotation  du  même  genre  sans 
fixer  aucun  point,  par  le  procédé  suivant.  Supposons  une  feuille  de  papier 
dont  le  centre  de  gravité  est  O  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  le 
plan  horizontal   et  traçons  sur  ce  papier  (Jig.  188)  deux  circonférences 

TYh 

égales  tangentes  en  O.  Imaginons  deux  insectes  de  même  masse  — >  d'abord 
posés  aux   points  A  et  A!  diamétralement  opposés  à  O,  puis  se  mettant  à 


marcher  sur  les  deux  circonférences  avec  la  même  vitesse  v  dans  le  même 
sens  de  rotation,  de  façon  à  occuper,  à  un  instant  quelconque,  deux  posi- 
tions M  et  Mt  symétriques  par  rapport  au  point  O  du  papier. 

D'après  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  le  point  O, 
qui  est  le  centre  de  gravité  de  tout  le  système,  reste  fixe  puisque  les  vi- 
tesses initiales  sont  nulles;  la  feuille  de  papier  tourne  alors  autour  du 
point  fixe  O  en  sens  contraire  du  mouvement  de  circulation  des  deux 
insectes  et  les  équations  de  ce  mouvement  sont  identiques  aux  précé- 
dentes, si  l'on  suppose,  comme  nous  l'avons  fait,  que  chacun  des  deux 
insectes  M  et  M!  a  la  moitié  de  la  masse  de  l'insecte  unique  de  l'exemple 
précédent. 

C'est  par  un  procédé  analogue  qu'un  observateur  debout  sur  un  plan  de 
glace  parfaitement  poli  pourrait  arriver  à  se  retourner  :  il  suffirait  qu'il 
élève  ses  deux  poings  en  les  plaçant  symétriquement  par  rapport  à  la  ver- 
ticale Oz  du  centre  de  gravité  du  corps,  puis  qu'il  leur  fasse  décrire  deux 
cercles  dans  le  même  sens  de  rotation  en  les  maintenant  toujours  symé- 
triques par  rapport  à  Oz;  le  corps  tournerait  autour  de  Oz  en  sens  con- 
traire et  arriverait,  au  bout  d'un  certain  temps,  à  faire  une  révolution 
complète. 
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4°  Imaginons  un  observateur  debout,  immobile,  sur  un  plan  horizontal 
parfaitement  poli  et  portant  une  ceinture,  en  forme  de  gouttière,  dans 
laquelle  se  trouveraient  placées  des  boules  pesantes  d'abord  immobiles.  Si 
l'observateur,  avec  ses  mains,  se  met  à  pousser  les  boules  de  façon  à  les 
faire  tourner  autour  de  son  corps  toutes  dans  le  même  sens,  le  centre  de 
gravité  du  système  restera  sur  une  verticale  fixe  et  le  corps  tournera 
autour  de  cette  verticale  en  sens  inverse  des  boules. 

On  pourra  consulter,  sur  les  problèmes  du  genre  de  ceux  que  nous 
venons  de  traiter,  diverses  Notes  de  MM.  Guyou.  Maurice  Lévy,  Marcel 
Deprez,  Picard,  Appell,  Lecornu  {Comptes  rendus,  2e  semestre  1894, 
Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  novembre  1 894  )  et  une  Note  de 
M.  A.  de  Saint-Germain  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1895) 
où  se  trouve  développé  le  quatrième  des  exemples  précédents. 

334.  Mouvement  relatif  par  rapport  à  un  système  d'axes  animé 
d'un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme.  —  Soit 
O' x'  y' z'  un  système  d'axes  parallèles  aux  axes  fixes  dont  l'origine 
mobile  O'  a  pour  coordonnées  «,  6,  c.  Appelons  x' ',  y' ',  z!  les  coor- 
données d'un  des  points  du  système  par  rapport  à  ces  axes,  x,y,  z 
désignant  ses  coordonnées  absolues.  On  a 


'o1 


x  =  a  -+-  x\         y  =  b  -h  y' ',  z  =  c-i-z'. 

Si  le  point  O'  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme, on  a 

d*  a  d2b  d*c 

~dF  ~  °'  ~dë~0i         ~d&  ~  °' 

d*x  __  d2x  d\y  __  d2  y'  d2  z     _  d2  z' 

~dt2    ~~    dt2  '  ~dt2    ~     ~dW  "dt2    ~=  Ht2' 

D'ailleurs  les  projections  des  forces  sur  les  axes  mobiles  sont 
les  mêmes  que  sur  les  axes  fixes.  Les  équations  du  mouvement  de 
chaque  point,  et,  par  suite,  les  équations  du  mouvement  de  tout 
le  système  gardent  donc  la  même  forme  que  si  les  axes  O'x'  y'zf 
étaient  fixes. 

33o.  Théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  dans 
le  mouvement  relatif  autour  du  centre  de  gravité. —  Le  théorème 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  s'applique,  comme 
nous  venons  de  le  montrer,  au  mouvement  d'un  système  par 
rapport  à  des  axes  fixes  ou  par  rapport  à  des  axes  de  directions 
A.,  II.  3 
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fixes  animés  d'un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uni- 
forme (334).  Si  Ton  voulait  étudier  le  mouvement  relatif  d'un 
système  par  rapport  à  des  axes  mobiles  que/conques,  on  ne 
pourrait  plus  appliquer  ce  théorème  sans  le  modifier  par  l'intro- 
duction de  certains  termes  correctifs  qui  seronl  définis  plus  loin 
dans  la  théorie  du  mouvement  relatif.  Mais  il  existe  un  système 
particulier  d'axes  mobiles  tel  que  si  l'on  étudie  le  mouvement 
relatif  d'un  système  par  rapport  à  ces  axes,  on  peut  appliquer  à 
ce  mouvement  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement sans  modification.  Ces  axes  particuliers  sont  des  axes  de 
directions  fixes  passant  par  le  centre  de  gravité.  On  énonce  ce  fait 
en  disant  que  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment s'applique  au  mouvement  relatif  du  système  par  rapport 
à  des  axes  de  directions  fixes  passant  par  le  centre  de  gravité. 
Pour  le  démontrer,  désignons  par  x^y,  z  les  coordonnées  d'un 
point  du  système  par  rapport  à  des  axes  fixes,  par  ç,  tj,  Ç  celles 
du  centre  de  gravité  et  par  x'  ,y' ,  z'  les  coordonnées  du  même 
point  par  rapport  à   des  axes  Gxf,  Gj',  G:'   parallèles  aux  axes 

Fig.   189. 


fixes  menés  par  le  centre  de  gravité;   on   a  alors,  d'après  les  for- 
mules du  changement  d'axes, 

(5)  x-=\^-x\         y^^+y',  *=Ç-h*'. 

Le   théorème  que  nous  avons  en  vue  s'exprime  par  l'équation 

qu'il  s'agit  d'établir. 
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Pour  cela  nous  partirons  de  l'équation 

<6>       £2«(.$-'î)-22<-T-'*'>.- 

dans  laquelle  nous  remplacerons  x,  y,  z  par  les  valeurs  (5). 
Nous  avons,  d'après  ces  équations, 

f     dy  dx\  /t  /  dri        dy'\  ,Jdt        dx'\ 

\ 5  dt         '  dt  J  \      dt        J    dt  J 

,  dr,     .  ,  d\  .  dv'  dx' 

-h  m  x m  y  —  -h  m  E  --  —  m  r,  — r-  • 

dt  J    dt  s  dt  '  dt 

Supposons  écrites  toutes  les  équations  analogues  pour  les 
divers  points  du  système  et  ajoutons-les  membre  à  membre,  nous 
aurons 

V1         >dt\        x^         t  d\       "V      t-  dy'       V1         dx' 

Mais  le  centre  de  gravité  est  à  l'origine  mobile;  on  a  donc 

^         ,  dr\        dri^ 

y  mx  — =-  =  —r-    y  mx  =  o, 

jmmà  dt  dt    *md  ' 

de  même 

V,d\ 
my  -y-  =  0. 
Jmà      ~     dt 

On  a  encore 

V^      y  dy'        „  v^       dy'  \^         dx' 

car,  les  quantités  Unix' ,  Hmyr  étant  nulles,  leurs  dérivées  le  sont. 
En  tenant  compte  de  ces  relations,  nous  obtenons  l'équation 

car,  dans  la  première  somme  du  second  membre,  on  peut  mettre 
|  \  -~  —  i\  -j-  J  en  facteur  et  S/w  =  M. 
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Nous  avons  ainsi  une  expression  importante  de 


M 


dy  dx\ 

Xdt~7~dt); 


elle  s'interprète  immédiatement  de  la  façon  suivante  : 

Théorème.  —  La  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement, par  rapport  à  un  axe  fixe,  est  égale  au  moment  de  la 
quantité  de  mouvement  de  la  masse  totale  du  système  sup- 
posée concentrée  au  centre  de  gravité,  augmenté  de  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  un  axe 
parallèle  au  premier  et  passant  par  le  centre  de  gravité. 

Cette  dernière  somme  doit  être  calculée  dans  le  mouvement 
relatif  par  rapport  à  des  axes  de  directions  fixes  menés  par  le 
centre  de  gravité. 

Passons  maintenant  au  calcul  du  deuxième  membre  de  l'équa- 
tion  (6).  Nous  aurons 

ZZ(xYe-yXe)  =  S2(|Ye-  7]Xe)  +  Z2(x'Ye- y'Xe). 

Donc,  en  remplaçant  les  deux  membres  de  l'équation  (6)  par 
leurs  valeurs  et  remarquant  que 


d^/ydr\  d%\        ^/>d2r\  dï\ 


d^-f]        ^d*£\    ;     d^^(^dy'  ,dx' 

~dt        y  ~dt 


on  a  l'équation 

«OS-^  +  aH 

=  £2S Ye  —  r^SX^  ZZ.(x'Ye-y'Xe), 
qui  se  réduit  à 

ll>(*'f-^)=22>'WXe); 

car,  en  vertu  des  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité, 
on  a 

M^-=S2Ye,         M^|  =  22Xe. 
d&  ei  dP  & 

Le  théorème  est  donc  démontré. 
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336.  Interprétation  géométrique.  —  Comme  dans  le  cas  du 
mouvement  absolu  (330),  il  existe  une  interprétation  géométrique 
simple  de  ce  théorème.  Soit  Go-'  le  moment  résultant  par  rapport 
au  centre  de  gravité  G  des  segments  représentatifs  des  quantités 
de  mouvement  relatives  mv' ,  et  GS;  le  moment  résultant  des  forces 
extérieures.  Le  théorème  exprime  que  la  vitesse  relative  par  rap- 
port aux  axes  Gx'y'  z'  de  1  extrémité  cr'  du  premier  moment  est 
égale  et  parallèle  à  l'autre  GS\ 


337.  Applications.  —  i°  Théorème  des  aires.  Si  la  somme 
des  moments  des  forces  extérieures  est  nulle  par  rapport  à  un  axe 
de  direction  fixe  mené  par  le  centre  de  gravité,  l'axe  Gz',  par 
exemple,  on  a 


(8) 


,  dy'  ,  dx' 

ni  |  x  —. y  —y- 

dt        J    dt 


C. 


Le  théorème  des  aires  s'applique  alors  à  la  projection  du  mou- 
vement relatif  sur  le  plan  x'Gy',  le  centre  des  aires  étant  G. 

2°  Le  moment  résultant  des  forces  extérieures  par  rapport 
au  point  G  est  nul.  —  S'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures  ou 
si  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  aux  axes  Gx\ 

Fig.  190. 


Gy\    Gz'  est  constamment  nulle,   on  a  l'intégrale   (8)  et  deux 
autres  analogues 


(9) 


y  m 


1 


m 


dz!_ 

dt 

dx' 
~di 


,dy 

dt 


H?' 

x,(^-\ 
dt 


Dans  ce  cas,  le  segment  GS'  (n°  336)  est  nul;  le  point  <j'  a  une 
vitesse  relative  nulle  et  le  segment  Go-'  est  constant  en  grandeur, 


38  DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 

direction  et  sens  :  ses  projections  sur  les  trois  axes  Gx\  Gyf,  Gzr 
sont  les  constantes  A,  B,  G.  Le  théorème  des  aires  s'applique 
alors  à  la  projection  du  mouvement  sur  un  plan  quelconque  P  de 
direction  fixe  passant  par  le  centre  de  gravité,  car  on  peut  tou- 
jours prendre  un  tel  plan  pour  plan  x'  Gy' .  La  constante  des  aires 
sur  ce  plan  P  est  la  projection  du  segment  Go-'  sur  la  perpendi- 
culaire Gn  au  plan.  G'est  donc  sur  le  plan  II  perpendiculaire  à 
G?'  que  cette  constante  prend  sa  valeur  maximum  :  ce  plan  s'ap- 
pelle plan  du  maximum  des  aires.  Sur  un  plan  passant  par  Gt' 
la  constante  des  aires  est  nulle. 

3°  Application  au  système  solaire.  Plan  invariable  de  La- 
place.  —  Si  Ton  néglige  l'action  des  étoiles,  le  système  formé  par 
le  Soleil,  les  planètes  et  leurs  satellites  n'est  sollicité  par  aucune 
force  extérieure.  Si  donc  on  imagine  des  axes  de  directions  fixes 
menés  par  le  centre  de  gravité  G  du  système,  qui  est  placé  très 
près  du  Soleil,  le  moment  résultant  Gc'  des  quantités  de  mouve- 
ment relatives  à  ces  axes  par  rapport  à  G  est  constant  en  gran- 
deur, direction  et  sens.  On  peut,  à  une  certaine  époque,  calculer 
les  projections  A,  B,  G  de  ce  segment  sur  les  axes,  en  calculant 
les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  de  tous  les 
points  du  système  par  rapport  aux  axes. 

Le  plan  II  perpendiculaire  au  vecteur  Go-'  ainsi  déterminé  a 
une  direction  constante  :  c'est  le  plan  du  maximum  des  aires.  On 
a  ainsi  un  moyen,  indiqué  par  Laplace,  d'obtenir  un  plan  inva- 
riable dans  le  système  solaire  Laplace,  en  déterminant  ce  plan  in- 
variable, avait  calculé  les  quantités  A,  B,  G  comme  si  les  planètes 
étaient  réduites  à  des  points  placés  à  leurs  centres;  Poinsot  com- 
pléta le  calcul  de  Laplace  en  ajoutant  les  termes  qui  proviennent 
de  la  rotation  des  planètes  sur  elles-mêmes,  termes  qui  ont  d'ail- 
leurs peu  d'influence  sur  le  résultat  final.  (Voir  Eléments  de 
Statique  de  Poinsot,  5e  édition,  note.) 

Les  mêmes  conclusions  subsistent  d'ailleurs  même  si  l'on  ne 
néglige  pas  l'action  des  étoiles  :  en  effet,  les  distances  des  étoiles 
aux  divers  points  formant  le  système  solaire  sont  tellement 
grandes,  par  rapport  aux  dimensions  du  système,  que  les  attrac- 
tions des  étoiles  sur  les  divers  points  du  système  sont  sensiblement 
parallèles  et  proportionnelles  aux  masses  de  ces  points;  dès  lors 
ces  attractions  forment  un  système  de  vecteurs  équivalent  à  un 
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vecteur  unique  appliqué  au  centre  de  gravité  G  du  système  et  leur 
moment  résultant  par  rapporta  G  est  nul;  le  moment  résultant 
Go-'  des  quantités  de  mouvement  relatives  par  rapport  à  G  est 
donc  constant  en  grandeur,  direction  et  sens. 

4°  Mouvement  d'une  barre  pesante  dans  le  vide.  —  Soit  une  barre 
pesante  AB  (Jlg.  191)  lancée  dans  le  vide,  cette  barre  étant  regardée 
comme  une  droite  matérielle.  Le  centre  de  gravité  G  décrit  une  parabole. 
Si  l'on  mène  par  ce  point  des  axes  G.r',  Gy\  Gz'  de  directions  fixes,  la 


h'ig.  i()i. 


y   b 


somme  des  moments  des  forces  extérieures  parrapport  à  chacun  de  ces 
axes  est  nulle,  car  les  forces  extérieures  sont  les  poids  qui  admettent  une 
résultante  unique  appliquée  en  G.  On  peut  donc,  dans  le  mouvement  relatif 
par  rapport  aux  axes  x',  y',  z',  écrire  les  trois  intégrales  (8)  et  (9).  Soit/? 
le  point  de  la  barre  situé  à  l'unité  de  distance  de  G  dans  un  sens  déter- 
miné, a,  b,  c  ses  coordonnées  par  rapport  aux  axes  Gx 'y' '  z\  m  un  point 
situé  à  une  distance  /*  de  G,  r  étant  positif  ou  négatif,  suivant  que  G  m  est 
ou  non  de  même  sens  que  Gp.  Les  coordonnées  de  m  sont 


dx 
~dt 


x  ==  ra. 


da 


dt 


y'=rb, 

dy'  db 

dt  ~dt 


z  =  rc, 


dz^ 
~~dî 


de 

~di 


L'intégrale  (8)  donne  donc 

db 


a  — , 


da 


II) 


mr*-=  G. 


où  la  somme  "Lmr-,  étendue  à  tous  les  points  de  la  barre,  est  le  moment 
d'inertie  par  rapport  au  point  G. 
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De  même  les  deux  intégrales  (9)  donnent 

.  de  db\ 

b—, c—r    Sm/2=  A, 

dt  dt  J 

da  dc\  „        „       _, 

dt  dt  ] 

Multipliant  par  b,  c,  a  et  ajoutant,  on  a  l'équation 

Aa  +  Bè  +  Cc  =  o, 

qui  montre  que  le  point/?  reste  dans  un  plan  IT  fixe  par  rapport  aux  axes 
Qx'y'z'  et  perpendiculaire  au  segment  Gu'  de  projections  A,  B,  G  :  c'est  le 
plan  du  maximum  des  aires.  Le  point/?  et  tous  les  points  de  la  barre  dé- 
crivent des  cercles  de  centre  G  :  comme  le  principe  des  aires  s'applique 
aussi  au  plan  IT,  la  barre  tourne  autour  de  G  dans  ce  plan,  avec  une  vitesse 
angulaire  constante. 

5°  Système  pesant  déformable.  —  Un  système  pesant  quelconque  étant 
lancé  dans  le  vide,  son  centre  de  gravité  G  décrit  une  parabole;  si  par  ce 
centre  G  on  mène  des  axes  de  directions  fixes,  la  somme  des  moments 
des  forces  extérieures  est  nulle  par  rapport  à  ces  axes;  par  suite,  la 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  relatives  est  constante 
par  rapport  à  tout  axe  mené  par  G,  et  le  théorème  des  aires  s'applique 
autour  du  point  G  à  la  projection  du  mouvement  sur  tout  plan  d'orien- 
tation fixe  mené  par  G  :  le  vectenr  Ga'  est  constant  en  grandeur,  direction 
et  sens. 

Par  exemple,  quand  un  homme  fait  le  saut  périlleux,  il  se  donne  au  dé- 
part une  certaine  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  d'un  axe  horizontal 
■Gz'  mené  par  son  centre  de  gravité;  si  le  corps  restait  rigide,  cette  vitesse 
angulaire  se  conserverait  à  peu  près  et  ne  serait  pas  suffisante  pour 
imprimer  au  corps  une  rotation  complète  de  36o°  avant  qu'il  retombe  sur 
le  sol.  Mais,  une  fois  lancé,  l'homme  ramasse  son  corps  autour  du  centre 
de  gravité,  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  diminue  et,  comme  la 

somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement   2mr2-r-  doit   rester 

^  dt 

constante,  la  vitesse  angulaire  augmente  et  devient  suffisante  pour  qu'une 
révolution  complète  soit  possible  avant  la  chute. 

Dans  cet  exemple,  l'homme  possède  une  vitesse  angulaire  initiale  qu'il 
augmente  par  le  jeu  des  forces  intérieures;  mais  il  pourrait,  même  en  se 
lançant  sans  vitesse  angulaire  initiale,  arriver  à  tourner  sur  lui-même  dans 
l'espace,  d'un  certain  angle.  C'est  ce  qu'on  voit  par  les  considérations  dé- 
veloppées dans  les  exemples  du  n°  333;  ainsi  un  homme  lancé  dans  le  vide, 
avec  un  mouvement  de  translation,  pourrait  se  retourner  par  des  procédés 
analogues  à  ceux  que  nous  avons  indiqués  à  la  fin  du  n°  333,  pour  un 
observateur  placé  sur  un  plan  horizontal  poli.  C'est  par  ces  mêmes  consi- 
dérations qu'on  explique  comment  un  chat  arrive,  sans  aucune  aide  exté- 
rieure, à  se  retourner  dans  une  chute. 
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338.  Cas  général  où  les  théorèmes  des  projections  et  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  donnent  une  intégrale  première.  —  Le 
théorème  que  M.  Pennachielti  a  donné  pour  les  fils  et  le  mouvement  d'un 
point  libre  (n°  131)  a  été  étendu  à  un  système  par  M.  Kostelnikofl' 
(Comptes  rendus,  t.  XGViïl,  p.  129).  Les  équations  qui  expriment  ces 
théorèmes  dans  le  mouvement  absolu  sont 


(10) 


mdx  __t.w        d  ^ „dy 


dt 


-2,2,A"      dtZkm  dt  --^^' 


521-(>S— î)-«(r^* y.), 


Supposons  qu'il  existe  des  constantes  a,  b,  c,p,  g,  r,  telles  que  les  forces 
extérieures  vérifient  la  condition 

j   aZZXe-i-  bZÏ,Ye+  cZZZe-\-  pZZ(yZe—  zYe) 

\  +  ql,Z(zXe-  xZe)  -h  rZZ(xYe  — yXe)  =  0: 

on  a  alors  l'intégrale 

V^       dx        ,  v^       dv  *%*>       dz  ^       /     dz  dy 

a2*mlTt+bZm1n+c2*mirt+r2*mVdi-z1n 

Y^       /     d&  dz\  V^       /     dy  dx\ 

+  v2*m\z^-xTt)^r2im\xdt-?lû)=™nsU' 

car  la  dérivée  du  premier  membre  de  cette  équation  est  nulle  en  vertu  des 
relations  (10)  et  de  la  condition  supposée  (11). 

La  relation  (11)  signifie  que  le  moment  relatif  du  système  des  forces 
extérieures  et  d'un  système  de  vecteurs  fixes  est  constamment  nul  (n°  26); 
alors,  le  moment  relatif  des  quantités  de  mouvement  et  du  même  système 
de  vecteurs  fixes  est  constant. 


III.  —  THEOREME  DES  FORCES  VIVES. 

339.  Démonstration.  —  Le  théorème  des  forces  vives  a  d'abord 
été  employé  par  Huygens  :  il  fut  énoncé  sous  une  forme  générale 
par  Jean  et  Daniel  Bernoulli.  Pour  le  démontrer,  nous  partirons 
encore  des  équations  du  mouvement  d'un  point  m  du  système  : 

a~  x  _,  _T 

d*y 
dt* 

d**  V7  v/ 
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En  appliquant  à  ce  point  le  théorème  des  forces  vives,  nous  avons 

d  — —  =  S(X;rfa?  +  Y/d'/  +  Z,^)  +  S(Xe&  +  Ye«(/  +  Z^2). 

Si  ensuite  nous  faisons  la  somme  de  toutes  les  équations  ana- 
logues, il  vient 

(i)     d  V ^^  =  S2(X/rf.r  -+-  Xtdy  -+-  Ztdz)  -H  X2(Xedx  -4-  Ye^  -+-  Ze^). 

La  somme  Sm^-  des  forces  vives  des  divers  points  se  nomme  la 
force  vive  totale  (Leibnitz).  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

La  différentielle  de  la  demi-force  vive  totale  du  système  est 
égale  à  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  toutes  les  forces, 
tant  intérieures  qit  extérieures. 

Il  est  très  important  de  remarquer  que  les  travaux  des  forces 
intérieures  ne  disparaissent  pas.  C'est  ce  qu'on  vérifie  immédiate- 
ment. Soient,  en  effet,  deux  points  m  et  m'  (fig.   192)  situés  à 

Fig.  192. 


une  distance  r  l'un  de  l'autre  :  l'action  de  m'  sur  m  est  une  cer- 
taine force  dirigée  suivant  la  droite  mm' ',  et,  inversement,  l'action 
de  m  sur  m'  est  une  force  égale  et  opposée.  Suivant  une  conven- 
tion déjà  faite  (88),  nous  appelons  action  mutuelle  F  des  deux 
points  la  valeur  commune  des  deux  forces  précédée  du  signe  -f-  ou 
du  signe  — ,  suivant  que  les  deux  points  se  repoussent  ou  s'at- 
tirent. Si  les  deux  points  subissent  un  déplacement  infiniment 
petit  quelconque,  leur  distance  varie  de  dr,  et  la  somme  des  tra- 
vaux des  deux  forces  appliquées  aux  deux  points  est  (88) 

¥dr\ 

nous  dirons,  pour  abréger,  que  c'est  là  le  travail  élémentaire  de 
l'action  mutuelle  des  deux  points. 

D'après  cela,  en  appelant  Fy^  l'action  mutuelle  des  points  mj 
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et  /?Z/f  silués  à  la  dislance  ry  #  l'un  de  l'autre,  la  somine  des  travaux 
élémentaires  des  forces  intérieures  est 


la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  des  points 
du  système  deux  à  deux. 

Le  théorème  des  forces  vives  s'écrit  alors 


(a)        ^=2I(X^J  +  Yc<//  +  Zcà)"2Fy''^';,'/''' 


Considérons  le  mouvement  du  système  pendant  l'intervalle  de 
temps  fini  t —  t0;  dans  ce  mouvement,  toutes  les  quantités  qui 
figurent  dans  la  relation  (i)  ou  (2)  sont  des  fonctions  du  temps  : 
nous  avons  donc,  en  intégrant  de  t0  à  £, 


Smp2 


La  variation  de  la  demi-force  vive,  pendant  V intervalle  de 
temps  fini  t  —  £0,  est  donc  égale  à  la  somme  des  travaux 
de  toutes  les  forces,  tant  intérieures  qu'extérieures,  appliquées 
au  système. 

340.  Remarque  sur  les  corps  solides.  —  Si  le  système  est  un 
corps  solide  dans  le  sens  de  la  Mécanique  rationnelle,  c'est-à-dire 
un  système  dont  tous  les  points  sont  à  des  distances  invariables 
les  uns  des  autres,  les  travaux  élémentaires  des  forces  inté- 
rieures ont  une  somme  nulle.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  distances 
rJ}k  sont  toutes  constantes  :  on  a  donc 

drh  k  =  o        et        ^  F/>  &  drJt  /,  =  o, 

Donc,  pour  un  corps  solide,  la  différentielle  de  la  demi-force 
vive  est  égale  à  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  seules 
forces  extérieures. 
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341.  Cas  dans  lequel  l'action  mutuelle  de  deux  points  du  sys- 
tème est  fonction  de  leur  seule  distance.  —  Si  l'on  suppose  que 
l'aclion  mutuelle  F/*  de  deux  points  quelconques  rrtj  et  m^  est 
une  fonction  de  leur  seule  distance  r/,*,  la  somme  des  travaux 
élémentaires  des  forces  intérieures  est  une  différentielle  totale 
exacte  d'une  fonction  des  distances  mutuelles.  En  effet,  on  a 
alors 

FM=  <P(r/.*)i        *Jtkdrjlk  =  dj<?(rj,k)drJik. 

Chaque  terme  de  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces 
intérieures  2^J->kC^rJ->k  est  a'ors  line  différentielle  exacte;  la 
somme  elle-même  en  est  une. 

342.  Cas  où  le  théorème  des  forces  vives  donne  une  intégrale 
première.  —  Si  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  toutes  les 
forces,  tant  intérieures  qu'extérieures,  est  une  différentielle  totale 
exacte  d'une  fonction  U(x{,y{,  z{,  ...,  x,n  yn,  zn)  des  coordon- 
nées des  points  du  système,  on  a 


d 


V^mp2  ,TT  ^  niv2        _T        , 


A  désignant  une  constante  arbitraire  appelée  constante  des  forces 
vives.  L'intégrale  première  ainsi  obtenue  est  X intégrale  des 
forces  vives.  La  fonction  U  est  la  fonction  des  forces. 

Pour  que  cette  circonstance  se  présente,  il  faut,  mais  il  ne  suf- 
fit pas,  que  les  forces  intérieures  et  extérieures  dépendent  unique- 
ment des  positions  et  non  des  vitesses  des  points. 

343.  Homogénéité.  —  Si  l'on  prend  pour  unités  fondamentales 
les  unités  de  longueur,  temps  et  masse,  on  sait  qu'en  rendant 
l'unité  de  longueur^  fois  plus  petite,  celle  de  temps  t  fois  plus 
petite,  celle  de  niasse  [jl  fois  plus  petite,  l'expression  d'une  lon- 
gueur est  multipliée  par  X,  celle  d'une  masse  par  jj.,  celle  d'une 

vitesse  par  -;  la  torce  vive    > est  donc  multipliée  par  — —; 

d'autre  part,  l'expression  d'une  force  est  multipliée  par  *-t-»  et, 
par  suite,  celle  d'un  travail  (produit  d'une  force  par  une  longueur) 
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est  multipliée  par-^--  Les  deux  membres  de  l'équation  des  forces 

vives  (2)  sont  donc  bien  du  même  degré  d'homogénéité.  Si  le 
travail  est  exprimé,  par  exemple,  en  kilogrammètres,  la  force 
vive  sera  aussi  un  certain  nombre  de  kilogrammètres.  Si  le  travail 
est  exprimé  en  ergs  {erg,  unité  de  travail  du  système  C.  G.  S.),  il 
en  est  de  même  de  la  force  vive. 

344.  Exemple.  —  Appliquons  le  théorème  des  forces  vives  au  mouve- 
ment de  deux  points  matériels  libres,  de  masse  m  et  m\  s'attirant  l'un 
l'autre  suivant  la  loi  de  Newton  et  attirés  suivant  la  même  loi  par  un  centre 
fixe  O  de  masse  u. 

Fig.  193. 


Le  système  mobile  est  ici  composé  de  deux  points  :  les  forces  intérieures 

sont  les  attractions  mutuelles  des  deux  points.  Si  l'on  appelle  rla  distance 

f  m  m! 
m  m',  la  valeur  algébrique  de  l'action  mutuelle  de  m  et  m  est  F  =  —  - — - — , 

..   ,, ,  .      ~  T  fmm'   .     T       - 

et  son  travail  élémentaire  r  dr  =  — - — - — dr.  Les  forces  extérieures  sont 

les  attractions  P  et  P'  du  point  O  :  si  l'on  appelle  p  et  p'  les  distances 

Qm  et  O  m\  les  valeurs  algébriques  de  ces  attractions,  suivant  la  conven- 

e  •       j         1       1  '     •      1       r  1  fum  fum' 

tion  faite  dans  la  théorie  des  forces  centrales,  sont  —  -±— — >  —         — > 

p2  p 2 

1  m  •  •  fum   r  fu.m'   .  . 

et  leurs  travaux  élémentaires  —       „     dp,  —  ■•  '  .„ — dp  . 

p2        n  p'2       r 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  donc,  si  l'on  appelle  v  et  v'  les  deux 

vitesses 

,  m  v2  -+-  m  V2  fmm!   7         f\xm   ,         fum'   ,  , 

d =-'^ — —-  dr  —  J-^—-  dp  —J-^-  dp' . 

1  r%  p2       '  p  2        k 

On  se  trouve  alors  dans  le  cas  du  numéro  précédent  :  le  second  membre 
est  une  différentielle  totale  exacte,  et  l'on  a  l'intégrale  des  forces  vives 

mp2        m' v"*-        fmm'        fl*-m        fl*"1' 


34o.  Distinction  des  forces  en  forces  directement  appliquées 
et  forces  de  liaison.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  partagé 
l'ensemble  des  forces  appliquées  à  un  système  en  deux  catégories, 
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les  forces  intérieures  et  les  forces  extérieures.  Cette  distinction 
est  surtout  importante  dans  la  théorie  de  l'énergie,  comme  nous 
le  verrons  dans  le  §  IV.  Dans  beaucoup  de  questions  de  Méca- 
nique rationnelle,  et  surtout  en  Mécanique  analytique,  il  est  plus 
simple  de  partager  les  forces  appliquées  au  système  en  deux  autres 
catégories  :  les  forces  de  liaison  provenant  des  liaisons  impo- 
sées au  système  et  les  forces  directement  appliquées  ou  forces 
données  que  l'on  fait  agir  sur  le  système.  C'est  de  cette  façon 
que  l'on  classe  les  forces  quand  on  cherche  les  conditions  d'équi- 
libre d'un  système  à  l'aide  du  principe  des  vitesses  virtuelles 
(n°lo7).  Nous  pourrons  alors  énoncer  le  théorème  des  forces 
vives  sous  la  forme  suivante  : 

La  différentielle  de  la  demi-force  vive  totale  est  égale  à  la 
somme  des  travaux  élémentaires  de  toutes  les  forces,  tant 
données  que  de  liaison,  appliquées  au  système. 

346.  Cas  particulier  important  où  les  travaux  des  forces  de 
liaison  sont  nuls.  —  Si  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps, 
c'est-à-dire  exprimables  par  des  équations  où  ne  figurent  que  les 
coordonnées  des  points  du  système  et  non  le  temps,  comme  au 
n°  176;  si,  de  plus,  les  liaisons  sont  parfaites,  c'est-à-dire  ont 
lieu  sans  frottement,  la  somme  des  travaux  élémentaires  des 
forces  de  liaison  est  nulle  pour  le  déplacement  réel  que  subit  le 
système  pendant  le  temps  dt.  En  effet,  dans  ces  conditions,  le 
déplacement  réel  du  système  est  évidemment  compatible  avec  les 
liaisons,  et  la  somme  des  travaux  des  forces  de  liaison  est  nulle 
(n°  162).  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  et  s'il  n'y  a  pas 
de  frottements,  la  différentielle  de  la  demi-force  vive  est  égale 
à  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  directement 
appliquées. 

11  peut  arriver,  dans  ce  cas  particulier,  que  la  somme  des  tra- 
vaux élémentaires  des  forces  directement  appliquées  soit  une 
différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  U  des  coordonnées  des 
points  du  système,  c'est-à-dire  que  les  forces  directement  appli- 
quées dérivent  d'une  fonction  de  forces  U  :  le  théorème  des  forces 
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vives  donne  alors  les  équations 
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d- 


1  m  r- 


.VIT  ^/>lÇ-  TT  / 

=  d\] , =  U  H-  // . 


dont  la  seconde  est  l'intégrale  des  forces  vives. 

Remarque  1.  —  Quand  le  système  est  à  liaisons  complètes 
(n°  168)  indépendantes  du  lemps  et  sans  frottement,  le  théorème 
des  forces  vives  donne  immédiatement  l'équation  unique  du 
mouvement.  En  effet,  la  position  du  système  ne  dépend  alors  que 
d'un  paramètre,  et  le  théorème  des  forces  vives  fournit  une  équa- 
tion où  n'entrent  que  les  forces  données  et  qui  permet  de  calculer 
ce  paramètre  unique  en  fonction  de  t. 

Remarque  II.  —  Si  certaines  liaisons  dépendent  du  temps,  le 
travail  des  forces  de  liaison  correspondantes  n'est  pas  nul,  en 
général,  pour  le  déplacement  réel  du  système.  On  a  un  exemple 
élémentaire  du  fait  dans  le  mouvement  d'un  point  assujetti  à 
glisser  sans  frottement  sur  une  courbe  mobile  :  le  travail  de  la 
force  de  liaison  n'est  pas  nul  dans  le  déplacement  réel  du  point 
(n°258). 

347.  Application.  —  Chaîne  homogène  pesante  glissant  sans  frotte- 
ment sur  une  courbe  fixe.  —  Soient  2  /  la  longueur  de  la  chaîne  AB,  p  la 
masse  de  l'unité  de  longueur,  et,  par  suite,  ilp  la*  masse  totale. 

Prenons  un  axe  Oz  vertical  dirigé  vers  le  haut;  appelons  s  l'arc  de  la 
courbe  fixe,  sur  laquelle  glisse  la  chaîne,  compté  depuis  un  point  fixe  0' 

Fig.  194. 


w? 


jusqu'au  point  de  la  courbe  d'ordonnée  z;  la  courbe  étant  donnée,  on  peut 
toujours  exprimera  en  fonction  de  s, 


(1) 


Z  =  'f(s). 


Gela  posé,  appelons,  en  particulier,  a  l'arc  O'M,  du  point  O'  jusqu'au 
milieu  M  de   la   chaîne,  point  qui  n'est  pas    le   centre  de  gravité  :  il  est 
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évident  que  la  position  de  la  chaîne  est  connue,  dès  qu'on  connaît  a.  La 
chaîne  sur  la  courbe  forme  donc  un  système  à  liaisons  complètes  (n°168)- 
La  chaîne  étant  supposée  inextensible  doit  être  regardée  comme  une  file 
de  points  matériels  liés  de  telle  façon  que  chacun  d'eux  est  à  une  distance 
constante  de  celui  qui  le  précède  et  de  celui  qui  le  suit. 

Les  forces  appliquées  au  système  sont  :  i°  les  poids  mg  des  points  (forces 
données);  i°  les  réactions  normales  de  la  courbe  (forces  de  liaison);  3°  les 
actions  mutuelles  de  deux  points  consécutifs  (forces  de  liaison).  Si  l'on 
voulait  adopter  la  classification  en  forces  intérieures  et  extérieures,  les 
actions  mutuelles  des  points  consécutifs  seraient  des  forces  intérieures, 
les  poids  et  les  réactions  des  forces  extérieures. 

Quand  la  chaîne  glisse  sur  la  courbe,  les  travaux  des  forces  de  liaison 
sont  nuls;  il  est  aisé  de  le  vérifier  :  les  réactions  sont  normales  aux  dépla- 
cements des  points,  l'action  mutuelle  F  de  deux  points  consécutifs  a  un 
travail  nul,  car  la  distance  de  ces  points  est  invariable.  Il  ne  subsiste  donc 
que  les  travaux  élémentaires  des  poids.  Pour  les  évaluer,  considérons  sur 
la  chaîne  en  m  un  élément  de  longueur  SX  dont  la  distance  Mm  au  point  M 
le  long  de  la  chaîne  soit  X,  X  étant  compté  positivement  dans  le  sens  AB, 
de  sorte  qu'on  aura  tous  les  éléments  de  la  chaîne,  en  faisant  varier  X  de 
—  /  à  -h  /.  La  coordonnée  z  de  l'élément  oX  est 

z  =  cp (a  -h  X;, 

car  lare  O' m  est  s  =  a  -+-  X.  Si  l'on  fait  glisser  la  chaîne  d'une  longueur 
da  pour  l'amener  de  AB  en  A'B',  le  z  de  l'élément  oX  croît  de 

dz  =  o'(a  -+-  X)  de, 

et  le  travail  élémentaire  du  poids  gp  8X  de  cet  élément  est 

—  g  p  SX  dz  =  —  £-pûX<p'(o-H-X)  da. 

La  somme  des  travaux  élémentaires  des  poids  de  tous  les  éléments  est  la 
somme  des  expressions  telles  que  la  précédente,  lorsque  X  varie  de  —  là 
-+-  l:  c'est  donc 

r+l 

—  gpdv   I        o\a-h  X)  oX  =  —  gp  <fa[cp(ar-f-  /)  —  cp(a — /)]. 

On  peut  écrire  cette  expression 

—  pgd<j(zt  —  zQ\ 

en  désignant  par  z0  et  zt  les  z  des  extrémités  A  et  B  de  la  chaîne.  On  voit 
que  ce  travail  est  le  même  que  celui  que  l'on  devrait  effectuer  pour  trans- 
porter l'élément  Ak' =  da  de  la  chaîne  d'une  extrémité  à  l'autre,  sans 
déplacer  le  reste  du  système. 

D'autre   part,  dans   le   mouvement  de  la  chaîne,  tous  les  points  m  ont 
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même  vitesse  t>  =  -r  '.  la  lorce  vive  est  donc 
dt 


2>,=Sm(ï),=2'p(£) 


L'équation  des  forces  vives  est  alors 
f  d<y^  - 

l?d(dt)  =  -?£rrf(T[<p(<y  +  0  —  <?(*  —  0]; 

la  forme  de  cette  équation  montre  que  l'on  aura  t  en  fonction  de  a  par 
deux  quadratures  seulement.  Si  l'on  divise  les  deux  membres  par  dt  et  si 
l'on  effectue  les  différentiations  indiquées,  elle  devient 


(2) 


d2  a  cp  (  a  - •—  l  )  — ■  <p  (  a  —  / 

dt* ^  ~ ê '  ~  2~l 


équation  analogue  à  celle  du  mouvement  rectiligne  d'un  point  sous  l'action 
d'une  force  dépendant  de  la  seule  position.  Gomme  vérification,  si  l'on 
suppose  que  la  longueur  /  de  la  chaîne  tende  vers  o,  le  deuxième  membre 
a  — £-cp'(<r)  pour  limite  et  l'on  retombe  sur  l'équation 

d*a 

équation  du  mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur  la  courbe  fixe. 

Gomme  l'équation  du  mouvement  de  la  chaîne  ne  dépend  que  de  la  fonc- 
tion cp,  le  mouvement  restera  le  même  lorsqu'on  développera  le  cylindre  qui 
projette  horizontalement  la  courbe  donnée,  sur  un  de  ses  plans  tangents. 

Il  y  a  deux  cas  où  le  mouvement  du  milieu  de  la  chaîne  ne  dépend  pas 
de  sa  longueur  :  -  uô  ■+ k>5 


alors 


t°  La  courbe   fixe   est   une    hélice  tracée  sur  un  cylindre  vertical.  On  a     //,   >  . 


' 


a  désignant  une  constante,  et  l'équation  (2)  se  réduit  à  (r  _    o_  \ 

Ho*  ' 
d*>7 

équation  indépendante  de  /; 

20  La  courbe  fixe  est  une  cycloïde  d'axe  vertical  ou  une  courbe  obtenue 
en  l'enroulant  sur  un  cylindre  vertical.  On  sait  que  dans  ce  cas  on  a  (250) 

par  conséquent  l'équation  du  mouvement  de  M  est 

d2  a  g 

IF-   =  "~  4  R  a* 
A.,  II.  4 


5o 
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Dans  ces  deux  cas,  le  milieu  M  se  déplace  comme  un  point  matériel 
pesant  isolé  sur  la  courbe  (Puiseux,  Journal  de  Liouville,  t.  VTII). 

Les  deux  formes  de  <p  que  nous  venons  de  considérer  sont  d'ailleurs  les 
seules  qui  jouissent  de  cette  propriété.  En  effet,  si  l'équation  du  mouve- 
ment doit  être  indépendante  de  /,  on  doit  avoir 


o  (a  -+-  l  )  — ■  cp  (  a  —  l  ) 


W(7). 


Chassons  les  dénominateurs  et  prenons  les  dérivées  secondes  par  rapport 
à  /  des  deux  membres,  nous  avons 

<p"(ff-h  /)  —  cp"(a  —  l)  =  o 

quels  que  soient  <j  et  /;  il  en  résulte  que  la  fonction  v"(s)  doit  être  indé- 
pendante de  s, 

f(s)  =  k. 

Si  k  est  nul,  on  en  tire 

<p(s)  =  a(s  —  s0); 
c'est  le  cas  de  l'hélice. 
Si  k  ^  o,  on  doit  avoir 

équation  qui  caractérise  une  cycloïde. 

La  courbe  qui  porte  la  chaîne  peut  être  formée  de  plusieurs  parties 
géométriquement  distinctes.  Supposons-la  formée  d'une  horizontale  Ox  et 
d'une  verticale  descendante  OU.  Nous  avons  vu  que  l'équation  du  mouve- 
ment peut  s'écrire 

d2a  (  Z\ Zq  ) 


dt* 


=  —  s- 


l 


Si  la  chaîne  est  tout  entière  sur  la  partie  horizontale  Ox,  son  mouve- 

Fig.   195. 


A M 

inimniiimiinii||i||iiiivniniiiiiiiiiiifl 


O 


ment  sera  uniforme   puisque   l'on    aura    Z\  =  z0  =  o  (fig.    rg5 ),    et,   par 
conséquent. 


d2<r 
dt* 


=  o. 
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Si  l'une  des  extrémités  de  la  chaîne  a  déjà  dépassé  le  point  0  et  en  est  à 
une  distance  OB  —  u,  on  a,  en  comptant  <r  à  partir  de  O  dans  le  sens 
YOB, 

z0  =  0,  Z\  —  —  II,  <J  =  Il  —  /, 


et,  par  conséquent, 


d'2  a        g 

~dF  =  U11'' 


le  point  B  se  déplace  donc  comme  s'il  était  repoussé  par  O  proportionnel- 
lement à  la  distance.  Cette  dernière  équation  n'est  valable  que  tant  que  A 
est  supporté  par  la  partie  horizontale;  lorsque  A  aura  atteint  O,  la  chaîne 
tombera  librement  d'un  mouvement  uniformément  accéléré. 

Calcul  de  la  tension.  —  Considérons  une  portion  A  m  de  la  chaîne 
terminée  au  point  m  tel  que  arcMm  =  X,  on  peut  considérer  le  système 
qu'elle  constitue  comme  se  déplaçant  sous  l'action  des  poids  de  ses  divers 
éléments,  des  réactions  de  la  courbe  et  de  la  tension  T  au  point  m  comptée 
positivement  dans  le  sens  AB  (\oiv  Jig.  194  )• 

Si  l'on  applique  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  de  cette 
portion  de  chaîne  A  m,  on  trouve 

d\-—^—?(jl)     \=Td<7  —  pgdv(z'-zQ), 

en  évaluant  les  travaux  des  poids  comme  précédemment,  remarquant  que 
le  travail  de  T  est  Tda,  et  appelant  ^'l'ordonnée  du  point  m. 

Divisons  par  dt  et  effectuons  Jes  différentiations,  il  vient,  après  suppres- 

sion  du  facteur  -=-* 
dt 

d2  7 
T  =  (/  +  X)p^gi-  -+-£-p[«p(a-h-X)  —  cpO—  /)]. 

d-  g 
Remplaçons  —=—  par  sa  valeur,  nous  aurons,  tous  calculs  faits, 

T  =  £f  [2/<p(<r-+-X)  —  (/H-X)<p(ff-t-0  -(/  —  X)<p(<x  —  /)]. 

Si  l'on  applique  cette  formule  au  cas  de  l'hélice,  on  voit  immédiatement 
que  T  est  toujours  nul;  par  conséquent,  chacun  des  points  de  la  chaîne 
se  déplace  comme  s'il  était  isolé.  Il  peut  se  faire  qu'on  trouve  pour  T  une 
\  aleur  négative;  dans  ce  cas,  la  chaîne  se  replierait  sur  elle-même,  car  un 
élément  8X  subirait  une  pression  et  non  une  tension.  Pour  que  le  mouve- 
ment fût  réalisable  dans  tous  les  cas,  il  faudrait  supposer  la  chaîne  formée 
par  une  sorte  de  chapelet  de  petites  sphères  enfilées  sur  un  fil  flexible  et 
glissant  dans  un  tube  de  même  rayon.  Alors,  si  T  est  positif  en  un  point, 
le  fil  y  est  tendu;  si  T  est  négatif,  les  sphères  contiguës  pressent  l'une  sur 
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l'autre.  On  vérifiera  que,  dans  le  cas  de  la  cycloïde,  il  y  a  toujours  com- 
pression. 

348.  Mouvement  d'une  vis  mobile  sans  frottement  dans  un  écrou 
fixe.  —   Dans  ce  mouvement  tous  les  points  du  solide  mobile  décrivent 

des  hélices  de  même  pas  h,  et  avancent,  parallèlement  à  l'axe,  de  — 0 

27: 

quand  la  vis  tourne  de  l'angle  G. 

Le  système  étant  à  liaisons  complètes,  le  théorème  des  forces  vives  nous 
donnera  le  mouvement. 

Prenons  l'axe  de  la  vis  pour  axe  des  z.  Le  système  constitué  par  la  vis 
est  soumis  à  des  forces  données  Fi,  F2,  . . . ,  Fn  et  aux  réactions  de  l'écrou, 
qui  sont  partout  normales  à  la  surface  de  la  vis  puisqu'il  n'y  a  pas  de 
frottement. 

Soient  r,  6,  z  les  coordonnées  semi-polaires  d'un  point  quelconque  du 
système  et  z0  sa  cote,  quand  l'angle  6  est  nul  :  les  coordonnées  cartésiennes 
de  ce  point  sont  à  un  instant  quelconque 

x  =  r  cos6,         y  =  r  sin6,         z  =  z0-+-  —  6  ; 

27T 

la  vitesse  de  ce  point  a  donc  pour  projections 

dx  .    A  df>  dy  A  dO  dz         h    dO 

-=—  =  —  r  sin  0  —  ,  -—-  =  r  cos  6  —  ■>  -=-  =  —  -r  , 

dt  dt  dt  dt  dt        2  71  dt 

,    .  .       .  ,   .  df) 

quantités  que  nous  écrirons,  en  introduisant  la  vitesse  angulaire  to 


dt 


dx  dy  dz         h 

dt  J  '  dt  dt         2  7ï 


on  a  donc  pour  le  carré  de  la  vitesse 
dx\t       idj\-       fdzy 


Multipliant  par  m  et  faisant  la  somme   pour  tous  les  points  du  corps, 
nous  aurons  pour  expression  de  la  force  vive  totale 

u>2   7  mr2  -h  to2  ■ — -   7  m, 

c'est-à-dire,  en  désignant  par/:  le  rayon  de  gyration  et  par  M  la  masse, 

/  A2  \ 

L'équation  des  forces  vives  est  ainsi 

dt\_2      \  4-nV  —d  \     dt  dt  dt 
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le  signe  S   se   rapportant  aux  forces  données  Fj,  .  .  .,  Fn,  car  les  travaux 

doc    d'y    dz 
des  réactions  sont  nuls.  En  remplaçant  dans  le  second  membre  — -  ,  —.   ,  — 

dt      dl     dt 

par  les  valeurs  trouvées  plus  haut,  ce  second  membre  devient 

mais  £(#Y — J"X)  est  la  somme  des  moments  des  forces  données  par 
rapport  à  Qz;  c'est  donc  la  projection  N  sur  cet  axe  du  couple  résultant 
de  la  réduction  des  forces  données  à  l'origine;  quant  à  SZ,  c'est  la  pro- 
jection %  de  la  résultante  générale  sur  le  môme  axe.  L'équation  des  forces 
vives  peut  donc  s'écrire 


(0 


d_ 

dt 


-  M  (  À-* 

■2.         \ 


h? 

4^ 


w- 


=„( 


\ 


h_ 

•2  71 


en  effectuant  la  différentiation,  cette  équation  prendra  la  forme 

h2  \  dto 


CO 


M    k 


dt 


=  N 


h 

•2  7T 


Si  les  forces  extérieures  F  satisfont  à  la  relation 

N 


l'équation  ci-dessus  donne 


A 

i  - 


d(û 
dt 


et  le  mouvement  est  uniforme. 

Dans  le  cas  général,  les  forces  peuvent  être  réduites  à  un  torseur,  c'est- 
à-dire  à  une  force  AR  et  à  un  couple  AG  dirigé  suivant   la  même  dori+e; 

R  est  l'intensité  et  p  —  — -  la  flèche  de  ce  torseur.  Désignons  par  8  la  plus 

R 

courte  distance  des  droites  R  et  O-s,  et  par  a  leur  angle,  nous  aurons,  en 

effectuant  la  réduction  à  l'origine, 

&  =  R  cosa,         N  =  G  cosa   ■-  R  o  sina, 

puisque  N  doit  être  la  somme  des  moments  par  rapport  à  Oz  de  la  force  R 
et  des  deux  forces  qui  constituent  le  couple  G. 

Le  mouvement  de   la  vis  se  réduit  à   une  translation  et  à  une  rotation 
dirigées  suivant  0^,  et  forme  ce  qu'on  peut  appeler,  avec  Bail,  une  torsion 


dont  l'intensité  serait  10,  et  la  flèche/»' 


h 
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Avec  ces  notations,  l'équa- 


tion des  forces  vives  prise  sous  la  forme  (i)  devient 


d 


M    *a 


4^ 


<<j- 


=  Rw[(/)+/)')  cosa  H-  o  sina  J  dt. 
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On  voit  donc  que   l'expression  de  la  somme  des  travaux  élémentaires  des 
forces  données  est  symétrique  par  rapport  au  torseur  et  à  la  torsion. 

349.  Application  au  problème  des  trois  corps.  —  Nous  appliquerons 
les  théorèmes  généraux  au  problème  suivant  :  Trouver  le  mouvement  de 
trois  points  matériels  entièrement  libres,  s'attirant  suivant  la  loi  de 
Newton. 

Désignons  par  r12,  /"23,  ''31  les  distances  respectives  des  points  M1?  M2, 

M3  donnés.  Les  actions   mutuelles    de  ces  points  ont  respectivement  pour 

valeurs 

—  fin  \  m  2        —  fm  2  m  3        —  fm  3  m  1 


r2  r- 

12  '23  '31 


'19  »    ■) 


Gomme  le  système  n'est  soumis  à  aucune  force  extérieure,  le  mouvement 
de  son  centre  de  gravité  est  rectiligne  et  uniforme,  ce  qui  donne  trois 
équations  finies  du  mouvement.  Pour  la  même  raison,  on  peut  appliquer 
le  théorème  des  aires  par  rapport  aux  trois  plans  coordonnés,  ce  qui  donne 
trois  intégrales  premières.  On  peut  enfin  en  obtenir  une  dernière  par  le 
théorème  des  forces  vives. 

La  force  vive  totale  du  système  est  en  effet 

mxv\  -h  m2v |  h-  m%v\  ; 

d'autre  part,  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  actions  mutuelles 
est,  d'après  ce  que  nous  avons  vu, 

fm{  nu    T             frn<>  m*    .              fm3  m^     . 
—  ' — -, '-  arn  —  z—^ dr%z  —  - — - drSÏ  : 

'  12  r2  3  r3  1 

c'est  la  différentielle  exacte  de 

fmx  nio        fm<,_mz        fmzm\ 

r\t  r23  ^31 

on  est  donc  dans  le  cas  d'une  fonction  de  forces,  et  l'on  a 

m\  v  1  -+-  mï  ^  2  +  m3  P  I         /  fm  1  m°>-         f,nï  mi         fmz  m\ 

rV1  7*23  '"31 


h. 


Bruns  a  démontré  (Acta  mathematica,  t.  XI)  que  les  intégrales  ainsi 
obtenues  sont  les  seules  qui  soient  algébriques  par  rapport  aux  coordon- 
nées des  corps  et  à  leurs  dérivées  premières;  M.  Poincaré  (ibid.,  t.  XIII) 
a  établi  que  le  problème  des  trois  corps  ne  comporte,  en  dehors  des 
intégrales  ci-dessus,  aucune  intégrale  analytique  et  uniforme.  Enfin, 
M.  Painlevé  (Mémoire  couronné,  Comptes  rendus,  17  décembre  1894)  a 
démontré  qu'il  ne  peut  pas  exister  d'autre  intégrale  qui  soit  algébrique 
seulement  par  rapport  aux  dérivées  premières. 
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3oO.  Théorème  des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif 
autour  du  centre  de  gravité.  —  Le  théorème  des  forces  vives 
vient  d'être  établi  pour  le  mouvement  absolu  d'un  système.  11  est 
encore  vrai  pour  le  mouvement  relatif  par  rapport  à  des  axes 
animés  d'une  translation  recti ligne  uniforme.  Mais  on  ne  peut 
pas,  sans  modifications,  l'appliquer  au  mouvement  relatif  par 
rapport  à  des  axes  animés  d'un  mouvement  quelconque.  Tl  existe 
cependant  un  système  d'axes  mobiles  particulier  par  rapport 
auquel  le  théorème  subsiste  sans  modifications  dans  l'énoncé  : 
c'est  un  système  d'axes  de  directions  fixes  passant  par  le  centre 
de  gravité.  On  a  ainsi  le  théorème  suivant  : 

De  même  que  le  théorème  des  moments  de  quantités  de 
mouvement,  le  théorème  des  forces  vives  s'applique  au  mouve- 
ment relatif  du  système  par  rapport  à  des  axes  de  directions 
fixes  passant  par  le  centre  de  gravité. 

Gomme  dans  le  théorème  que  nous  venons  de  rappeler,  nous 
désignerons  par  £,  r\}  Ç  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  et 
par  xf,y',z'  les  nouvelles  coordonnées  du  point  x,y,z,  par 
rapport  à  des  axes  Gx',  Gy',  Gs',  parallèles  aux  axes  fixes  et 
menés  par  le  centre  de  gravité  G. 

Les  formules  de  transformation 

a?  =  a?' -h  £,        /=/+r],        z  —  z'  ~  t 
nous  donnent  pour  le  carré  de  la  vitesse  absolue  du  point  m 


(dx\*^  (dyy      /dzy 
\dt)         \  dt)         \dt) 

/dœ'-hd%y       /dy'-^d'^y 
\       dt       )         \        dt        ) 

/dz'-hdÇy 

\        dt       ) 

(dx'y       (dy'y       (dz'y 
\dt)   ~1~  \dt)   +  \dt)   + 

m -m 

-m 

idx'  de,        zdy'  dt\        idz' 

dC, 

dt      dt  dt     dt  dt     dt  ' 

ou,  en  désignant  par  V  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et  par  v'  la 
vitesse  relative  du  point  M, 

dt    dt  dt    dt         '  dt   dt  ' 

multiplions  cette  équation  par  m  et  ajoutons   membre  à  membre 
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toules  les  équations  analogues,  nous  aurons 

les  coefficients  de  -,  »  -fl>  -,"  sont  nuls  en  vertu  des   conditions 
dt     dt      dt 

qui  expriment  que  l'origine  des  axes  mobiles  est  le  centre  de  gra- 
vité. Nous  arrivons  ainsi  à  l'équation 

2mp2=  MV2+Smp'-, 
ce  qui  démontre  le  théorème  suivant  : 

Théorème  de  Koejvig.  —  La  force  vive  cUiui  système  est 
égale  à  la  force  vive  qu 'aurait  la.  niasse  totale  concentrée  au 
centre  de  gravité,  augmentée  de  la  force  vive  du  système  dans 
le  mouvement  relatif  par  rapport  à  des  axes  de  directions  fixes 
menés  par  le  centre  de  gravité. 

Transformons  de  même  l'expression  de  la  somme  des  travaux 
élémentaires  des  forces  appliquées  au  système,  nous  avons 

2&  =  S2(X,-û?a?  -4-  Ytdy  -+-  Ztdz  )  +  2.I,(Xedx  ■+-  Yedy  +  Zedz  ) 
=  S2(X/<£r'-4-  Y;rf/+Z^2')  +  SS(Xe^'+  Yedy' ~{-Zedz' ) 
-hd%\  Z2X/-r-2ZXc  j-4-rfq  !  SSY^h-SSYJ  -h  dt,  j  SZZ/-H  22ZC  j. 

Or,  les  sommes  22  X/,  22 Y/,  22Z;  sont  nulles  en  vertu  du  prin- 
cipe de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction;  puis  on  a 

MV2 

d =dÉSS'Xe-Hrfï)  SSYe-+-^r2SZe, 

i 

équation  que  l'on  obtient  en  effectuant  la  combinaison  des  forces 
vives  sur  les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité.  Il 
nous  reste  alors 

vi  MV2 

\%  =  d^-^2Z,(Xidx'-+-Yidy'-^Zidz')-{-22,(Xedx'^Yedy'-i-Zedz'). 

Revenant  à  l'équation  des  forces  vives 

^2^=2^ 
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et  remplaçant  les  deux  membres  par  les  valeurs  que  nous  venons 
de  trouver,  nous  arrivons  à  l'équation 

rfV  nl^l  =  S2(Xi<te'  -hYidy'  A-  Zidz')  -+-  2Z(Xeda?'  -hYedy'  -h  Zedz'). 

Cette  équation  est  composée  avec  les  vitesses  et  les  déplacements 
relatifs,  comme  l'équation  des  forces  vives  avec  les  vitesses  et  les 
déplacements  absolus.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

La  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  intérieures  ne 
dépendant  que  des  variations  des  distances  mutuelles  des  points 
est,  dans  les  deux  équations,  égale  à  S.F j,kdrj,kj  mais  la  somme 
des  travaux  des  forces  extérieures  n'est  pas  la  même  dans  les  deux 
équations. 

Cela  résulte  aussi  du  calcul  précédent,  car  on  a  trouvé 

Zï(Xidx  +  Xtdy  -h  Zidz  )  =  SS(X/rfar'-+-  Xtdy' -h  Ztdz'), 

ce  qui  prouve  que  les  sommes  des  travaux  élémentaires  des  forces 
intérieures  sont  les  mêmes  dans  le  déplacement  absolu  et  le  dé- 
placement relatif  par  rapport  aux  axes  considérés;  tandis  qu'on 
a  trouvé 

22(Xecfcr-+-  Yedy  -+-  Zedz)  =  22  (Xe  *&?'-+-  Yedy' 4-  Zedz  ) 
-H  SS(Xe^H-Ye^Y)-+-Ze^), 

ce  qui  montre  que  les  sommes  des  travaux  des  forces  extérieures 
ne  sont  pas  les  mêmes  dans  les  deux  déplacements. 

Ainsi  lorsque  certains  corps  du  système  sont  assujettis  à  des 
liaisons  sans  frottement  avec  des  corps  fixes,  les  forces  de  liaison 
correspondantes  sont  extérieures  au  système  :  leurs  travaux  élé- 
mentaires sont  nuls  dans  le  déplacement  absolu;  ils  ne  le  sont 
pas  nécessairement  dans  le  déplacement  relatif  par  rapport  aux 
axes  Gx',y',  z!  (voir,  dans  les  exemples  suivants,  l'exemple  HT). 

3ol.  Exemple  I.  — ■  Système  pesant  clans  le  vide.  —  Quand  on  lance 
dans  le  vide  un  système  pesant  quelconque  libre,  le  centre  de  gravité  du 
système  décrit  une  parabole.  Menons,  par  le  centre  de  gravité,  des  axes 
de  directions  fixes,  Gz'  étant  la  verticale  ascendante  :  le  théorème  des 
forces  vives  s'applique  au  mouvement  relatif  du  système  par  rapporta  ces 
axes.    Les   seules   forces   extérieures   étant   les   poids,  les  projections  du 
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poids  d'un  point  m  sur  les  axes  mobiles  sont  o,  o,  —  mg.  On  a  donc 
d  __^Z  _  =  _  Jj£  m  g  dz'  h  ^  FyV,  drJtk . 

Mais,  l'origine  étant  le  centre  de  gravité,  les  sommes  Zmz',  Ztndz'  sont 
nulles  ;  donc 

cl  — - —  =  2^  FJ ,  k  drj  t  /, . 

La  force  vive  dans  le  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  Gx',  Gy' , 
Gz'  ne  varie  donc  que  par  l'action  des  forces  intérieures.  Si  le  système  est 
un  corps  solide,  la  force  vive  relative  est  constante. 

Exemple  II.  —  Etudier  le  mouvement  de  deux  points  pesants  A  et  B 
de  même  masse  m  attachés  l'un  à  Vautie  par  un  fil  élastique  sans 
masse  et  lancés  dans  le  vide.  —  La  longueur  naturelle  du  fil  étant  il, 
on  admet  que,  quand  il  est  allongé  jusqu'à  la  longueur  ir,  sa  tension  T 
est  proportionnelle  à  son  allongement  i{r  —  /) 

T  ea  mk*(r—  /). 

Le  fil  étant  tendu  à  une  longueur  2/'0>  il.  les  deux  points  sont  lancés 
dans  le  vide. 

i°  Le  centre  de  gravité  G  du  milieu  de  AB  décrit  une  parabole  comme 
un  point  pesant. 

i°  Dans  le  mouvement  relatif  par  rapport  à  des  axes  Gx ',  y\  z'  de 
directions  fixes  menés  par  G,  le  moment  résultant  Gu'  des  quantités  de 
mouvement  relatives  par  rapport  au  point  G  est  constant  en  grandeur, 
direction  et  sens  (p.4o,  exemple  5°);  le  théorème  des  aires  s'applique  à  la 
projection  du  mouvement  sur  chacun  des  trois  plans  de  coordonnées. 

Si  l'on  appelle  x',  y',  z'  les  coordonnées  relatives  de  A,  celles  de  B 
seront  — x'.  —  y',  — z\  et  le  théorème  des  aires  s'exprime  par  les  trois 
équations 


™y'irt 

~Z'~dt) 

=  c„ 

/    ,  dx 

im[  z  — t— 

\       dt 

,dz'\ 

=  G2, 

(   ,dy' 
i  m    x  — v- 
V       dt 

,dx'\ 

--  c,. 

On  en  conclut 


CiX'-^dy'^Gsz' 


ce  qui  montre  que  la  ligne  AB  reste  dans  un  plan  II  de  direction  fixe 
passant  par  G  :  ce  pian  perpendiculaire  à  G  a'  est,  dans  le  mouvement 
relatif,  le  plan  du  maximum  des  aires.  La  position  de  ce  plan  est  d'ailleurs 
indépendante  des  forces  intérieures,  c'est-à-dire  de  l'action  mutuelle  des 
deux  points. 
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Prenons  alors  le  plan  n  pour  plan  x'Gy'  et  deux  axes  Gx',  Gy'  de 
directions  fixes  dans  ce  plan  :  appelons  r  et  0  les  coordonnées  polaires 
de  A  dans  ce  plan;  celles  de  13  seront  r  et  6  -+-  u.  L'équation  des  aires 
donne 

Appliquons  l'équation  des  forces  vives  au  mouvement  relatif  autour  du 
centre  de  gravité.  Les  travaux  élémentaires  des  poids  seront  nuls 
(exemple  I);  il  suffit  donc  de  tenir  compte  du  travail  des  deux  tensions 
du  fil  sur  les  deux  points  A  et  B.  Ces  tensions  jouent  le  rôle  d'une  attrac- 
tion mutuelle  des  deux  points  ayant  pour  valeur  algébrique  —  mk*(r  —  l). 
Les  deux  points  ont  évidemment,  par  raison  de  symétrie,  la  même  vitesse 
relative  v'  par  rapport  aux  axes  Gx',  y'  :  on  a  donc 

i  m  p'2 

d =  —  m  k%(r  —  l)d(ir'), 

2 

car  la  distance  mutuelle  des  points  est  ir.  En  intégrant,  on  a 

ou  enfin,  en  remplaçant  v'2  par  son  expression  en  coordonnées  polaires, 

(»)  _^,2_T=_A-2(r_/)2+/, 

Ces  deux  équations  (i)  et  (2)  déterminent  r  et  G  en  fonction  de  t.  Si 
l'on  veut  la  trajectoire  relative  d'un  des  points  dans  le  plan  II  autour 
de  G,  il  suffit  d'éliminer  dt  entre  ces  deux  équations  :  on  a  ainsi  l'équa- 
tion différentielle  de  la  trajectoire 

(3)  <ft«  ±Cdr 


■  s/ li  /'"2  —  k*  r2  (  r  —  ly-  —  G2 

où  il  faut  prendre  h-  ou  — ,  suivant  que  r  varie  ou  non  dans  le  même  sens 
que  0. 

La  valeur  initiale  de  r,  r0>  /  rend  le  polynôme  sous  le  radical  positif  : 
comme  ce  polynôme  est  négatif  pour  r  =  o  et  r  =  00,  il  est  évident  que  r 
devra  rester  compris  entre  deux  racines  a  et  j3,  et  pourra  seulement  varier 
de  l'une  à  l'autre.  D'après  l'équation  (1),  6  varie  toujours  dans  le  même 
sens  et  la  courbe  est  analogue  à  celle  que  décrit  la  projection  horizontale 
d'un  pendule  sphérique  (  n°  277,  fig.  t68). 

Mais  il  faut  remarquer  que  nos  formules  supposent  essentiellement  que 
/•reste  supérieur  à  /;  si  r,  à  un  moment  donné,  devenait  égal,  puis  infé- 
rieur à  /,  le  fil  ne  resterait  pas  tendu,  la  force  T  disparaîtrait  comme  si  k 
devenait  nul,  les  deux  points  pesants  deviendraient  indépendants  et,  à 
partir  de  ce  moment,  leurs  trajectoires  relatives  dans  le  plan  II,  autour 


Go 
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de  G,  deviendraient  des  segments  de  droites  jusqu'au  moment  où,  le  fil  se 
tendant  de  nouveau,  la  force  T  reparaîtrait.  Dans  ce  cas,  la  trajectoire  re- 
lative se  composerait  alternativement  d'arcs  de  la  courbe  (3)  quand  r  >  /, 
et  de  segments  de  droites  raccordant  ces  arcs  quand  r  <  /.  Pour  que  ce 
cas  se  présente,  il  faut  et  il  suffit  que  /  soit  compris  entre  les  racines  a  et  j3 
du  polynôme  entre  lesquelles  varie  r. 

Exemple  III.  —  Trouver  le  mouvement  de  deux  points  matériels 
pesants  A  et  B  de  même  masse  m,  reliés  l'un  à  l'autre  par  une  tige 
rigide  et  sans  masse  de  longueur  il  et  assujettis  à  glisser  sans  frotte- 
ment, l'un  A  sur  un  axe  vertical  fixe  Ox,  l'autre  B  sur  un  axe 
horizontal  fixe  Oy. —  Les  forces  extérieures  appliquées  au  système  sont 
les  poids  mg  des  deux  points  et  les  réactions  normales  P  et  Q  des  deux 
axes  (fig.  196).  Le  système  étant  à  liaisons  complètes  indépendantes  du 
temps,  il  suffit  d'appliquer  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement 
absolu.  Le  centre  de  gravité  G  du  système  est  au  milieu  de  AB  :  la  dis- 
tance OG  —  /  et  l'angle  a?OG  a  une  certaine  valeur  variable  0.  Les  coor- 
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données  de  A  et  B,  étant,  pour  A,  x  —  2/cos6  et,  pour  B,  y  =  2/sin6,  la 


/dO  V2 


force  vive  du  système  est  ^mV-{-^\    ;    le  travail  élémentaire  du  poids 

mg  de  A  est  mgdx  ou   — imglsinft  dft;  le  travail  du  poids  de  B  est 
nul.  On  a  donc  l'équation  des  forces  vives 


[ 


nl  \di) . 


—  imgls'inft  dft 


qui,  par  l'intégration,  donne,  après  division  par  1ml'2, 

(4) 


(sy-ft— *). 


h  désignant  une  constante.  Cette  équation  est  identique  à  l'équation  du 
mouvement  d'un  pendule  simple  de  longueur  /.  Le  mouvement  est  oscil- 
latoire ou  révolutif  suivant  que  h  est  compris  entre  —  1  et  -f- 1  ou  supé- 
rieur à  1. 
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Remarque.  —  On  peut  aussi  appliquer  le  théorème  des  forces  vives  au 
mouvement  relatif  autour  de  G.   La  force  vive  relative  par  rapport  aux 

axes  Gx',  y'  de  directions  fixes  menés  par  G  est  iml*  (  -=-  \   ;  la  somme 

des  travaux  élémentaires  des  deux  poids  de  A  et  B  est  nulle  dans,  le  dé- 
placement relatif  par  rapport  à  ces  axes;  mais,  par  contre,  les  travaux 
des  réactions  normales  P  et  Q  dans  ce  déplacement  relatif  ne  sont  pas 
nuls,  car  les  déplacements  élémentaires  relatifs  des  points  A  et  B,  pour 
un  observateur  attaché  aux  axes  Gx',  y\  sont  des  arcs  de  cercle  décrits 
de  G  comme  centre  avec  GA  et  GB  comme  rayons,  et  ces  arcs  ne  sont  pas 
perpendiculaires  aux  forces  P  et  Q.  On  aura  donc,  en  écrivant  l'équation 
des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  Gx'  et 
Gy',  une  équation  contenant  P  et  Q.  En  remarquant  que  le  point  A  a 
pour  coordonnées  par  rapport  à  ces  axes 


(A) 


x'  —  l  cos  6, 


r  = 


l  sinô. 


que  le  point  B  a  pour  coordonnées  —  x'  et  — y',  et  que  les  forces  P  et  Q 

ont  pour  projections  (o,  P)  et  (Q,  o),  on  a  pour  les  travaux  élémentaires 

de  ces  forces 

Pdy'-^Qd(-x'), 

et  l'équation  des  forces  vives  cherchée  est 


d 


m 


-m 


=  /(QsinÔ  — Pcos6)dô. 


Les  réactions  figurent  dans  cette  équation,  qui  pourrait  être  employée 
avec  une  autre  pour  déterminer  P  et  Q.  Mais  il  sera  plus  simple  de  cal- 
culer P  et  Q  directement  en  écrivant  les  équations  du  mouvement  absolu 
du  centre  de  gravité  G  projeté  sur  Ox  et  Oy  :  on  a  ainsi  les  équations 


2,mdt*  =  2mê  '  +  Q' 


'im~^~  =  P, 


dt- 


ou 


\-zl  cos6,         7]  =  l  sin1 


En  calculant  les  dérivées  secondes  de  \  et  tj  par  rapport  à  t  et  rempla- 

/d&\*       c?26  .  .  .   ,       ,     ...  ^ 

çant  (  -y-  )    et  -j-r-  par  leurs  valeurs  tirées  de  (4)  on  aura  F  et  Q  en  fonc- 


tion de  0.  Les  signes  de  P  et  Q  donneront  les  sens  de  ces  réactions,  qui, 
sur  la  figure  196,  ont  le  sens  qu'elles  auraient  si  elles  étaient  toutes  deux 
positives. 


IV. 


ENERGIE. 


3o2.    Système  conservatif.    —    Considérons    un    système    dans 
lequel  les  forces  intérieures  (X/,  Y/,  Z/)   dépendent  uniquement 
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des  positions  des  poinls  et  dérivent  d'une  fonction  de  forces 
l]i(x{,y{,  zu  x2, y*,  *2,  ■  •  •?  En<>yn,  &n)  que  nous  supposerons 
uniforme. 

On  a  alors  identiquement 

22  (  Xt-  dx  h-  Y/  dy  -h  Zt  ds  )  =  d\}L. 

Ce  fait  a  lieu  en  particulier  quand  Faction  mutuelle  de  deux 
points  quelconques  du  système  dépend  uniquement  de  leur 
distance  (341). 

Quand  cette  fonction  U;  existe,  le  système  est  dit  conservatif. 

Un  tel  système  est  caractérisé  par  ce  fait  que,  lorsqu'il  passe 
d'une  configuration  (C<)  à  une  configuration  (G2),  le  travail  total 
des  forces  intérieures  est  indépendant  de  la  façon  dont  on  amène 
le  système  de  la  première  configuration  à  la  dernière. 

En  effet,  si  {](  existe,  la  somme  des  travaux  des  forces  inté- 
rieures, d'une  configuration  à  l'autre,  est 


22(Xl-û?a?-HYl-c?7-t-Z/^)=    /         dVt=  (U/),—  (U/)i, 

(C..\  */(C.\ 


(Ui)\  et  (Ui)2  étant  les  valeurs  de  la  fonction  U*  correspondant 
aux  deux  configurations.  Le  travail  %  ne  dépend  donc  que  des 
configurations  initiale  et  finale  (C<  )  et  (G2). 

Réciproquement,  si  le  travail  des  forces  intérieures  ne  dépend 
que  de  la  configuration  initiale  et  de  la  configuration  finale,  le 
système  est  conservatif,  la  fonction  U/  existe.  En  effet,  prenons 
une  configuration  initiale  fixe  (G0)  et  soit  (G)  une  configuration 
quelconque  :  par  hypothèse,  le  travail  G;  des  forces  intérieures, 
quand  le  système  passe  de  (G0)  à  (G),  ne  dépend  que  de  (G0; 
et  (C).  Le  travail  (5/  varie  seulement  avec  le  choix  d'une  configu- 
ration finale  (G)  :  il  est  une  fonction  des  coordonnées  xK,  JK< ,  Z\, 
<^2j  yii  z2i  •  •  •  ?  xni  ym  zn  des  points  du  système  dans  cette 
configuration  : 

%>i  —  f{xuyu  zu  x2,  y2<  z%,  . .  .,  xn,  yn,  zn). 

Si  l'on  fait  passer  le  système  de  la  position  (G)  à  une  con- 
figuration infiniment  voisine  correspondant  aux  coordonnées 
xK  -h  dxi,  jKi  +  dyu  . . . ,  z,r-r-  dza}  le  travail  Si  des  forces  inté- 
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Heures  augmente  de  la  quantité 

d&i  —  22  (  Xi  dx  -h  Y,  dy  -+-  Zf  <£s  )  ; 

donc  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  intérieures  est 
une  différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  fê/  des  coordonnées. 
Le  système  est  conservatif. 

3o3.  Énergie  potentielle.  Signification  mécanique.  —  La  fonction 
des  coordonnées  Il(^r,  y{ ,  z{ ,  «r2,  •  .  ,  xUly,n  zn)  =  —  U/-f-  const. 
s'appelle  énergie  potentielle  du  système.  Cette  fonction  n'est 
donc  définie  qu'à  une  constante  près.  Nous  supposerons  la  constante 
choisie  de  façon  que  l'énergie  potentielle  II  s'annule  dans  une  posi- 
tion déterminée  (  C0).  Alors  la  valeur  II  de  V énergie  potentielle 
du  système,  dans  une  configuration  quelconque  (Cj,  est  égale 
à  la  somme  des  travaux  des  forces  intérieures  quand  le  sys- 
tème passe  de  la  configuration  actuelle  [G)  à  la  configuration 
spéciale  (G0)  dans  laquelle  II  est  nulle. 

En  effet,  pour  un  déplacement  infiniment  petit  du  système,  la 
somme  d^>t -des  travaux  élémentaires  des  forces  intérieures  est 

d$i=  d\Ji  =  —  dn. 

D'où,  en  appelant  5/  le  travail  des  forces  intérieures  delà  position 
actuelle  (G)  à  la  position  (G0), 

/«(Ct) 

6*=  — , I       dn  =  n  —  n0  =  n, 

car  II0  est  supposé  nul;  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Le  choix  de  la  configuration  spéciale  (C0),  pour  laquelle  on 
convient  de  regarder  l'énergie  potentielle  comme  nulle,  est  arbi- 
traire. Quand,  parmi  toutes  les  configurations  possibles  du  système, 
il  en  est  une  qui  rend  U/  maximum,  et  par  suite 

D  =  —  U/-f-  const. 

minimum,  on  choisit  ordinairement  cette  configuration  spéciale 
pour  la  configuration  (  C0),  dans  laquelle  II  s'annule.  Alors,  pour 
toutes  les  autres  configurations,  II  est  positif.  Dans  ce  cas,  la 
configuration  (C0),  correspondant  à  un  maximum  de  la  fonction 
des  forces   Ut-,   est   une  position    d'équilibre    stable  du    système 
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supposé  soumis  uniquement  aux  forces  intérieures.  Cela  résulte 
d'un  théorème  que  nous  démontrerons  plus  loin  et  que  nous 
admettons  ici. 

Si  U;  admet  plusieurs  maxima,  on  choisit  pour(C0)  la  configu- 
ration qui  donne  le  plus  grand  maximum. 

354.   Conservation  de  l'énergie.    —   D'après    ces    notations,  le 
théorème  des  forces  vives  s'écrit  (n°  339),  en  remplaçant 

S2 (  Xi dx  -h  Xi  dy  -+-  Z,  dz  ) 
par  sa  valeur  dUi  ou  —  dïl, 

(i)  d( hll     =S2(Xeûte  +  Yerf/  +  Ze^). 


Le  premier  membre  -f-  n  est  Y  énergie  totale  du  système. 

Les  deux  termes  qui  le  composent  sont  de  nature  différente   :  le 

premier  — —  dépend  seulement  des  vitesses  des  différents  points 

et  non  de  leurs  positions  :  on  l'appelle  énergie  cinétique  ou 
actuelle  du  système;  le  second  II  dépend  uniquement  de  la  posi- 
tion du  système  et  non  des  vitesses  :  c'est  X énergie  potentielle . 

L'équation  ci-dessus  s'énonce  ainsi  :  la  variation  infiniment 
petite  de  V énergie  totale  est  égale  à  la  somme  des  travaux 
élémentaires  des  forces  extérieures. 

Si  l'on  intègre  les  deux  membres  de  l'équation  (i)  d'un  instant 
tK  à  un  instant  t,  on  a 


(2)     (-  +n)-        — hllj    =    I    SS(Xi(fo+Yerf7  +  Ze(te), 


2 


\ 


que  nous  écrirons 

C  —  Ci  =  t£e.- 

La  variation  de  l'énergie,  dans  un  intervalle  de  temps  fini, 
est  donc  égale  à  la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures 
pendant  cet  intervalle. 

En  particulier,  si  le  système  n! est  sollicité  par  aucune  force 
extérieure,  son  énergie  reste  constante 

+  n=( h  n  )  ,       6  =  oi , 
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c'est  là  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie.  Ainsi,  quand 
le  système  se  déplace,  sans  qu'aucune  force  extérieure  agisse, 
l'énergie  cinétique  et  l'énergie  potentielle  varient,  mais  leur 
somme  reste  constante.  Ces  deux  sortes  d'énergie,  quoique  de 
nature  différente,  se  transforment  l'une  dans  l'autre. 

Remarque.  —  Supposons  qu'on  prenne  pour  unité  de  travail 
le  kilogrammètre,  l'énergie  potentielle  étant  un  travail  (353)  sera 
exprimée  par  un    certain    nombre    de  kilogrammètres  ;   l'énergie 

.     ,  .           E/w>2  .  . 

cinétique est  aussi  exprimée  par  un  nombre  qui  représente 

des  kilogrammètres  (n°  343). 

L'énergie  totale  est  donc  un  certain  nombre  de  kilogrammètres. 

3oo.  Signification  mécanique  de  l'énergie  totale.  —  Soit  £{ 
l'énergie  du  système  à  un  instant  £,  ;  si  aucune  force  extérieure 
n'agissait  sur  le  système,  il  conserverait  indéfiniment  cette 
énergie  £( .  Faisons  agir  sur  lui  des  forces  extérieures  (Xe,  Ye,  Ze), 
de  façon  à  le  faire  passer  de  l'état  actuel  à  l'état  final,  où  son 
énergie  £  est  /tulle.  La  formule  (2)  nous  donnera 

Donc  V  énergie  totale  du  système  est  égale  et  de  signe  con- 
traire au  travail  des  forces  extérieures,  qu'il  faudrait  faire 
agir  sur  le  système,  pour  le  ramener  de  l'état  actuel  à  l'état 
spécial  pour  lequel  l'énergie  totale  est  nulle. 

Cet  état  spécial  est  l'immobilité  (ç>  =  o)  dans  la  position  spé- 
ciale (C0)  où  II  est  nul. 

Comme  C{  est  positif,  le  travail  Se  des  forces  extérieures 
nécessaires  pour  réaliser  la  transformation  demandée  est  négatif, 
c'est-à-dire  que  le  système  fournit  alors  du  travail  aux  corps 
extérieurs.  Pour  préciser  ce  point,  tirons  tout  d'abord  une  con- 
séquence immédiate  de  l'équation  (2). 

Supposons  que  le  système  n'agit  mécaniquement  au  dehors 
que  par  des  corps  solides  en  contact  avec  lui  par  les  mêmes 
points  ou  liés  à  lui  par  des  liens  rigides.  Alors  les  forces  exté- 
rieures appliquées  au  système  sont  les  actions  (Xe,  Ye,  Ze)  de  ces 
corps  solides  sur  lui;  évidemment  le  système  réagit  sur  les  corps 
solides  extérieurs  et  exerce  sur  eux  des  actions  (  —  Xe,  -  Yr,  —  Ze) 
A.,  11.  5 
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égales  et  opposées.  Par  exemple,  si  un  corps  solide  (A)  {fig.  \[)~ 
est  en  contact  avec  le  système   (S)  en  M,  il  exerce  sur  le  sys- 
tème une   force  extérieure  Fe  :  inversement,    le  système  exerce 


sur  le  corps  une  action  Fe  égale  et  opposée.  Quand  le  système 
se  déplace,  les  deux  forces  égales  et  opposées,  FeetF^,  appliquées 
à  des  points  matériels  placés  en  M  et  subissant  le  même  dépla- 
cement, produisent  des  travaux  égaux  et  de  signes  contraires. 
Donc  la  somme  %e  des  travaux  de  toutes  les  forces  extérieures 
appliquées  au  système  est  alors  égale  et  de  signe  contraire  à  la 
somme  £>'e  des  travaux  des  actions  exercées  par  le  système  sur 
les  corps  solides  en  contact  avec  lui 

Le  travail  &e  des  actions  exercées  par  le  système  sur  les  corps 
extérieurs  en  contact  est  le  travail  extérieur  produit  ou  accompli 
par  le  système,  travail  qui  peut  d'ailleurs  être  positif  ou  négatif. 

En  considérant  le  mouvement  du  système  de  l'instant  t\  à  l'ins- 
tant t,  nous  avons  trouvé  que  la  variation  C  —  6i  de  l'énergie  est 
égale  à  la  somme  Sedes  travaux  des  forces  extérieures.  On  a  donc 

aussi 

Cj  — C  =  S'e. 

Donc,  si  le  système  n'agit  mécaniquement  au  dehors  que 
par  des  corps  solides  en  contact  avec  lui  ou  reliés  à  lui  par  des 
liens  rigides,  V énergie  perdue  est  égale  au  travail  produit 
par  le  système  sur  les  corps  extérieurs. 

En  particulier,  supposons  que  le  système  passe  de  l'état  actuel, 
où  son  énergie  totale  est  Cl5  à  cet  état  final  particulier  où  son 
énergie  totale  C  est  nulle,  c'est-à-dire  où  le  système  est  immobile 
dans  la  configuration  spéciale  (G0)  pour  laquelle  II  est  nulle.  Alors 
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l'équation  devient 


01 


=  s: 


L'énergie  que  possède  le  système  est  donc  égale  au  travail  exté- 
rieur qu'il  peut  fournir  de  la  manière  indiquée,  quand  il  passe  à 

l'état  dans  lequel  son  énergie  est  nulle.  Comme  l'énergie  —        +  17 

est  essentiellement  positive  et  a  pour  minimum  zéro,  le  travail 
extérieur  fourni  ainsi  par  le  système,  quand  il  passe  de  l'état  actuel 
à  l'état  spécial  où  son  énergie  est  nulle,  est  le  plus  grand  qu'il 
puisse  fournir. 

D'après  cela  on  peut  énoncer  les  propositions  suivantes  que 
nous  empruntons  à  un  article  de  M.  Maurice  Lévy  Sur  le  principe 
de  Vénergie  (Gauthier-Villars,  1888)  : 

L'énergie  totale  d'un  système  à  un  instant  quelconque  est 
le  travail  utile  maximum  qu'il  est  possible  de  se  procurer  en 
utilisant  les  vitesses  acquises  et  les  forces  intérieures  du  sys- 
tème. 

Dans  cet  énoncé  on  suppose,  bien  entendu,  que  le  minimum  de 
II  est  zéro,  comme  nous  l'avons  expliqué  plus  haut. 

L  énergie  cinétique  du  système  à  un  instant  est  le  travail 
utile  maximum  qu  il  est  possible  de  se  procurer  en  11  utilisant 
que  les  vitesses  acquises  à  cet  instant  par  les  différents  points 
</u  système,  sans  utiliser  aucune  des  forces  intérieures  qui  le 
sollicitent. 

L  énergie  potentielle  à  un  instant  est  le  travail  utile  maxi- 
mum qu  il  est  possible  de  se  procurer  en  jtl  utilisant  que  les 
forces  intérieures  du  système,  sans  utiliser  les  vitesses  acquises 
par  ses  points. 

Lorsque  des  forces  extérieures  agissent  sur  un  système,  on  dit 
qu'elles  sont  motrices  quand  elles  tendent  à  accroître  son  énergie, 
et  résistantes  quand  elles  tendent  à  la  diminuer. 

356.  Exemples.  —  i°  Points  matériels  s' attirant,  proportionnelle- 
ment à  la  distance.  Soit  un  système  formé  de  deux  points  libres  m  et 
ni  ^'attirant  proportionnellement  à  leur  distance  r.  Leur  action  mutuelle 
est  —  ti.r  où  [x  >  o,  et  le  travail  de  cette  action  mutuelle  est 


|jl  rdr  =  dl  —  — —  | 
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M-  ''" 
On  a  donc  actuellement  Uj= —  — Cette  fonction  est  toujours  néga- 
tive, excepté  pour  /■  =  o  où  elle  est  nulle,  et,  par  suite,  maximum.   Nous 
prendrons  alors 

n  =  J — •  • 


Cette  énergie  potentielle  est  toujours  positive,  excepté  quand  r  —  o.  La 
configuration  spéciale  (C0)  est  donc  ici  celle  qui  consiste  à  mettre  les 
deux  points  en  contact.  L'énergie  cinétique  est 

m  v2  -h  m'  p'2 


et  l'énergie  totale 


jxr2 


Supposons  qu'à  l'instant  t  =  o  les  deux  points  soient  immobiles  et  en 
contact  :  alors  £0  =  o.  Cet  état  persiste  indéfiniment  si  aucune  force  exté- 
rieure n'agit.  Prenons  chaque  point  dans  une  main  et  séparons-les  à  une 
distance    /*1}  où    nous   les    maintiendrons    immobiles   :    il    faut    pour    cela 

[Jt/*2 
dépenser  un  certain  travail  G';  l'énergie  potentielle  devient  - — -,  l'énergie 

ur2 
cinétique  sera  nulle,  et  l'accroissement  — — -    de   l'énergie   totale    est  égal 

au  travail  extérieur  dépensé.  Puis,  lançons  les   points   avec  des   vitesses 

initiales  v^  et  v\  ;  il  faut  pour  cela  dépenser  un  certain  travail  S",  l'énergie 

.  ,,                    ,     \i-r\  .    ,  .  mv\  ■+- m' v'? 

potentielle  est  restée >  1  énergie  cinétique  est  devenue 


2  2 

'o'2 


,,,  .  ,  ,    ,    ,  .   ,  mv\  -+-  m  vf      ,     , 

1  énergie  totale  a  augmente  de  la  quantité —,  égale  au  travail 

dépensé    S".  Si   ensuite   le   système   est   abandonné  à   lui-même,  on    aura 
constamment 


.',,'2  ..  ,.2  ™„5      >      ™'„'2 


mp'+  m  v  l         }xrl        mv\  -+-  m  v\-         \x.r\ 


2 


L'énergie  totale  restera  constante  et  ne  pourra  changer  que  si  une  force 
extérieure  agit.  On  pourrait  utiliser  cette  énergie  totale  en  faisant  pro- 
duire au  système  un  travail  extérieur  jusqu'au  moment  où,  les  deux  points 
étant  de  nouveau  en  contact  et  immobiles,  l'énergie  serait  devenue  nulle. 
Le  travail  que  le  système  peut  ainsi  fournir  est  égal  à  son  énergie,  c'est- 
à-dire  au  travail  S' -h  Tb"  qu'on  a  dépensé  au  début  pour  lui  communiquer 
son  énergie. 

2°  Pendule.  —  Considérons  le  système  formé  par  la  Terre  supposée 
immobile  et  un  pendule  simple  de  masse  m.  Appelons  z  la  hauteur  du  pen- 
dule au-dessus  du  point  le  plus  bas  A  de  la  circonférence  qu'il  décrit.  Les 
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forces  intérieures  au  système  formé  par  la  Terre  et  le  pendule  sont  l'at- 
traction mg  de  la  Terre  sur  le  pendule  et  une  force  égale  et  contraire 
appliquée  au  centre  de  la  Terre.  Si  le  pendule  monte  de  dz,  le  travail  de 

Fig.  198. 


l'attraction  mg  est  —  mg  dz,  celui  de  la  force  appliquée  au  centre  de  la 
Terre  est  nul,  car  ce  point  est  immobile.  La  somme  des  travaux  élémen- 
taires des  forces  intérieures  est  donc 


On  a 
et  nous  prendrons 


mg  dz  =  —  d (  mgz  ). 
Vi=  —  mgz, 
II  =  mgz  ; 


de  cette  façon  II  est  positif  pour  toutes  les  positions  du  pendule  et  nul 
pour  la  position  A  qui  est  une  position  d'équilibre  stable.  Si  l'on  suppose 
d'abord  le  pendule  immobile  dans  cette  position,  l'énergie  totale  est  nulle. 
Si  on  le  relève  ensuite  à  une  hauteur  z^  on  dépense  un  certain  travail 
extérieur  (B' ;  puis,  si  on  le  lance  avec  une  vitesse  Vi,  on  dépense  un  tra- 
vail W.  Le  système  étant  ensuite  abandonné  à  lui-même  sans  qu'aucune 
force  extérieure  n'agisse,  son  énergie 

mv-  mv\  —  r       «»» 

C  ==  -h  mgz  — -i-  mgZi  —  tô  -t-  Co 

reste  constante.  On  peut  utiliser  cette  énergie  pour  produire  un  travail 
extérieur  fë'-h  G",  en  ramenant  le  pendule  dans  sa  position  d'équilibre 
avec  une  vitesse  nulle. 

3°  Oscillation  d'une  lame  élastique.  —  Soit  une  lame  élastique  dont 
l'extrémité  A  est  serrée  dans  un  étau  fixe.  Si  aucune  force  extérieure 
n'agit  sur  le  système,  la  lame  occupe  la  position  d'équilibre  stable  AB.  ^ 
Nous  prendrons  cette  position  pour  la  configuration  spéciale  dans  laquelle 
II  est  nul;  en  outre,  la  barre  étant  immobile  dans  cette  position,  l'énergie 
actuelle  est  nulle  également. 

Prenons  l'extrémité  B  dans  la  main  et  ployons  la  barre  pour  l'amener 
dans  la  position  AB',  où  nous  la  maintiendrons  immobile.  Il  faut  pour  cela 
que  la  pression  de  la  main  produise  un  certain  travail  :  l'énergie  poten- 
tielle qui  était  nulle  a  pris,  dans  la  position  AB',  une  valeur  lit  égale  au 
travail  dépensé.  Si  maintenant  on  abandonne  la  lame  à  elle-même,  elle^se 
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met  en  mouvement;  à  mesure  qu'elle  s'approehe  de  la  position  d'équilibre 
AB  son  énergie  potentielle  diminue,  mais  son  énergie  cinétique  augmente, 
de  façon  que  l'énergie  toi  aie  reste  constante  et  égale  à  Ut.  Quand  la  lame 
repasse  par    la  position  AB,  l'énergie  potentielle  est  nulle,  mais  l'énergie 

F'g-   J99- 


cinétique  est  alors  maximum  et  égale  à  II,;  la  lame  dépassant  la  position 
AB,  l'énergie  potentielle  augmente  et  l'énergie  cinétique  diminue  jusqu'à 
la  position  AB"  symétrique  de  AB'  où  l'énergie  cinétique  redevient  nulle,  ..., 
et  ainsi  de  suite. 

Une  fois  le  ressort  amené  en  AB'  par  l'action  de  la  main,  on  pourrait 
évidemment  lui  faire  produire  un  travail  extérieur  en  le  laissant  revenir  à 
sa  position  d'équilibre  :  par  exemple,  on  pourrait  l'employer  à  soulever 
un  poids. 

4°  Horloge.  —  Signalons  encore  les  exemples  simples  suivants  : 

En  remontant  une  horloge  à  poids  on  accroît  l'énergie  potentielle  du 
système  formé  par  l'horloge  et  la  Terre  :  en  poussant  ensuite  le  balancier 
on  accroît,  au  premier  instant,  l'énergie  cinétique  qui  était  nulle.  L'énergie 
totale  ainsi  communiquée  s'use  peu  à  peu  :  elle  est  employée  à  vaincre  les 
résistances  passives  et  quand,  le  poids  étant  redescendu,  l'horloge  s'arrête, 
l'énergie  communiquée  a  été  entièrement  dépensée. 

De  même,  en  remontant  une  horloge  à  ressort,  on  dépense  un  certain 
travail  qui  accroît  l'énergie  potentielle  du  système  :  cette  énergie  est 
ensuite  employée  à  vaincre  les  résistances  passives. 

357.  Un  système  sur  lequel  agissent  des  forces  intérieures  dépen- 
dant seulement  des  positions  des  points  est  nécessairement  conser- 
vatif.  —  On  peut  démontrer  cette  proposition  si  l'on  admet  comme  évident 
qu'il  est  impossible  de  créer  du  travail  sans  aucune  dépense.  En  effet,  soit 
un  système  sur  lequel  agissent  des  forces  intérieures  fonctions  de  la  seule 
position.  Amenons-le  d'une  configuration  (G0)  à  une  configuration  (G)  par 
une  suite  de  positions  intermédiaires  dont  nous  appellerons  l'ensemble  (  P), 
en  supposant  que  le  système  parte  sans  vitesse  de  (G0)  et  arrive  sans  vitesse 
en  (G).  D'après  le  théorème  général  des  forces  vives  (339),  la  variation 
de  force  vive  étant  nulle,  la  somme  des  travaux  des  forces  tant  intérieures 
qu'extérieures  est  nulle  : 

&i  4-  &e=  O, 


en  appelant  G;  le  travail  des  forces    intérieures,  fse  celui   des   forces  exté- 
rieures. Supposons,  pour  fixer  les   idées,  fêj-  négatif;  alors  ^se  est   positif 
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c'est-à-dire  qu'il  faut  dépenser  un  certain  travail  extérieur  pour  réaliser  le 
déplacement  considéré. 

\  menons  ensuite  Je  système  de  la  même  configuration  (  C0)  à  la  même  (C  ) 
par  une  autre  suite  de  positions  intermédiaires  (P(1)),  le  système  partant 
et  arrivant  sans  vitesse.  Nous  aurons  encore,  en  appelant  ç^n  et  fp{el)  les 
travaux  des  forces  intérieures  et  extérieures, 

Gjn -+-.©$«  =  o. 

Si  le  système  revenait  de  (G)  en  (C0)  par  la  suite  des  positions  (P(1,)>  le 
travail  des  forces  intérieures  serait  — S|n,  car,  les  positions  du  système 
étant  les  mêmes,  les  forces  intérieures  seraient  les  mêmes,  mais  les  dépla- 
cements seraient  égaux  et  de  sens  contraires  aux  précédents.  Donc  on 
aurait  aussi  —  (Fèn  pour  le  travail  des  forces  extérieures  quand  le  système 
revient  de  (G)  à  (G0)  par  la  suite  des  positions  (P(1)). 

Il  est  absurde  de  supposer  fë^J  différent  de  ©;.  En  effet,  supposons  par 
exemple  C^1  >  <  S;,  alors  G^l)>©e.  Donc,  en  amenant  d'abord  le  système 
de  (C0)  à  (G  )  par  la  suite  des  positions  (P),  on  aurait  à  dépenser  un  tra- 
vail Se,  puis,  en  le  laissant  revenir  de  (G)  à  (G0)  parla  suite  des  positions 
1  Pl"),  les  forces  extérieures  accompliraient  un  travail  —  £>cn,  c'est-à-dire 
que  le  système  serait  capable  de  produire  à  l'extérieur,  sur  des  corps  solides 
au  contact,  un  travail  &el)  supérieur  à  celui  £Be  qui  a  été  dépensé.  On 
aurait  donc  ramené  le  système  dans  son  état  initial  et  l'on  aurait  créé  du 
travail.  En  recommençant  la  môme  opération,  on  arriverait  à  créer  une 
quantité  indéfinie  de  travail  :  ce  qui  doit  être  regardé  comme  impossible. 
Donc  ^.n  =  ©j,  quelle  que  soit  la  suite  des  positions  par  lesquelles  on  passe 
d'une  configuration  à  l'autre,  et  le  système  est  conservatif.  Son  énergie 
totale  ne  peut  être  modifiée  que  par  des  actions  extérieures.  On  admet, 
en  Physique  mathématique,  que  les  actions  mutuelles  des  molécules  ne 
dépendent  que  de  leurs  positions  et  même  que  de  leurs  distances  :  tous  les 
systèmes  de  la  nature  doivent  donc  être  conservatif  s. 

3o8.  Des  frottements  et  des  résistances.  —  A  première  vue  il  semble, 
au  contraire,  que  les  systèmes  matériels  ne  sont  pas  conservatifs.  Par 
exemple,  il  semble  que,  pour  la  plupart  des  systèmes,  le  travail  extérieur 
nécessaire  pour  faire  passer  le  système  sans  vitesse  apparente  initiale  et 
finale  d'une  configuration  à  une  autre  n'est  pas  le  même  que  le  travail 
restitué  par  le  système  quand  il  repasse  de  la  deuxième  à  la  première. 
Ainsi,  si  avec  la  main  on  comprime  un  ressort  à  boudin,  et  si  la  compres- 
sion dépasse  une  certaine  limite,  le  ressort  ne  reviendra  pas  tout  seul  à  sa 
position  primitive;  il  ne  restitue  donc  qu'une  fraction  du  travail  extérieur 
dépensé  ;  même  pour  le  ramener  à  sa  forme  primitive,  il  faut  ensuite  exercer 
sur  lui  une  traction,  c'est-à-dire  dépenser  un  nouveau  travail. 

Dans  d'autres  cas,  un  système  en  mouvement,  sur  lequel  n'agit  aucune 
force  extérieure,  finit  par  s'arrêter  dans  la  position  d'équilibre  stable  pour 
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laquelle  II  est  nulle,  de  sorte  que  son  énergie  totale  devient  nulle  en  appa- 
rence et  ne  paraît  pas  rester  constante.  Tel  serait  le  cas  d'un  pendule 
oscillant  dans  le  vide  :  il  finit  par  s'arrêter,  quoique  aucune  force  extérieure 
n'agisse  sur  le  système  formé  par  la  Terre  et  le  pendule. 

D'après  cela,  il  y  a  donc  une  perte  apparente  d'énergie;  cette  perte 
apparente  est  due,  suivant  les  machines,  aux  frottements,  à  la  viscosité 
des  liquides,  à  l'élasticité  imparfaite  des  solides,  aux  résistances  provenant 
de  l'induction  électrique  et  de  l'aimantation.  Mais  cette  perte  d'énergie  est 
purement  apparente,  car,  à  côté  des  mouvements  visibles  dont  s'occupe  la 
Mécanique  rationnelle,  il  existe  des  vibrations  invisibles  des  molécules 
dont  l'étude  est  faite  en  Physique  mathématique,  et  qui  constituent  la 
chaleur,  la  lumière,  l'électricité,  etc. 

Par  exemple,  tout  frottement  engendre  de  la  chaleur,  et  l'expérience  de 
Joule  a  montré  que  le  rapport  de  l'énergie  disparue  à  la  quantité  de  cha- 
leur produite  est  une  constante.  Cette  constante  se  nomme  l'équivalent 
mécanique  de  la  chaleur;  elle  est  d'environ  424kgn\  c'est-à-dire  qu'une 
calorie  peut  produire  un  travail  de  424kgm. 

Dans  certains  cas,  les  résistances,  le  manque  d'élasticité,  etc.,  donnent 
naissance  à  de  l'électricité,  de  la  lumière,  etc.  Il  faut  alors  concevoir  le 
principe  de  la  conservation  de  l'énergie  de  la  façon  suivante  : 

Dans  un  système  isolé  sur  lequel  n'agit  aucune  action  extérieure 
ni  mécanique,  ni  calorifique,  etc.,  l'énergie  totale  est  invariable,  à 
condition  de  comprendre  dans  l'énergie  cinétique,  non  seulement 
celle  due  aux  vitesses  visibles  des  points  du  système,  mais  aussi  celle 
qui  provient  des  mouvements  invisibles  ou  stationnaires  pouvant  être 
dus  à  la  chaleur,  aux  courants  électriques,  peut-être  même  au  ma- 
gnétisme ou  à  l'électricité  statique;  à  condition  aussi  de  comprendre 
dans  V énergie  potentielle  non  seulement  V énergie  provenant  des 
actions  mécaniques  sensibles  que  l'on  considère  ordinairement  en 
Mécanique,  mais  aussi  celle  qui  peut  être  due  aux  tensions  électriques, 
aux  affinités  chimiques,  etc. 

En  général,  il  existe  une  certaine  incertitude  pour  qualifier  les  énergies 
autres  que  celles  d'origine  mécanique  et  même  pour  certaines  de  celles-ci. 
Ainsi,  selon  la  théorie  cinétique  des  gaz,  les  molécules  d'un  gaz,  même  en 
repos  apparent,  sont  douées  de  mouvements  stationnaires  très  rapides, 
d'où  résultent  des  chocs  répétés  des  molécules  entre  elles  et  sur  les  parois. 
Ce  qui  nous  apparaît  comme  une  pression  statique  serait  le  résultat  de 
ces  chocs.  D'après  cela,  l'énergie  due  à  la  pression  d'un  gaz  ne  serait  pas, 
dans  son  essence  première,  potentielle  mais  cinétique.  De  même  pour 
l'énergie  d'un  aimant  on  doit,  si  l'on  admet  la  théorie  d'Ampère,  la  regarder 
comme  cinétique,  et,  si  l'on  admet  la  théorie  de  Maxwell,  la  regarder  comme 
potentielle. 

Cette  incertitude  où  l'on  est  relativement  à  la  qualité  de  certaines  éner- 
gies n'a  aucun  inconvénient  pratique,  car,  qu'une  énergie  soit  potentielle 
ou  cinétique,  elle  est  toujours  exprimée  par  un  certain   nombre  de  kilo- 
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grammètres  et  nous  avons  vu  que  ces  deux  espèces  d'énergies  peuvent  se 
transformer  l'une  dans  l'autre  sans  aucun  gain  ni  perte.  (  Voyez  Maurice 
Lévt,  Sur  le  principe  de  l'énergie.  Gauthier- Villars,  1888.) 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  considérations  qui  servent,  en 
particulier,  de  fondement  à  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  Nous 
renverrons,  pour  plus  de  détails,  au  Mémoire  de  M.  Maurice  Lévy,  au 
Mémoire  de  M.  Helmholtz  :  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft  (  1847), 
réimprimé  à  Leipzig  en  1889,  à  l'Ouvrage  de  MM.  Tait  et  Thomson,  aux 
Leçons  synthétiques  de  Mécanique  générale  de  M.  Boussinesq,  et  à 
l'Ouvrage  de  M.  Hirn  intitulé  La  Cinétique  moderne  et  le  dynamisme 
de  l'avenir,  publié  par  l'Académie  royale  de  Belgique.  On  pourra  con- 
sulter aussi  une  suite  d'articles  de  M.  Duhem  parus  dans  la  Revue  des 
Sciences  pures  et  appliquées,  en  igo3,  et  le  premier  Volume  du  Traité 
de  Chimie  physique  de  M.  Perrin  (Gauthier-Villars,  1903). 


EXERCICES. 


s~  1.  Généralisation  dit  théorème  de  Kœnig  et  du  théorème   des  forces  vives 
par  rapport  à  des  axes  de  directions  fixes  menés  par  le  centre  de  gravité.  —       ) 
Soient  O  x,   Ojk,  Oz  trois  axes  rectangulaires  fixes   auxquels  on   rapporte   un     \*LV\£fy\  QU-4/\ 
système  matériel  quelconque;  O'x',  0'y',0'z'  trois  axes  qui  restent  parallèles  aux  U/  —   '  f    r 

précédents,  mais  dont  l'origine  O'  est  animée  d'un  mouvement  indéterminé.  ' 

1.  Pour  que  l'équation   des  forces  vives   s'applique  au  mouvement  relatif  par  ITW.  1 S  « 
rapport  aux  axes  mobiles,  il  faut  que  les  projections,  sur  la  direction  de  l'accé- 
lération du  point  O',  de  la  vitesse  de  O'  et  de  la   vitesse  absolue  du  centre  de 

gravité  soient  égales. 

II.  La  condition  pour  que  la  force  vive  du  système  soit  égale  à  la  force  vive 
de  toute  la  masse  concentrée  à  l'origine -mobile,  augmentée  de  la  force  vive  due 
au  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  mobiles,  est  que  la  vitesse  de  cette 
origine  soit  égale  à  la  projection,  sur  sa  direction,  de  la  vitesse  absolue  du  centre 
de  gravité  (Bonnet,  Mémoires  de  V Académie  de  Montpellier,  section  des 
Sciences,  t.  I.  p.  i/p  ). 

Corollaire  relatif  au  cas  où  le  système  est  un  corps  solide.  —  Si,  à  un 
instant  quelconque  du  mouvement  d'un  solide,  on  décrit  un  cylindre  circulaire 
droit  dont  la  génératrice  est  parallèle  à  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glisse- 
ment, et  dont  la  section  droite  a  pour  diamètre  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  de  gravité  sur  cet  axe,  tout  point  A  pris  sur  cette  surface  cylindrique 
jouit  de  la  propriété  énoncée  dans  le  théorème  de  Kœnig  :  la  force  vive  du  solide 
à  l'instant  considéré  est  la  somme  de  la  force  vive  qu'aurait  la  masse  totale 
concentrée  en  A  et  de  la  force  vive  du  corps  dans  son  mouvement  autour  de  A. 
Il  n'y  a  pas  d'autres  points  du  solide  jouissant  de  cette  propriété  (  Cauchy,  Anciens 
Exercices,  p.  104,  1827;  Bonnet,  loc.  cit.;  Gilbert,  Comptes  rendus,  t.  CI, 
p.  io54  et  1  i4o). 

2.  Lorsqu'un  système   matériel  quelconque,  déformable  ou  non,  se  déplace,  la       n 

somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le  carré      'U^Un-  ^Haa 

de  son  déplacement  est  égale  au  produit  de  la  masse  totale  du  système  par  le  .  ,     .,  L 
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carré  de  la  projection  du  déplacement  du  centre  de  gravité  sur  une  direction 
arbitraire  AB,  augmenté  de  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la 
masse  de  chaque  point  par  le  carré  du  déplacement  qu'il  faut  lui  imprimer  pour 
l'amener  clans  sa  position  finale  après  lui  avoir  fait  subir,  dans  la  direction  Al>, 
Pnrf  p  7"~  une  translation  égale  à  la  projection  du  déplacement  du  centre  de  gravité  sur- 
cette  direction  (  Fouret,  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XIV,  p.  142). 

3.  Quels  sont  les  points  A  d'un  solide  S  en  mouvement  qui  partagent  avec  le 
centre  de  gravité  la  propriété  suivante  :  Le  moment  de  la  quantité  de  mouve- 
ment du  corps  S  par  rapport  à  une  droite  fixe  Os,  à  un  instant  donné,  est  égal 
au  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de  la  masse  totale  supposée  concentrée 
en  A,  augmenté  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  du  solide  par  rapport 
à  une  droite  kz'  parallèle  à  0.z,  quand  on  considère  le  mouvement  relatif  par 
rapport  à  des  axes  de  directions  fixes  qui  se  coupent  en  A?  (Le  lieu  des  points  A 
est  un  hyperboloïde).  (De  Saint-Germain,  Comptes  rendus,  t.  CVII). 

4.  On  considère  le  système  formé  par  un  corps  solide  animé  d'un  mouvement 
de  translation  rectiligne  et  uniforme  de  vitesse  v  et  par  un  point  matériel  de 
masse  m  d'abord  immobile.  On  suppose  que  ce  corps  heurte  le  point  m  et 
l'entraîne  avec  lui  sans  changer  de  vitesse,  ce  qu'on  peut  réaliser  en  faisant 
agir  des  forces  extérieures;  démontrer  que  l'énergie  totale  du  système  augmente 
de  mv2.  (Marcel  Deprez.) 

5.  Soit  un  système  de  deux  points  matériels  libres  s'attirant  suivant  une  loi 
quelconque.  Le  théorème  des  aires  s'applique  à  la  projection  du  mouvement  sur 
l'un  des  trois  plans  coordonnés.  Si,  par  le  centre  de  gravité  du  système  et  la  tan- 
gente à  la  trajectoire  de  chacun  des  points,  on  fait  passer  un  plan,  les  deux  plans 
ainsi  obtenus  se  coupent  suivant  une  droite  située  dans  le  plan  invariable  (c'est- 
à-dire  perpendiculaire  à  G  a',  n°  336)  (Poinsot).  Jacobi  a  fait  de  cette  propriété 
une  application  au  problème  des  trois  corps  (Journal  de  Crelle,  t.  26,  p.  n5). 

6.  Un  disque  circulaire  homogène  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  un  plan 
horizontal  fixe  est  mobile  autour  de  son  centre  0;  sur  la  circonférence  de  ce 
disque  sont  placés  deux  insectes  de  même  masse  en  deux  points  A  et  B  diamé- 
tralement opposés.  Les  insectes  étant  immobiles,  le  disque  est  lancé  autour  de  O 
avec  une  vitesse  angulaire  initiale  w0.  Cette  vitesse  angulaire  se  conserve  d'elle- 
même  tant  que  les  insectes  restent  immobiles  sur  le  disque.  On  demande  com- 
ment varie  la  vitesse  angulaire  du  disque  quand  les  deux  insectes,  restant  diamé- 
tralement opposés,  se  mettent  à  parcourir  la  circonférence  à  l'instant  t  =  o  avec 
une  vitesse  relative  v  variant  proportionnellement  au  temps  v  =  y  t. 

7.  Mouvement  d'une  chaîne  pesante  non  homogène  glissant  sans  frottement  sur 
une  courbe  fixe.  On  opérera  comme  dans  le  texte  (n°  347)  en  supposant  la  den- 
sité p—  /(A),  A  désignant  la  distance  curviligne  d'un  point  de  la  chaîne  au 
milieu.  Calculer  la  tension. 

(En  appelant  M  la  masse  totale,  on  trouve  l'équation 


^---gf+  /(A)cp'(<r+A)6A, 


dt 


où  z  =  <p(s)  est  la  relation  entre    le  z  et  l'arc  s  d'un    point  de  la  courbe.  Si  la 
courbe  est  une  cycloïde,  le  mouvement  est  tautochrone.) 
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S.  Mouvement  de  deux  points  libres  qui  s'attirent  proportionnellement  à  leurs 
distances. 

9.  Un  point  matériel  c-l  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  un  axe  Ox\  un 
second  point  matériel  est  entièrement  libre.  Trouver  le  mouvement  du  système 
en  supposant  que  les  deux  points  s'attirent  proportionnellement  à  la  distance,  et 
calculer  la  réaction  de  l'axe  Ox.  (Il  suffit  d'écrire  les  équations  du  mouvement 
des  deux  points:  on  est  ramené  à  des  intégrations  faciles.) 

10.  Deux  points  matériels  M  et  M'  de  même  masse  m  mobiles  dans  un  plan 
horizontal  sont  reliés  l'un  à  l'autre  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse  de  lon- 
gueur il.  Le  point  M  est  attiré  par  un  point  fixe  A  et  le  point  M'  par  un  point 
fixe  À'  proportionnellement  à  la  distance.  Trouver  le  mouvement  de  ce  système. 
On  prendra  pour  axe  des  x  la  droite  A' A  et  pour  origine  le  milieu  de  A' A;  on 
désignera  par  ia  la    distance   A' A,  par  %,  t\  les   coordonnées  du   milieu    G  de  la 

droite  MM',  par  6  l'angle  que  fait  la  droite  GM  avec  Ox,  enfin  par  p.mAM,  \xmA'M' 
les  valeurs  absolues  des  attractions  issues  de  A  et  A'.  (Licence,  Paris.) 

1 1.  Deux  points  matériels  M  et  M,  de  masses  m  et  ml  reliés  par  un  fil  inexten- 
sible et  sans  masse  de  longueur  /  sont  assujettis  à  glisser  sans  frottement  sur  un 
plan  horizontal  XOY.  Ces  points  sont  sollicités  par  des  forces  F  et  Ft  dirigées 
vers  OY  perpendiculairement  à  cet  axe,  proportionnelles  aux  masses  des  points 
et  à  leurs  distances  à  cet  axe.  Trouver  le  mouvement  du  système. 

En  désignant  par  x  et  x{  les  abscisses  des  deux  points,  on  appellera  —  k2mx 
et  —  k2mlxl  les  projections  des  forces  F  et  F,  sur  l'axe  OX.  On  désignera  par  \ 
el  r,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  du  système  et  par  0  l'angle  de  MtM 
avec  OX.  (Licence,  Paris.) 

12.  Deux  points  matériels  de  même  masse  glissent  sans  frottement  l'un  sur 
l'axe  Ox,  l'autre  sur  Taxe  perpendiculaire  O y.  Ces  points  s'attirent  en  raison 
inverse  du  carré  de  leur  distance.  Trouver  leur  mouvement;  trouver  en  particu- 
lier la  courbe  décrite  par  le  centre  de  gravité  des  deux  points.  (Conique  de 
foyer  O  décrite  suivant  la  loi  des  aires).  (Licence,  Paris.) 

13.  Deux  points  de  même  masse  reliés  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse 
glissent  sans  frottement  l'un  sur  un  axe  horizontal  Ox, l'autre  sur  un  axe  vertical 
Oy.  Mouvement  du  système.  (Dorna,  Mémoires  de  l'Académie  de  Turin, 
t.  XXXL) 

14.  Mouvement  de  trois  points  assujettis  à  décrire  une  même  droite  fixe  et  à 
s'attirer  proportionnellement  aux  masses  et  en  raison  inverse  du  cube  des  dis- 
lances. (Jacobi,  Gesammelte  Werke,  t.  IV,  p.  533-539-) 

15.  Même  problème,  quand  on  suppose  en  outre  chaque  point  attiré  par  un 
centre  fixe  proportionnellement  à  la  distance. 

(M.  Mestschersky  a  montré  que  ce  problème  se  ramène  au  précédent  par  un 
changement  de  variables  effectué  sur  le  temps  et  les  coordonnées.  Voyez  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques,  1894,  Mélanges. ï 
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CHAPITRE  XIX. 

DYNAMIQUE  DU   CORPS  SOLIDE.  -    MOUVEMENTS 
PARALLÈLES  A   UN  PLAN. 


I.        MOUVEMENT  D'UN   CORPS   SOLIDE  AUTOUR 
D'UN  AXE  FIXE. 

359.  Équation  du  mouvement.  —  Un  corps  solide,  mobile  au- 
tour d'un  axe  fixe,  constitue  un  système  à  liaisons  complètes,  car 
sa  position  dépend  d'un  seul  paramètre,  l'angle  dont  le  corps  a 
tourné  à  partir  d'une  position  déterminée. 

Si  nous  supposons  que  les  liaisons  sont  réalisées  sans  frotte- 
ments, l'équation  unique  qui  détermine  le  mouvement  du  corps 
sera  fournie  par  le  théorème  des  forces  vives,  car  les  travaux,  des 
forces  de  liaison  sont  alors  nuls.  Le  corps  est  supposé  sollicité 
par  des  forces  données  F1 ,  F2,  .  .  .,  F„  ;  nous  appellerons  X,  Y,  Z 
les  projections  d'une  quelconque  de  ces  forces  sur  les  axes. 

Prenons  l'axe  de  rotation  pour  axe  des  z,  et  soit  w  la  vitesse 
angulaire  à  l'instant  t,  la  force  vive  du  système  est 

S  me2  =  S  m/-2  to2  -=  w2  2  mr*  =  M^2w?; 

la  force  vive  du  corps  est  donc  égale  au  carré  de  la  vitesse 
angulaire,  multiplié  par  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
V axe  de  rotation. 

Le  théorème  des  forces  vives  s'exprime  alors  par  l'équation 

dMk*-  w2 


=  \{Xdx+  Ydy  +  Zdz), 


où  n'entrent  que  les  forces  données.  Si  nous  désignons  par  r,  9,  z 
les  coordonnées  semi-polaires  d'un  point  x,  y,  z  du  corps  solide, 

on  a 

x=rcos§:         ^-  =  7'sin0; 
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quand  le  corps  tourne,  0  seul  varie,  et  l'on  a 

dO 
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(0  = 


,ll  ' 


dx  =  —  /-sinO^O  — — yuidt, 
dy  —  rcosftdO—  xoidt, 
dz  —  o; 


Fie:.  2oo. 


l'équation  des  forces  vives  devient  alors 


dMk*M*- 


=  oidt  V(#Y  —  yX), 


qu'on    peut    écrire,   en    effectuant  la    différentiation  du   premier 
membre, 


MA2 


£=2(*Y-rX). 


On  peut  obtenir  cette  équation  d'une  autre  façon,  en  partant 
du  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement.  Appli- 
quons ce  théorème  par  rapport  à  O  z  :  les  moments  des  réactions 
de  l'axe  sont  nuls,  et  il  nous  vient 


d 


dy 


fhr  i 


mais 


En    substituant,  on   retrouve    bien    l'équation    donnée   par    le 
théorème  des  forces  vives. 
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360.  Réactions  de  l'axe.  —  Pour  pouvoir  calculer  ces  réactions, 
nous  supposerons  que  l'immobilité  de  l'axe  de  rotation  a  été 
obtenue  en  fixant  deux  de  ses  points  O  et  O" . 

Soient  Q'(X',Y'Z')  et  Q"(X",  Y",  Z")  les  réactions  de  l'axe  en 
ces  deux  points  (fig.  200).  Nous  pourrons  considérer  le  corps 
comme  libre  en  ajoutant  aux  forces  données  ces  forces  Q'  et  Q"  ; 
appliquant  alors  au  système  le  théorème  des  quantités  de  mouve- 
ment projetées,  nous  aurons  les  trois  équations  suivantes 


X^      cP-x 

=  X' 

f-X"- 

^ 

V^1       d2  y 

Zmid 

=  Y' 

+-Y"- 

^Y- 

ZmdT> 

=  V 

+-Z"- 

*2*- 

En  appliquant  ensuite  le  théorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  par  rapport  aux  axes  O^c  et  Oy,  et  appelant  h 
le  z  du  point  O",  il  nous  viendra  les  deux  équations 

2*(r£-.S)=2<-'z--*&-"-- 

Ces  deux  dernières  équations  déterminent  X"  et  Y"  :  les  deux 
premières  du  groupe  précédent  donnent  X',  Y;,  et  la  troisième  la 
somme  Z'-h  Z".  11  se  présente  ici  la  même  particularité  que  dans 
le  cas  de  l'équilibre,  particularité  que  nous  avons  étudiée  en 
Statique  :  en  supposant  le  corps  absolument  rigide,  on  connaît 
seulement  Z'+  Z,"  ;  on  ne  pourrait  déterminer  entièrement  Z'et  Z" 
qu'en  tenant  compte  des  déformations  élastiques  du  solide  (n°  110). 
Cette  indétermination  tient  à  ce  que,  le  corps  étant  rigide,  on 
peut,  sans  changer  l'état  du  corps,  appliquer  aux  deux  points  O 
et  Ov  deux  forces  quelconques  f  et  — f  égales  et  directement 
opposées;  les  composantes  TJ  etZv  des  réactions  deviennent  alors 
7J -f-/,  Tl'  —  f\  l'une  d'elles  peut,  par  un  choix  convenable  dey, 
prendre  une  valeur  arbitraire,  zéro  par  exemple. 

Nous  développerons  les  équations  précédentes  en  remplaçant  les 
dérivées  secondes  des  coordonnées  par  leurs  valeurs  en  fonction 
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de  to.  Nous  avons  déjà  obtenu 


dx 
~di 

nous  en  déduisons 

d1  t  .  du 


dr- 


co-.r 


dt 


y* 


<lv 
~dt 


dty 

dt* 


=  X(x>, 


dz 
dt 


=  o  : 


y 


10 


d7 


a?. 


et  nos  formules  deviennent 


(0 


o  =  Z'  +  Z"+Vz, 

—  w2  ^  m xz -j-  2,  m yz  —  Xj (  3 X  —  xZ)  -+-  hX". 

Les  sommes  qui  entrent  dans  les  formules.précédentes  varient 
avec  le  temps;  Ii/nx,  par  exemple,  a  pour  valeur  M'£,  £  étant 
l'abscisse  du  centre  de  gravité.  Pour  calculer  les  autres  sommes, 
on  imagine  un  système  d'axes  (O,  x\ y' 1  z1)  entraîné  avec  le  corps 
solide,  O  z1  coïncidant  avec  0,5,  et  xO  x'  étant  égal  à  o.  On  a  pour 
formules  de  transformation 


x  =  x  coscp  — y  sin<f, 
y  = ■  x'  sincp  -h^'coscp. 

z  —  z', 


d'où  l'on  déduit 


Zmyz  —  sin  cp  S  mx' z'  -^  coscûS  my'  z' , 
Y*mxz   =  eos<pEm,a?'.s'  —  sin  cp£/?i  j/s'  ; 

et  les  sommes  qui  entrent  dans  les  seconds  membres  de  ces  der- 
nières équations  sont  indépendantes  du  temps. 

Cas   particulier.    —  Les  formules  se  simplifient  quand   l'axe 
de  rotation   est  axe  principal  d'inertie   par  rapport  au  centre  de 


G    ** 


80  DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES 

gravité.  On  a,  en  effet,  dans  ce  cas 

"Lrnx  —  o,         S/nj  =  o,         I.niccz  =  o,         Itmyz—o. 

Les  équations  qui  donnent  les  réactions  deviennent  alors 

X'  +  X"+SX  =0,         Y'  +  Y"r+2Y  =  o,         Z'-bZ"-h2Z  -  o, 
2(j/Z  —  zY)  —  hY'=o,         Z(zX  —  xZ)~  ftX"=o, 

équations  de  même  forme  que  les  cinq  premières  conditions 
d'équilibre  (n°  110).  La  dernière  condition  d'équilibre  n'est  pas 
remplie,  car  N  —  2(.rY  — j^X)  n'est  pas  nul  :  cette  quantité  est 

égale  à  M/r2-^-- 

Pour  interpréter  géométriquement  ce  résultat  (fig.  201  ),  fai- 
sons la  réduction   à   l'origine'  des   forces   extérieures  F(X,  Y,  Z) 


qui  agissent  sur  le  corps,  nous  aurons  une  résultante  générale 
R(2X,  2  Y,  SZ)  et  un  couple  d'axe  OH;  décomposons  ce  couple 
en  deux  dont  l'un  a  un  axe  ON  dirigé  suivant  Oz,  et  l'autre  un 
axe  OK  perpendiculaire  à  O z.  Si  l'on  supprimait  le  couple  ON, 
en  soumettant  le  corps  seulement  à  la  résultante  générale  R  et  au 
couple  d'axe  K,  le  corps  supposé  immobile  serait  en  équilibre,  et 
les  réactions  de  l'axe  auraient  certaines  valeurs  Q'  et  Q7.  Si  main- 
tenant on  lance  le  corps  avec  une  vitesse  angulaire  initiale  quel- 
conque, et  si  l'on  fait  agir  le  couple  N,  le  corps  se  meut,  mais  les 
réactions  de  l'axe  restent  ce  qu'elles  étaient  dans  l'équilibre. 

Remarque.  —  Les  formules  (1)  montrent  quel  intérêt  il  y  a, 
dans  une  machine,  à  ce  que  les  pièces  tournantes,  comme  les 
volants,  tournent  autour  d'un  axe  principal  relatif  au  centre  cle 
gravité.  Car,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  le  carré  de  la  vitesse  angulaire 
figure  dans  les  valeurs  des   réactions;    dès  lors,  quand  la  vitesse 
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angulaire  devient  grande,  les  réactions,  et  par  suite  les  pressions 
sur  Taxe,  deviennent  très  grandes  et  peuvent  amener  des  ruptures 
ou  des  arrachements  de  l'axe. 

361.  Axes  permanents  et  axes  spontanés  de  rotation.  —  Reve- 
nons maintenant  au  cas  où  l'axe  de  rotation  est  quelconque,  et 
supposons  d'abord  que  les  forces  données  admettent  une  résul- 
tante unique  passant  par  le  point  O.  On  aura  alors 

S^Z  —  *Y)=  E(sX-  a?Z)  =  2(a?Y—  yX)  =  o. 

Les  équations  deviennent 

/  -w22/?^     -SX  +  X'+X", 

l—  tà*2my    =SY  +  Y'  +  Y", 

(i)  o-SZ+Z'  +  Z". 

0)2  2  myz  =-/iY", 
—  là^'Lmxz  =       hX", 

w  étant  la  vitesse   angulaire  de  rotation  qui,  dans   ce    cas,   est 

da> 
constante,  car -y-  =  o. 
7  dt 

Cherchons  s'il  peut  arriver  dans  ces  conditions  que  la  réaction 
de  O"  soit  nulle  ;  il  faudrait  pour  cela  que  l'on  eût 

X"=o,         Y'=o,         Z"=o, 
c'est-à-dire 

'Lmyz  —  o,         2,mxz  =  o, 

ou  enfin  que  l'axe  de  rotation  fût  axe  principal  d'inertie  par  rap- 
port au  point  O. 

Supposons  ces  conditions  réalisées  :  la  réaction  du  point  O" 
est  nulle.  Ce  point  n'exerçant  aucune  action  sur  le  corps  solide, 
on  peut  le  supprimer,  c'est-à-dire  rendre  ce  solide  libre  en  O"  sans 
rien  changer  à  la  nature  du  mouvement.  On  peut  donc  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

I.  Si  un  corps  solide,  mobile  autour  d'un  point  fixe,  est 
soumis  à  des  forces  extérieures  admettant  une  résultante  qui 
passe  par  ce  point,  et  si  ce  corps  commence  à  tourner  autour 
d'un  axe  principal  d  inertie  pour  le  point  fixe,  il  continuera 
indéfiniment  à  tourner  autour  de  cet  axe,  avec  une  vitesse 
angulaire  constante. 

A.,  II.  6 
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C'est  en  raison  de  cette  propriété  que  les  axes  principaux 
d'inertie  sont  parfois  appelés  axes  permanents  de  rotation. 

Supposons  maintenant  qu'il  n'y  ait  aucune  force  donnée  appli- 
quée au  corps.  Dans  les  équations  ci-dessus  (2),  on  aura 

2X=SY=SZ  =  o. 

Peut-il  arriver  alors  que  la  réaction  du  point  O  soit  nulle  en  même 
temps  que  celle  de  O"?  Il  faut,  pour  réaliser  cette  circonstance, 
joindre  aux  conditions  précédentes  les  équations 

^Ainx  =  o,         2mjK=o; 

l'axe  de  rotation  est  alors  un  axe  principal  de  l'ellipsoïde  central. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  le  résultat  suivant  : 

II.  Si  un  corps  solide  entièrement  libre,  qui  n'est  sollicité 
par  aucune  force  extérieure,  commence  à  tourner  autour  d' un 
axe  principal  de  V ellipsoïde  central  d'inertie,  il  continuera 
à  tourner  autour  de  cet  axe  d1  un  mouvement  uniforme . 

Cette  propriété  a  fait  donner  aux  axes  de  l'ellipsoïde  central  le 
nom  &  axes  spontanés  de  rotation. 

Remarque.    —   Les  résultats  qui   précèdent   peuvent  être    généralisés 
comme  il  suit  : 

i°  Supposons  que  les  forces  données  se  réduisent  à  une  résultante  pas- 
sant par  O  et  à  un  couple  dont  l'axe  est  dirigé  suivant  Oz.  Alors  w  n'est 
plus  constant,  et  il  faut,  pour  déterminer  les  réactions,  se  reporter  aux 
équations  (1)  où  l'on  ferait 

2(jkZ  —  zY)  =  2(2X-  jcZ)  =  0. 

On  trouvera   encore   que   les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  la  réaction  de  O"  soit  nulle  sont 

*Z  Cù^+^ÀO  2mxz  =  o,         Z?nyz  =  o. 

En  effet,  ces  conditions  sont  d'abord 

-  ta*^mxz  —  -^  ^myz  =  o, 
équations  linéaires  et  homogènes  en  Zmyz,  Zmxz  dont  le  déterminant 


! 
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to*-h  (  —j-  )    est  différent  de  zéro,  du  moment  que  le  corps  est  en  mouve- 
ment. On  en  tire  donc,  pour  Y>myz  et  Z/nxz,  des  valeurs  nulles. 

•>.°  De  même,  si  l'on  suppose  que  les  forces  données  appliquées  au  corps  se 
réduisent  uniquement  à  un  couple  d'axe  parallèle  à  Os,  il  faut  et  il  suffit, 
pour  que  les  réactions  des  points  O  et  0"  soient  nulles  toutes  deux,  que 
l'axe  Oz  soit  un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité. 

362.  Pendule  composé.  —  Le  pendule  composé  est  constitué 
par  un  corps  solide  pesant  pouvant  tourner  librement  autour  d'un 
axe  horizontal  fixe. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  z  Yaxe  de  suspension  autour 
duquel  peut  tourner  le  corps,  et  pour  plan  des  xy  le  plan  vertical 
qui  contient  le  cercle  décrit  par  le  centre  de  gravité  G,  l'axe 
des  x  étant  la  verticale  dirigée  vers  le  bas. 


Soit,  à  l'époque  t)  9  l'angle  que  fait  la  droite   OG  avec  la  ver- 
ticale Ox;  la  vitesse  angulaire,  à  cet  instant,    est 


et  l'éauation  du  mouvement 


dm 


MÂr2^  =  2(^Y"^X); 


le  second  membre,  somme  des  moments  des  poids  par  rapport  à 
Oz,  est  le  moment  — Mg/sinQ  du  poids  total  appliqué  au  centre 
de  gravité  dont  l'ordonnée  esty  =  /sin9. 

dû 

dt 


En  remplaçant  co  par  ^>  nous  avons  donc  l'équation 


d^  gl  .   n 

^=-Iîsin0- 
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Comparons  cette  équation  à  celle  du  mouvement  d'un  pendule 
simple  de  longueur  /',  savoir 

Nous  voyons  que  le  mouvement  du  pendule  composé  est  le 
même  que  celui  d'un  pendule  simple  dont  la  longueur  serait 

1  -  V 

Ce  pendule  simple  est  appelé  le  pendule  synchrone  du  pendule 
composé. 

Si,  sur  la  droite  OG,on  porte  une  longueur  00'=  /',  le  point  O' 
du  corps  solide  oscille  comme  s'il  était  détaché  du  corps  et  relié 
au  point  O  par  un  fil  sans  masse.  Désignons  par  p  le  rayon  de 
gyration  du  corps  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  Os  et  passant 
par  le  centre  de  gravité,  nous  aurons  (317) 

ou,  en  tirant  k2  et  portant  dans  la  valeur  de  /', 


de  là  résulte  que  00'  est  toujours  plus  grand  que  OG  et  que  les 

p2 
distances  OG,  O'G  qui  ont  respectivement  pour  valeurs  /  et  y 

sont  liées  par  la  relation 

OGx  0'G  =  p2; 

l'axe  mené  par  O'  parallèlement  à  l'axe  de  suspension  a  reçu  de 
Huygens  le  nom  à1  axe  d 'oscillation.  Tous  les  points  de  cet  axe 
oscillent  comme  s'ils  étaient  détachés  du  corps  et  reliés  par  des 
fils  sans  masse  à  l'axe  de  suspension.  La  formule  précédente  montre 
que  l'axe  d'oscillation  et  l'axe  de  suspension  sont  réciproques.  De 
sorte  que,  si  l'on  suspendait  le  corps  par  l'axe  d'oscillation, 
l'ancien  axe  de  suspension  deviendrait  le  nouvel  axe  d'oscillation. 

Théorème  de   Huygejvs.  —  Si,  dans   un  plan  passant  par  le 
centre  de  gravité,  de  part  et  d'autre  de  ce  point,   on  a  deux 
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axes  parallèles,  inégalement  distants  du  centre  de  gravité,  et 
pour  lesquels  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  est  la 
même,  cette  longueur  est  précisément  égale  à  la  distance  des 
deux  axes. 

Si,  en  effet,  l  et  l\  sont  les  distances  du  centre  de  gravité  aux 
deux  axes  supposés  O  et  0(  et /' la  longueur  commune  du  pendule 
synchrone,  on  a 

l'=l+?l  et  /'=/1+p!, 

I  l\ 

la  comparaison  de  ces  équations  donne 
d'où,  en  supprimant  la  solution  /  =  /, , 

i  -l" 

la  distance  des  deux  axes  l-\-  l\  est  donc  bien  égale  à  la  longueur 
/  +  Y  du  pendule  synchrone;  l'un  des  axes  étant  pris  pour  axe 

de  suspension,  l'autre  est  l'axe  d'oscillation. 

C'est  sur  ce  principe  qu'est  fondé  le  pendule  réversible  de  Rater 
employé  en  Géodésie.  Ce  pendule  est  un  solide  de  révolution, 
formé  de  deux  cylindres  aplatis  reliés  par  une  tige  creuse  :  per- 
pendiculairement à  cette  tige,  et  symétriquement  par  rapport  au 
milieu  de  la  tige,  sont  fixés  deux  couteaux  d'agate,  autour  desquels 
le  système  doit  alternativement  osciller.  L'un  des  cylindres  est 
vide,  l'autre  est  rempli  de  plomb,  de  sorte  que  le  centre  de  gravité 
est  situé  plus  près  de  l'un  des  couteaux  que  de  l'autre  :  d'après  le 
théorème  d'Huygens,  on  peut  régler  les  masses  de  manière  que  la 
durée  d'oscillation  soit  la  même  autour  des  deux  axes,  et  cette 
durée  commune  est  celle  d'un  pendule  simple  ayant  pour  longueur 
la  distance  des  arêtes  des  couteaux. 

On  donne  au  pendule  une  forme  extérieure  symétrique  par 
rapport  au  milieu  de  la  tige  pour  que  la  résistance  de  l'air  soit  la 
même  quand  le  pendule  oscille  autour  de  l'un  ou  de  l'autre  des 
couteaux.  Dans  ces  conditions,  si  les  durées  des  oscillations  dans 
l'air  sont  égales  autour  des  deux  couteaux,  elles  seraient  encore 
égales  dans  le  vide;  mais  la  durée  commune  des  oscillations  serait 
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un  peu  plus  courte  dans  le  vide  que  dans  l'air,  comme  on  l'a  déjà 
vu  pour  le  pendule  simple  (n°  249). 

Réactions  de  l'axe  dans  le  mouvement  du  pendule  composé.  — 
Plaçons-nous  dans  le  cas  particulier  où  le  pendule  composé  est  symétrique 
par  rapport  au  plan  xOy  dans  lequel  oscille  le  centre  de  gravité.  L'axe 
de  suspension  est  alors  un  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  0,  puisque 
le  plan  xOy  est  un  plan  de  symétrie  pour  l'ellipsoïde   d'inertie  en  O.  On 

a  donc 

S  mxz  =  o,  21  m  yz  =  o. 

On  peut  prévoir,  par  raison  de  symétrie,  que  la  réaction  de  l'axe  de 
suspension  sur  le  pendule  peut  alors  être  réduite  à  une  force  unique  Qf 
appliquée  en  O  et  située  dans  le  plan  xOy  :  c'est  ce  qu'il  est  facile  de 
vérifier  en  appliquant  les  formules  générales  précédentes  (i).  En  effet, 
admettons,  pour  un  moment,  que  la  réaction  se  compose  d'une  force 
Q'(X',  Y',  Z')  appliquée  en  O,  et  d'une  force  Q"(X",  Y",  Z")  appliquée  en 
un  point  0"  de  Oz  à  la  distance  h  de  0.  La  seule  force  directement  appli- 
quée étant  le  poids  M  g  en  G,  on  a  ici  {Jîg.  2o3) 

2X  =  M^,         2Y  =  o,         2Z  =  o, 


où  les  deux  dernières  formules  sont  évidentes,  car  le  poids  Mg  est  dans 
le  plan  xO y.  Les  formules  (i)  donnent  alors,  en  y  remplaçant  Zmx 
par  M£  et  l,my  par  Mv), 


(3) 


~dt 
dm 


ï)  =  X/+XffH-M^, 


—  W2  M  5 

—  u)2 M 7)  h-  ~M\  =Y'  +  Y", 


dt 


h  Y*, 


Z' 


+-Z". 
kX". 


CHAPITRE    XIX.    —     DYNAMIQUE    DU  -CORPS    SOLIDE.  87 

Les  deux  dernières  montrent  que  X"  et  Y"  sont  nuls;  les  deux  compo- 
santes Z'  et  Z"  dirigées  suivant  0-3  ayant  une  somme  nulle  sont  égales  et 
directement  opposées,  et  peuvent  être  supprimées,  ce  qui  revient  à  faire 
Z'  =  o,  Z"  =  o.  Alors  la  réaction  Q"  est  nulle  et  la  réaction  Q'  est  dans  le 
plan  xOy  où  elle  a  pour  composantes  suivant  les  axes  Ox  et  Oy  les 
quantités 

Y'  =  — w*MïîH-^M£. 

at 

Calculons  les  composantes  Xi  et  Yi  de  la  réaction  Q'  suivant  la  direc- 
tion OG  et  la  direction  perpendiculaire  OP  dans  le  plan  xO  y  (fig*  2o3); 
on  aura 

Xt=  X'cosO  -+-  Y'sinÔ, 

Yj  =  X'sin6  —  Y'cosG. 

D'autre  part,  comme 

l  =  |  cos6  -h  »]  sin6, 

o  =  \  sinG  —  t\  cosô, 
les  formules  (4)  donnent  alors 

X,=— Mw2/  — M^cosô, 
Yi  =  —  M^l  —  M^sinO. 

Mais,  d'après  l'équation  du  mouvement 

du  gl    . 

_=__s,n6, 

et  d'après  le    théorème  des   forces   vives  (fournissant  une  intégrale  pre- 
mière de  cette  équation),  on  a 


Donc,  enfin 


Xi=— M^y^-hi 

Yi  =  M^(~- 


Comme  P-  =  /c2  —  p25  la  composante  Yt  suivant  OP  est  toujours  de  signe 
contraire  à  sinO  ;  elle  serait  nulle  si  le  corps  solide  était  réduit  à  un  point, 
c'est-à-dire  si  le  pendule  était  simple;  car,  dans  ce  cas,  /2  =  /<:2.  Ce  dernier 
résultat  est  évident,  car,  dans  un  pendule  simple,  la  réaction  du  point 
d'attache  est  égale  et  opposée  à  la  tension  du  fil  sur  ce  point. 
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363.    Étude  de  la  variation  de  la  longueur  du  pendule  simple 
synchrone  quand  on  déplace  l'axe  de  suspension  dans  un  corps 

donné.  —  La  formule  V •=.  I  -f-  K  permet  tout  d'abord   d'étudier 

les  variations  de  la  longueur  du  pendule  synchrone  quand  l'axe  de 
suspension  se  déplace  dans  le  corps  parallèlement  à  lui-même; 
l'expression  même  de  cette  longueur  montre  que  V  a  un  minimum 

lorsque  les  deux  termes   /  et  *-=■  sont  égaux,  c'est-à-dire   lorsque 

l'axe  de  suspension  est  à  une  distance  du  centre  de  gravité  égale 
au  rayon  de  gyration  p,  et  cette  valeur  minimum  est  égale  à  2  p. 
Si  l'on  se  donne  la  longueur  /'  supposée  plus  grande  que  20,  il 
existe  deux  valeurs  correspondantes  de  /;  les  axes  de  suspension 
parallèles  à  la  direction  considérée,  pour  lesquels  le  pendule 
simple  synchrone  a  la  même  longueur  /;,  engendrent  donc  deux 
cylindres  de  révolution  dont  l'axe  commun  passe  par  le  centre  de 
gravité. 

Prenons  maintenant  des  axes  de  suspension  quelconques.  Pour 
voir  comment  varie  la  longueur  V  du  pendule  simple  synchrone, 
rapportons  le  corps  aux  axes  de  l'ellipsoïde  central  d'inertie  : 
l'équation  de  cet  ellipsoïde  est 

AX2-h-BY2-f-GZ2=i. 

Désignons  par  a,  (3,  y  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  de  suspen- 
sion A,  et  par  /  sa  distance  au  centre  de  gravité,  c'est-à-dire  à 
l'origine  choisie.  Le  moment  d'inertie  Mp2  du  système  par  rap- 
port à  la  parallèle  A;  à  l'axe  de  suspension  menée  par  le  centre  de 

gravité  est  (318) 

Mp2=Aa2H-Bp2-+-Cf!. 

On  a  donc  pour  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone 

.,       .       Aa2+BS2+Gv2 

l=l  + m 

A  l'aide  de  cette  formule,  on  peut  étudier  le  complexe  formé 
par  les  axes  pour  lesquels  le  pendule  simple  synchrone  a  une  lon- 
gueur donnée.  Cette  étude  est  faite  dans  un  Mémoire  de  M.  Bô- 
klen  (C  relie,  t.  93)  dont  on  trouvera  quelques  résultats  impor- 
tants indiqués  dans  l'exercice  5  à  la  fin  du  Chapitre. 
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364.  Machine  d'Atwood.  —  Un  treuil  homogène  mobile  autour  d'un 
axe  horizontal  porte,  enroulé  en  sens  inverse  sur  chacune  de  ses  deux, 
roues,  un  fil  flexible  et  sans  masse.  Ces  fils  supportent  deux  masses 
pesantes  m  et  m'  (fig.  204 );  nous  nous  proposons  d'étudier  le  mouvement 
de  cet  ensemble. 

Les  forces  données  sont  les  poids  mg,  m' g,  Mg  des  masses  suspendues 
et  du  treuil;  les  forces  de  liaisons  sont  les  tensions  T  et  —  T  du  fil  Am, 
et  les  tensions  T',  —  T'  du  fil  A' m';    il  y  a  de  plus  les  réactions  de  l'axe. 

Fig  204. 


Comptons  les  rotations  positivement  de  l'axe  Ox  vertical,  dirigé  vers  le 
bas,  vers  l'axe  O y,  et  désignons  par  co  la  vitesse. angulaire,  x  la  distance 
km,  x'  la  distance  A'  m' ,  R  et  R'  les  deux  rayons  OA  et  OA'. 

Ce  système  est  à  liaisons  complètes,  car  sa  position  dépend  uniquement 
de  l'angle  dont  tourne  le  treuil;  de  plus,  on  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de 
frottements.  Nous  obtiendrons  donc  l'équation  du  mouvement  en  appli- 
quant le  théorème  des  forces  vives  sous  la  forme  du   n°  346. 

La  force    vive   du   système  se  compose  de  celle  du  treuil  Mâ:2u)2,  et  de 

11        1  >        /dxy  ,/dx'y    _, 

celles  des  points  m  et  m  ,  m  (  -7—  I    et  m  f  —=—  j  •  D  autre  part,  les  travaux 

des  poids  des  deux  points  m  et  m!  sont  mg  dx  et  m! g  dx' ;  le  travail  du 
poids  du  treuil  est  nul,  car  le  centre  de  gravité  du  treuil  est  immobile. 
Les  travaux  des  forces  de  liaison  ont  une  somme  nulle.  On  a  donc 


dl- 

2 


M*2(o2-l-m(^J 


/  dx\2  ,  /  dx' 


m'{^ï] 


mg  dx  -+-  m  g  dx' 


Les    poids  m  et  m!  ont   d'ailleurs   mêmes   vitesses   respectives  que  les 
points  du  treuil  qui  sont  en  A  et  A';  donc 


dx 

——  =  K  to 
dt 


dx' 
~di 


=  —  R'u>. 


En  substituant,  on  a  l'équation  du  mouvement. 
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Nous  obtiendrons  aussi  cette  équation  en  appliquant  le  théorème  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  l'axe  du  treuil.  La 
somme  des  moments  des  forces  se  réduira  à  la  somme  des  moments 

ing  R  —  ni  g  Pi 

des  poids  mg',  m' g;   les  moments  des  autres  forces  disparaissent   d'eux- 
mêmes. 

D'autre  part,  la  somme  des  moments  des  quantités  de    mouvement  du 
treuil  est  M/r2w,  celle  relative  aux  points  m,  ni  est 

RCtX  ,  _  ,  (XX 

dt  dt  ' 

nous  avons  donc  l'équation 

(M^io  +  mR|-m'R'y]  =  mgR  —  ,n'gK, 


d_ 
dt 


doc       dx' 
qui  donne,  en  remplaçant  -=-  et  —y-  par  Rw  et  —  R'w, 

7 

^(M^+mRî+»i'R'î)  =  m^R-  tn'gR'; 

d  ou,  pour  —,  la  valeur  constante 

diû  mR  —  jn'R' 

~dt  ~~  g  M  A* -h  mR2+  m'R'2" 

t  -w  tï    ^  rw   ^W       1  /  1 

Les  accélérations  R  — r-  >  —  R  — 7-  des  points  ni,  ni  sont  donc  constantes, 
dt  dt  v  '  ' 

et    les   mouvements    de    ces   points   sont   uniformément   variés.    On    voit 
d'ailleurs  immédiatement  que  leurs  accélérations  sont  moindres  que  g. 

Pour  calculer  la  tension  T  du  fil  km,  nous  écrirons  l'équation  du  mou- 
vement de  m 

&x 

mdïï=mï-T' 
qui  donne 


on  aurait  de  même 


tw(,+  r'*). 


Cherchons  enfin  les  réactions  de  l'axe  du  treuil.  On  peut  admettre  que, 
à  cause  de  la  symétrie,  les  réactions  de  l'axe  se  réduisent  à  une  force 
unique  Q  appliquée  en  O  et  normale  à  l'axe.  Appliquons  au  treuil  le 
théorème  du    mouvement  du    centre    de   gravite,  lorame  ce  point   reste 
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immobile,  il  faut  que  les  forces  extérieures  au  treuil,  appliquées  au  treuil, 

Q,  I\]£,  T,  T,  transportées  au  point  O,  se  fassent  équilibre;   il  en  résulte 

que  la  réaction  des  appuis  sur  l'axe  est  verticale,  dirigée  vers  le  haut,  et  a 

pour  valeur 

Q  =  M^-+-T-i-T', 

c'est-à-dire 

(mTi  —  m'R'y 


Q  =  (M  -+-  m -h  m')g  — 


M  £2  -+-  m  R2  H-  m!  R' 


2  b  1 


cette  réaction,  toujours  moindre  que  la  somme  des  trois  poids,  ne  lui  serait 
égale  que  si  l'on  avait 


;?iR  =  m'R' 


auquel  cas  le  mouvement  serait  uniforme  puisqu  on  aurait  —rr  —  o. 

Nous  remarquerons  qu'ici  le  treuil  tourne  autour  d'un  axe  principal 
d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité;  il  en  résulte,  comme  nous  l'avons  vu, 
que  la  réaction  des  appuis  est  donnée  par  les  formules  que  l'on  obtient  en 
négligeant  le  couple  dont  l'axe  est  parallèle  à  l'axe  de  rotation,  ce  qui 
donnerait  immédiatement  la  valeur  de  Q. 


II.   —  MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE  PARALLELEMENT 
A  UN  PLAN  FIXE. 

365.  Généralités.  —  Dans  les  exemples  précédents  entrent  des 
solides  dont  les  points  sont  assujettis  à  se  déplacer  parallèlement 
à  un  plan  fixe.  Supposons,  d'une  manière  générale,  un  solide 
assujetti  à  se  déplacer  de  cette  façon  :  par  exemple,  un  cylindre 
reposant  par  sa  base  sur  un  plan  fixe;  chaque  point  du  corps  décrit 
alors  une  trajectoire  située  dans  un  plan  fixe  parallèle  au  plan 
fixe  donné.  En  particulier,  si,  par  le  centre  de  gravité,  dans  sa 
position  initiale,  on  mène  un  plan  xOy  parallèle  au  plan  fixe,  le 
centre  de  gravité  restera  dans  ce  plan  :  il  en  sera  de  même  de  tous 
les  points  du  corps  qui,  à  l'instant  initial,  se  trouvaient  dans  ce 
plan.  Représentons  la  section  S  du  corps  par  le  plan  xOy;  pour 
déterminer  la  position  du  corps,  il  suffit  évidemment  de  connaître 
la  position  de  cette  section  S,  c'est-à-dire  les  coordonnées  £  et  r\ 
du  centre  de  gravité  G  (ftg.  2o5)  par  rapport  aux  axes  fixes  Ox 
et  Oy,  et  l'angle  8  que  fait  un  rayon  G  m  invariablement  lié  au 
corps  avec  l'axe  Ox. 

Le  corps  solide  étant  supposé  sollicité  par  des  forces  extérieures 
dont  nous  appellerons  X,,  Y,  ;  X2,  Y2,  ...  les  projections  sur  les 
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axes  Ox  et  Oyy  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
donne  d'abord  les  deux  équations 

d2 £  d2 r 

dt2  '  dt2 

les  sommes  S  étant  étendues  à  toutes  les  forces  extérieures. 


.y 


Fig.  2 

o5. 

y 

^C 

>* 

Cï 

X  " 

Par  le  centre  de  gravité  G  menons  des  axes  Gx'  et  G  y'  paral- 
lèles aux  axes  fixes,  et  appelons  x\  y'  les  coordonnées  d'un  point 
du  corps  par  rapport  à  ces  axes,  MA-2  le  moment  d'inertie  du 
corps  par  rapport  à  un  axe  Gz'  perpendiculaire  au  plan  x'Gy'. 
Le  mouvement  relatif  du  corps  par  rapport  aux  axes  Gx'y'z'  est 

une   rotation    de   vitesse    angulaire  -j-  autour  de  Gz'.   Comme   le 

théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  s'applique  au 
mouvement  autour  de  G,  on  a  l'équation 


I 


M/^^^Y-j'X), 


que  l'on  obtiendrait  aussi,  comme  dans  le  n°  3o9,  en  appliquant 
le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  relatif  autour  du 
centre  de  gravité. 

Telles  sont  les  trois  équations  qui  déterminent  £,  tj,  9  en  fonc- 
tions de  t.  Parmi  les  combinaisons  de  ces  équations  pouvant  rem- 
placer l'une  ou  l'autre  d'entre  elles,  mentionnons  : 

i°  L'équation  obtenue  en  appliquant  le  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  l'axe  fixe  Oz  perpen- 
diculaire au  plan  xOy.  D'après  un  théorème  que  nous  avons 
démontré,  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des 
différents  points  du  corps  par  rapport  à  Os  est  égale  au  moment 
de  la  quantité  de  mouvement  de  la  masse  totale  supposée  concen- 
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trée  au  centre  de  gravité  M^^  —  q^)'   plus  la  somme  MA'2  -^ 

des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  J'axe  Gz', 
cette  dernière  somme  étant  calculée  dans  le  mouvement  relatif 
autour  de  G.  On  a  donc  l'équation 


dt 


[«(«£-*3H*S]-*<-wi)' 


2°  L'équation  obtenue  en  appliquant  au  mouvement  absolu  le 
théorème  des  forces  vives.  D'après  le  théorème  de  Kœnig  (n°  350), 
la  force  vive  totale  est  égale  à 


u[( 


\dt]         \dt  )   \  \dt]    ' 

on  a  donc  l'équation 

car  dz  est  nul  pour  tous  les  points. 

En  appelant  I  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  un 
axe  perpendiculaire  au  plan  xO y,  et  passant  par  le  centre  instan- 
tané de  rotation  de  la  figure  plane  S,  on  peut  dire  aussi  que  la 

T  /  d§  \ 2  ,  ,  A  .  . 

force  vive  est  1  (  -y-  1  j  car  les  vitesses  sont  les  mêmes  que  si  le  corps 

tournait  autour  de  cet  axe  instantané  :  mais  l'axe  considéré  se 
déplaçant  dans  le  corps,  I  est  variable. 

Remarque.  —  11  peut  exister  d'autres  liaisons,  outre  celles 
qui  assujettissent  le  corps  à  se  déplacer  parallèlement  au  plan 
fixe  xOy  :  les  forces  provenant  de  ces  liaisons  figurent  alors  dans 
les  seconds  membres  de  certaines  des  équations  précédentes,  et  il 
faudra  les  éliminer.  Cependant,  si  les  liaisons  sont  indépendantes 
du  temps  et  réalisées  sans  frottement,  les  forces  de  liaison  ne 
figurent  pas  dans  l'équation  des  forces  vives  (5). 

Si  l'on  a  plusieurs  corps  solides  mobiles  parallèlement  à  un  plan 
fixe,  on  pourra  appliquer  à  chacun  d'eux  les  équations  précé- 
dentes et  éliminer  ensuite  les  réactions  mutuelles  des  corps,  ou 
appliquer  les  théorèmes  généraux  à  l'ensemble  de  ces  corps.  On 
verra  dans  les  exemples  suivants  comment  on  peut  résoudre  ces 
sortes  de  questions. 
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36G.  Exemple  I.  —  Une  barre  matérielle  de  longueur  il  (fig.  206), 
et  de  masse  M,  est  assujettie  à  glisser  sans  frottement  sur  un  plan 
horizontal  :  les  éléments  de  la  barre  sont  attirés  par  un  axe  fixe  Gx 
proportionnellement  aux  masses  et  aux  dislances. 

Soient  \,  t\  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  barre  AB,^l'or- 

Fig.  206. 


donnée  mp  d'un  élément  de  masse  m\  la  force  F  agissant  sur  cet  élément 
est  dirigée  suivant  mp  et  proportionnelle  à  cette  distance  et  à  m;  donc 

X  =  o,         Y  =  -f*my,         SY^-^S/n/^-M/^. 
Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  donnent  donc 


dt* 


=  0'        dF^S^ 


£  =  at  -+-  b,         i)  —  A  sin(/^  -b  a), 

et,  en  éliminant  t,  on  a  pour  la  trajectoire  du  point  G  une  équation  de  la 

forme 

7)  =  À  sin(X£  4-  n), 

X  et  [a  désignant  des  constantes  :  cette  courbe  a  la  forme  d'une  sinusoïde. 

Soient  Gx\  G  y'  des  axes  parallèles  aux  axes  fixes  menés  par  G;  6  l'angle 
BGx\  et  r  le  rayon  Gm  compté  positivement  de  G  vers  B,  négativement 
de  G  vers  A. 

On  a,  en  appelant  x' ,  y'  les  nouvelles  coordonnées  du  point  m, 


x  =  £  -+-  x', 


y 


■y 


Y=-f*m(rl+y'). 


Le  théorème  des  moments  des  quantité  sde  mouvement  appliqué  au  mou- 
vement relatif  autour  du  centre  de  gravité  donne 

d2ô 

M**—  =  2(x'Y-y'X)=-pï,mx'(r]  +  /), 

où  MA2  est  le  moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  au  point  G.  En 
séparant  la  dernière  somme  en'  deux  parties,  on  voit  que  la  première 
Zmx't}  =  r^mx'  est  nulle,  car  l'origine  mobile  est  le  centre  de  gravité; 
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la  deuxième  devient,  en  passant  aux  coordonnées  polaires, 

x' —  /- cosO,        ty'=rsinO, 
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S  m  a?' 7' 


SfliH  sinO  cosO  =  M/:2  sin6  cosG, 
Donc  l'équation  est,  après  division  par  M  k-, 

(6) 


-— -  =  —  /2sin  0  cos1 
df2  J 


L'intégration  et  la  discussion   de  cette  équation  sont  analogues    à  celles 
de  l'équation  du  pendule  simple,  comme  on  le  verrait  en  faisant  26  =  9. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  du  mouvement  par  2-r 
et  intégrant,  on  a 

to  désignant  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire  pour  6  =  o.  Il  y  aura  oscilla- 
tion de  part  et  d'autre  de  Qx'  ou  mouvement  révolutif,  suivant  que  w2  es  t 
plus  petit  ou  plus  grand  quey*2.  Pour  to2=y2,  on  a 


^G 
dt 


=  /cos6,         tf  =  logtang  I-  +  -\ 


en  comptant  t  à  partir  de  l'instant  où  6  est  nul.  Alors  la  barre  tend  à  se 
placer  perpendiculairement  à  la  direction  Ox,  mais  elle  n'arrive  jamais  à 

cette  position,  car,  quand  8  tend  vers  -t  t  augmente  indéfiniment. 

Les  oscillations  définies  par  l'équation  (6)  sont  appelées  quadrantales 
par  Tait  et  Thomson  (Natural  Philosophy,  §  322). 

Exemple  II.  —  Mouvement  d'un  cercle  homogène  pesant,  assujetti  à 
rester  dans  un  plan  vertical  et  à  rouler  sans  glissement  sur  une  droite 
de  ce  plan.  —  Prenons  pour  axes  la  droite  donnée  Ox  et  sa  perpendicu- 

Fig.  207. 


laire  O  y   dirigée  vers   le   haut  dans   le  plan  donné,  et   désignons   par  a 
l'angle  de  Ox  avec  l'horizon.    Le   système  constitué  par  le  disque  mobile 
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est  à  liaisons  complètes;   sa  position  dépend  d'un  seul  paramètre,  l'angle 
ACB  =  0  dont  il  a  déjà  tourné,  ou  l'abscisse  OA  =  x  du  centre. 

On  peut  réaliser  cette  condition  d'un  roulement  sans  glissement,  soit 
à  l'aide  d'un  fil  tendu  sur  Ox  et  enroulé  sur  le  disque,  soit  en  munissant 
le  disque  et  la  droite  fixe  de  dents  très  petites.  Pour  exprimer  que  le 
disque  peut  seulement  rouler  sur  la  droite  sans  glisser,  on  dit  dans  cer- 
tains ouvrages  que  la  droite  est  parfaitement  rugueuse.  L'abscisse  x 
aura,  d'après  ce  qui  précède,  la  valeur 

x  =  RG, 

si  nous  supposons  que  le  point  B  a  primitivement  coïncidé  avec  0. 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  disque  sont  son  poids  Mg  appliqué  en  son 

centre  G,  et  la  réaction  oblique  Q  de  la  droite.  L'équation  du  mouvement 

nous  sera  donnée   par  le  théorème  des   forces  vives.  La  force  vive  totale 

/  dx  \  2 
est  la  force  vive  de  la  masse  totale  concentrée  en  G,  M  (  -j-  )  »  augmentée 

de    la    force    vive    dans    le    mouvement    autour    du    centre    de    gravité, 

MA2  (  -7-)  >  puisque  ce  mouvement  relatif  est  un  mouvement  de  rotation 

de  vitesse  angulaire --7- «Nous  avons  déjà  vu  que  le  travail  de  la  réaction 

est    nul   (n°162);    quant  au   travail   élémentaire    de    la    pesanteur,    c'est 
M  g  dx  sïrax;  nous  avons  donc 


x 
remplaçons  6  par  sa  valeur  —,  divisons  par  M  et  effectuons  la  diiïérentia- 

tion  indiquée  au  premier  membre,  nous  aurons,  en   résolvant  par  rapport 

,    d-x 
a  • — t~t  "> 
dt* 

d2x  sina 


d&       °  À-2 

I+R2 

Le  centre  du  disque  décrit  donc  une  parallèle  à  l'axe  des  x,  d'un  mou- 
vement uniformément  varié;  et  l'expression  ci-dessus  montre  que  son 
accélération  est  toujours  inférieure  à  g,  même  lorsque  la  droite  est 
verticale. 

Tout  ce  qui  précède  ne  suppose  pas  que  le  disque  soit  homogène,  mais 

seulement  que  le  centre  de  gravité  coïncide  avec  le  centre  de  figure.  Dans 

R2 
l'hypothèse   de  l'homogénéité,  nous   avons  trouvé   pour   k2  la  valeur  —  ; 
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nous  voyons  qu'alors  l'équation  du  mouvement  devient 

d2x        1 

Pour  calculer  les  projections  — F,  N  de  la  réaction   Q  sur  les  axes  Ox 
et  Oy,  nous  écrirons  les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité 


d*x 
M -T—  =  M^sina  —  F, 
dVl  h 


d2  v 
M  -ri-  =  — M^-cosa-H  N. 
dt2  ô 


d2 x  d2  y 

Remplaçant  —7—  par  sa  valeur,  et  remarquant  que  —r^-   est   nul,    nous 


aurons 

F  =  ^M^sina,  N  =  M#  cosa. 

La  réaction  est  donc  constante. 

Exemple  III.  —  Mouvement  d'un  double  cône  paraissant  remonter, 
quoique  descendant,  sur  un  plan  incliné.  (Resal,  Comptes  rendus, 
t.  CXI,  p.  54~.)  —  Soient  deux  droites  OD,  OD'  également  inclinées  sur 
l'horizon  et  formant  un  angle  10  dont  le  sommet  est  en  bas.  Sur  cet  angle, 
on  place  un  solide  formé  de  deux  cônes  homogènes  identiques  accolés 
par  la  base,  de  telle  façon  que  le  pian  de  la  base  coïncide  avec  le  plan  ver- 
tical £OÇ  mené  par  la  bissectrice  Ox  de  l'angle  DOD'.  On  demande  le 
mouvement  du  double  cône  en  supposant  qu'il  ne  .peut  que  rouler,  sans 

Fig.  208. 


glisser,  sur  les  deux  droites  OD  et  OD'.  Prenons  pour  plan  de  la  figure  le 
plan  vertical  mené  par  la  bissectrice  Ox  de  l'angle  DOD'  et  choisissons 
un  axe  OÇ  vertical  vers  le  haut,  un  axe  horizontal  0£.  Les  deux  droites 
OD,  OD',  servant  de  guides  au  double  cône,  se  projettent  sur  le  plan  de 
la  figure  suivant  Ox;  les  deux  points  par  lesquels  les  cônes  touchent  ces 
guides  se  projettent  en  T  ;  enfin,  les  sommets  des  deux  cônes  se  projettent 
sur  ce  môme  plan  en  un  point  G,  car  tout  l'appareil  est  symétrique  par 
rapport  au  plan  £OÇ. 

A.,  II.  7 
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Les  plans  tangents  aux.  deux  cônes  menés  respectivement  par  les  guides 
OD  et  OD'  font,  avec  le  plan  horizontal,  un  angle  constant  et,  par  suite, 
sont  fixes;  ces  deux  plans  se  coupent  suivant  une  droite  fixe  Om.  Pour 
que  le  double  cône  semble  remonter,  quand  on  l'abandonne  à  lui-même 
sans  vitesse,  il  faut  que  Om  soit  situé  au-dessous  de  0£  (comme  dans  la 
figure).  Nous  appellerons  i  l'angle  £0//i  que  fait  cette  droite  avec  l'hori- 
zon .  La  base  des  deux  cônes  est  un  cercle  constamment  tangent  à  la  droite 
O/w;  le  centre  C  de  cette  base,  qui  est  en  même  temps  le  centre  de  gra- 
vité de  l'appareil,  décrit  donc  une  droite  O'S  parallèle  à  Om. 

Si  l'on  considère  la  figure  plane  formée  par  la  base  mobile  dans  le  plan 
£  OÇ,  le  centre  instantané  de  rotation  est  en  T,  puisque  le  solide  roule  sur 
les  deux  guides.  La  droite  TG,  dont  nous  désignerons  la  longueur  par  r, 
est  donc  normale  à  la  trajectoire  du  point  C,  c'est-à-dire  à  la  droite  O'S. 
Si  l'on  appelle  5  la  longueur  O'C,  G  l'angle  dont  le  double  cône  a  tourné 
à   partir   d'une  position    déterminée,  la   vitesse   angulaire   de   rotation   du 

système  est  -j-j  et  comme  les  vitesses  sont  les  mêmes  que  si  le  système 

tournait  avec  cette  vitesse  angulaire  autour  du  centre  instantané  T,  on  a 
pour  la  vitesse  du  point  G 

K  '  dt  dt 

pendant  le  temps  dt,  le  point  G  vient  en  C',  T  en  T',  les  droites  TG  et  T'G' 
sont  parallèles  comme  normales  à  la  droite  O'S,  CC'  est  égal  à  ds;  si  par  G' 
on  mène  une  parallèle  G'E  à  Ox,  CE  est  égal  à  CT — G'T',  c'est-à-dire 
à  — dr.  Dans  le  triangle  rectangle  GG'E  on  a  donc,  en  appelant  X  l'angle 

en  G',  angle  qui  est  constant  comme  étant  égal  à  xOm, 

(2)  CC'  =  ds  =  r  dft  =  —  dr  cotX. 

Ces  conditions  géométriques    étant  posées,  appliquons  le   théorème  des 
forces  vives.  La  force  vive  est,  d'après  le  théorème  de  Kœnig, 

en  appelant  MA2  le  moment  d'inertie  des  deu.x  cônes  par  rapport  à  leur 
axe  ;  on  a  donc 

[M  /  dQ  \ 2 1 

—  (/■»+#»)(  —  J    \=—  MgdrsmicotX, 

car  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  de  liaison  est  nulle,  et 
le  travail  élémentaire  du  poids  M  g  est 

M^.CG'sint     ou     —  M^  dr  sini  cotX, 
d'après  la  relation  (2). 
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Appelons  /'0  la  valeur    initiale  de  r  et  intégrons  les  deux   membres  en 

•7A 
supposant  que  la  vitesse  initiale,  c'est-à-dire  la  valeur  initiale  de  -j-,  soit 

nulle.  Nous  aurons 

(3)  (ri+k2Hdt)    =  ^^(f^—^smicotl. 

dr 
d'où  enfin,  en  remplaçant  <i0  par  la  valeur cotX,  tirée  de  (2),  et 

désignant  par  (jl  la  constante  \f-ig  sin  j'tangX, 

^  dr t   /k*  +  r2 

comme  r  va  en  diminuant  à  partir  de  r0,  ainsi  qu'il  est  évident  géométri- 
q  uement  et  qu'on  le  voit  en  remarquant  que  la  quantité  sous  le  radical 
doit  être  positive,  il  faut  prendre  le  signe  — ;  donc  enfin 

(4)  "** jj.   T\/7^7> 

t  est  ainsi  exprimé  en  /-  par  une  intégrale  elliptique.  Quand  r  tend  vers 
zéro,  t  augmente  indéfiniment;  le  centre  de  gravité  G  tend  donc  vers  la 
position  limite  A  sans  jamais  l'atteindre.  D'après  les  relations  (2)  on  a 

—  =  —  dôtangA,         /-  =  r0e-9tansA, 

en  appelant  6  l'angle  dont  le  corps  tourne  à  partir  de  la  position  initiale. 
On  a  ensuite,  toujours  d'après  (2), 

s  —  50  =  (r0 —  r)  cotX  ; 

cette  dernière  formule  permet  de  transformer  la  relation  (4)  en  une  rela- 
tion entre  s  et  t  :  on  aurait  ainsi  une  formule  définissant  le   mouvement 
du  centre  de  gravité  G  sur  la  droite  O'S. 
La  vitesse  V  du  centre  de  gravité  est  donnée  par 

comme  on  le  voit,  d'après  (3).  Cette  vitesse  s'annule  dans  la  position  ini- 
tiale pour  /'  =  r0,  et,  dans  la  position  limite,  pour  r  =  o.  Elle  passe  donc, 
dans  l'intervalle,  par  un  maximum  aisé  à  calculer. 

Le  mouvement  de  la  base  des  cônes  dans  le  plan  ÇO  £  s'obtient  en  faisant 
rouler  la  spirale  logarithmique  r  =  r0e—  0 tangX  sur  ja  droite  0.r  :  c'est  ce 


ÏOO 
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qui  résulte  des  équations  précédentes.  (  Voir  une  Note  de  M.  Mannheim, 
Comptes  rendus,  3  novembre  1890;  une  Note  de  M.  de  Saint-Germain, 
Comptes  rendus,  1891,  et  un  article  de  M.  II.  Fleury,  Nouvelles  Annales, 
juin  i854.) 

On  trouvera  aux  exercices  (10)  l'indication  de  la  solution  d'un  problème 
analogue,  dans  lequel  le  double  cône  serait  remplacé  par  une  sphère. 

Exemple  IV.  —  Pendule  elliptique.  —  On  appelle  ainsi  le  système  de 
deux  points  pesants  M,  M1}  invariablement  liés  l'un  à  l'autre  par  une  tige 
sans  masse,  dont  l'un,  M,  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une 
droite  horizontale  Ox,  et  l'autre,  M1?  à  rester  dans  un  plan  vertical  xO  y. 

Nous  prendrons  pour  axe  desjK  une  verticale  dirigée  vers  le  bas. 

Les  forces  agissant  sur  M  sont  :  son  poids  mg,  la  réaction  normale  N 
de  Ox,  et  la  tension  T  de  la  tige  MM^  celles  qui  agissent  sur  Mt  sont  :  la 
tension  — T  et  le  poids  m{g.  On  peut  diviser  ces  forces  en  forces  inté- 
rieures T,  — T  et  forces  extérieures  N,  ?ng,  m^g\  ou  encore  en  forces 
données  mg,  mig,  et  forces  de  liaisons  N,  T,  —  T. 

La  configuration  du  système  ne  dépend  que  de  deux  paramètres  : 
l'abscisse  x  du  point  M  et  l'angle  6  de  MM!  avec  la  verticale;  il  suffit  donc 
de  deux  équations  indépendantes  des  forces  de  liaisons  pour  définir  le 
mouvement  {Jig.  209). 

Fig.  209. 


La  première  de  ces  équations  nous  sera  fournie  par  le  théorème  du 
mouvement  du  centre  de  gravité  :  la  somme  des  projections  des  forces 
extérieures  sur  l'axe  des  x  est  nulle,  donc 


(0 


d*t 


le  mouvement  de  la  projection  du  centre  de  gravité  sur  Ox  est  ainsi  uni- 
forme, ce  qui  donne  la  première  équation 

(2)  rnx  -+-  myXi  =  et -h  c'. 

En  appliquant  le  théorème  des  forces  vives,  nous  aurons,  les  liaisons 
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étant  indépendantes  du  temps  et  réalisées  sans  frottement, 

7  mv--\-  ??il  (>?  7 

d l-  =  mt  g  dyx , 

car  le  travail  de  mg  est  nul. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  les  travaux  des  forces  de  liaisons  ont  une 
somme  nulle  :  la  force  N  reste  normale  au  déplacement  de  son  point  d'ap- 
plication et  la  somme  des  travaux  des  tensions  T,  — T  est  nulle  en  vertu 
de  cette  condition  que  les  points  MM!  doivent  rester  à  une  distance  inva- 
riable. Si  l'on  intègre  l'équation  précédente,  on  obtient 

(3)  «ic2+  m^l  =  2mlg(yi-h  h); 

les  équations  (2)  et  (3)  définissent  entièrement  le  mouvement. 

Traitons  complètement  le  cas  où  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité 
est  verticale  ou  nulle  :  l'équation  (1)  montre  que  ce  point,  décrit  une 
verticale;  nous  la  prendrons  pour  axe  des  y,  et  nous  aurons  £  =  o.  Le 
mouvement  est  alors  défini  géométriquement  de  la  façon  suivante  :  les 
points  M,  G,  M!  restent  à  des  distances  invariables;  deux  d'entre  eux,  G 
et  M,  décrivent  les  droites  rectangulaires  Ox,  Oy;  le  troisième,  Mt,  se 
déplace  donc  sur  une  ellipse  ayant  ces  droites  pour  axes.  En  posant 

MiM=/,        jrGMi^ô, 
on  a 

lni\  ,,  ^  Im 


MG  =  *     ,         M:  G 


m  -t-  mi  m  -+-  rrty 

Les  coordonnées  des  points  M  et  Mj  sont  donc 

lmt  Im 

x  = sinu,  v  =  o;  X\  =  sin0,  r1=£cos6. 

m  -t-  mi  ^  m  -+-  ml  J 

Pour  calculer  6   en  fonction   de  £,  il    suffit  de   porter  ces  valeurs  dans 
l'équation  (3),  où 

o2_^!       „2_  dx\ +  dy\ 

dt*'  J  dï> 

On  a  ainsi,  après  quelques  réductions, 

(m  ■+-  mjsin^)  [—-  \   —  -~(m  -+-  m^cosG  -4-  k), 

où  k  =  —  •    On  tire  de  là  t  en  fonction  de  6  par  une  quadrature. 

Les  conditions  initiales  n'influent  que  sur  la  valeur  de  k.  L'expression 
de  -5-  montre  qu'il  y  a  deux  cas  à  considérer  selon  que  k  est  supérieur  ou 
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inférieur  à  -h  i  ;   il  est  d'ailleurs  toujours  supérieur  à  —  cosOj,  puisque  -7- 

est  nécessairement  réel  à  l'instant  initial.  Dans  le  premier  cas ,  6  peut  varier 
de  o  à  27r,  et  le  mobile  Mx  décrit  périodiquement  l'ellipse  tout  entière; 
dans  le  second  cas,  il  effectue  des  oscillations  entre  les  positions  corres- 
pondant aux  deux  valeurs  de  6  qui  annulent  cosO-t-Z:.  Le  cas  singulier 
où  k  est  égal  à  i  est  celui  où  la  tige  MM(,  partant  d'une  certaine  position 
initiale,  se  déplace  en  tendant  vers  la  verticale  dans  le  sens  des  y  négatifs, 
sans  jamais  l'atteindre.  (Discussion  analogue  à  celle  du  pendule   simple.) 

Revenons  au  cas  général  où  la  projection  de  la  vitesse  du  centre  de 
gravité  sur  l'axe  des  x  est  une  constante  différente  de  o,  et  cherchons  le 
mouvement  relatif  par  rapport  à  un  système  d'axes  xO' y'  d  ont  l'un,  O' y', 
passe  constamment  par  le  centre  de  gravité  G,  système  animé,  par  consé- 
quent, d'un  mouvement  de  translation  uniforme  parallèlement  à  Ox.  Le 
mouvement  relatif  est  le  même  que  si  les  axes  y' 0' x  étaient  fixes(n°  33-4) 
et  le  centre  de  gravité  G  animé  d'une  vitesse  verticale;  c'est  le  mouve- 
ment que  nous  venons  d'étudier  (fîg.  209). 

Pour  terminer  la  question,  il  nous  faut  maintenant  calculer  les  tensions 
T,  —  T  de  la  tige,  ainsi  que  la  réaction  N  de  l'axe  fixe  Ox. 

L'une  des  équations  du  mouvement  du  point  My  est 

d-  V\ 
(4)  mx  -~^-  =  —  Tcos6  4-rni^; 

mais  nous  avons 

.  dyx  .    .dh        d*-yx  .       rf»6  n/^V 


dt  dt  dP  dfi  \dt  ) 

L'équation  des  forces  vives  nous  a  donné  une  équation  de  la  forme 

qui,  par  différentiation  par  rapport  à  £,  devient 

,     /dtiy       dH  ,        d*y{  . 

en  portant  ces  valeurs  de  (  -7-  )    et  -T—  dans — r~- )  nous  obtenons 
F  \dt  ]         dP  dP 

d*yx  Zsin6cp'(6)        ,        n    ,Av 

Par  conséquent  on  a,  d'après  l'équation  (4), 

T  =  /w1/c£>(6)  +  m1-  tang6cp'(6)  +  — %. 
4  v  2  coso 
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Connaissant  T,  on  a  immédiatement  N  en  écrivant  que  le  point  M  décrit 
l'axe  Ox;  on  doit  avoir 


mg  —  N  -+-  T  cosO  =  m 


âïy 

~dïï 


=  o. 


d'où  l'on  tire  la  valeur  de  N 


N  =  m  g  -+-  T  cos6. 

Exemple  V.    —    Prorlème.   —    Trouver   le   mouvement    du    système 
constitué  par  deux  barres  homogènes  pesantes  AB,  AB',  de  longueurs 
égales  et  de  mlmz  masse,  reliées  par  des  fils  sans  misse  de  m\me 
longueur,  la  droite  AB  étant  assujettie  à  tourner  autour  de  son  mi- 
lieu 0  et  tout  le  système  à  se  mouvoir  dans  un  plan  vertical  fixe . 

La  position  du  système  dépend  de  deux  paramètres  :  l'inclinaison  cp  de 
AB  sur  la  verticale  Ox,  et  l'angle  6  de  la  droite  00'  qui  joint  les  milieux 
des  deux  barres  avec  cette  verticale.  Le  système  est  soumis  à  l'action  des 
poids  des  deux  barres,  au\  tensions  T,  T'  des  fils  et  à  la  réaction  du  point 
fixe  0.  Pour  avoir  le  mouvement  (fig.  2io),  il  nous  faut  deux  équations 

Fig.  2io. 


indépendantes  des  forces  de  liaisons  :  elles  nous  seront  données  par  le 
théorème  des  forces  vives  et  par  le  théorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  par  rapport  à  la  normale  en  O  au  plan  de  la  figure. 

Appliquons  d'abord  le  théorème  des  forces  vives.  La  longueur  des  fils 
étant  supposée  invariable,  les  travaux  des  tensions  s'annuleront  deux  à 
deux;  le  travail  du  poids  de  la  barre  AB  ainsi  que  celui  de  la  réaction 
de  O  sont  nuls;  quant  au  travail  élémentaire  du  poids  de  A'B',  il  a  pour 
valeur 

—  M^/sinOdô. 

D'autre  part,  la  force  vive  de  la  barre  AB  est  M k2  I  -^-  )  >  celle  de  A'B' 
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est  égale  à  la  force  vive  dans  le  mouvement  autour  du  centre  de  gravité  0'  : 
MÀ2(  —  )   7  augmentée   de  la  force  vive  de  sa  masse  M  concentrée  en  0', 

c'est-à-dire  Ml2l-j-J  •  Nous  aurons  donc 

que  nous  écrirons  en  divisant  par  M  dt  et  effectuant  la  différentiation 

(i)  2*2^^+Z2^f°  _^sin6f. 

v    '  dt    dt1  dt   dt*  6  dt 

Passons  maintenant  au  théorème  des  quantités  de  mouvement  appliqué 
à  tout  le  système.  Un  calcul  analogue  au  précédent  donne  pour  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  un  axe  Oz  normal 
au  plan 

dt  dt' 


la  somme  des  moments  des   forces   se  réduisant   d'ailleurs   à  — Mg^sinG, 
nous  aurons 

dt 

que  nous  écrirons 


(îM*4jH-M^)=-M^sine, 


(il)  2*s_2  +  ,8_=_^sm9. 

/-/A 
Multiplions  cette  équation  par  —  -y- et  ajoutons-la  à  l'équation  des  forces 

vives  (I),  il  nous  vient 

/tttx                                        fdy        d%\   d*v 
(III)  (V- ^      -^  =  o. 

v       '  \dt        dt  ]    dt* 

T  .   ,  d®       d§  A  ,.  x  .,     .   . 

La  quantité  ~  —  -=-  ne  peut  pas  être  constamment  nulle,  car  a  1  origine 

du  mouvement  elle  a  une  valeur  arbitraire;  nous  avons  donc 

d2cs> 

la  rotation  de  la  barre  AB  est  uniforme.  L'équation  (II)  nous  donne  alors 

^=-7sin0' 
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équation  du  mouvement  d'un  pendule  simple;  le  point  0'  se  meut  donc 
comme  si  le  reste  de  la  barre  À'B'  n'existait  pas  et  s'il  était  relié  directe- 
ment à  0'  par  un  fil  sans  masse. 

Pour  calculer  les  forces  de  liaisons,  nous  appliquerons  d'abord  le  théo- 
rème des  moments  des  quantités  de  mouvement  à  la  barre  AB,  par  rapport 
au  même  axe  que  précédemment,  ce  qui  nous  donnera 

MA:2— =-£  =  moment  de  T'-h  moment  de  T; 
ai1 

comme  —j-~  est  nul,  et  que  les  tensions  T,  T'sont  parallèles,  de  même  sens 

et  à  la  même  distance  de  part  et  d'autre  de  l'origine,  ces  forces  doivent 
être  égales 

T  =T; 

appliquons  maintenant  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  à 
la  barre  A'B';  son  milieu  0' se  déplace  comme  s'il  était  directement  soumis 
au  poids  Mg  de  la  barre  et  aux  tensions  égales  T  et  T'  transportées  en  ce 
point.  D'autre  part,  le  mouvement  de  ce  point  est  le  même  que  s'il  possé- 
dait la  masse  M  et  était  relié  au  point  O  par  un  fil  sans  masse;  la  somme 
2T  des  tensions  est  donc  égale  à  la  réaction  du  fil  dans  le  mouvement  du 
pendule  simple  de  masse  M  et  de  longueur  l,  savoir  : 

2T  =  ^(2a  —  3/cos6)> 

a  étant  une  constante  dépendant  des  conditions  initiales. 

Connaissant  alors  la  tension  T,  nous  calculerons  la  réaction  du  point  0 
en  écrivant  que  ce  point,  considéré  comme  centre  de  gravité  de  la  barre  AB, 
reste  immobile;  on  trouve  ainsi  que  la  réaction  Q  doit  faire  équilibre  à  la 
résultante  du  poids  M^-  et  de  la  somme  2T,  dirigée  suivant  00',  des  deux 
tensions  appliquées  en  A  et  B. 


III.   —  FROTTEMENT  DE   GLISSEMENT  ET   RÉSISTANCE 

DE  MILIEU. 

367.  Généralités.  — ■  Nous  avons,  dans  le  premier  Volume 
(Chap.  IX),  indiqué  les  circonstances  qui  se  présentent  quand 
deux  solides  naturels  A  et  B  sont  en  contact  par  un  point,  dans 
les  deux  cas  où  ils  sont  en  repos  relatif  ou  en  mouvement  relatif 
l'un  par  rapport  à  l'autre.  Nous  avons  vu  que  les  actions  mutuelles 
de  ces  deux  corps  sont  les   suivantes.  Soit,  dans  le  corps  A,  m 
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le   point  matériel  en    contact  avec   B  :   les  actions  de  B  sur  A 
sont  {fig.  21  i)  : 

i°  Une  force  N  appliquée  au  corps  A  au  point  m  et  dirigée 


Fig.  2ii, 


normalement  aux  surfaces  en  contact  :  cette  force  est  la  réaction 
normale  s'opposant  à  la  pénétration  réciproque  des  corps; 

2°  Une  force  F  appliquée  au  même  point  m  et  située  dans  le 
plan  tangent  en  ce  point  aux  surfaces  en  contact  :  cette  force  est 
le  frottement  de  glissement  s'opposant  au  glissement; 

3°  Un  couple  G  dont  l'axe  est  normal  aux  surfaces  en  contact  : 
ce  couple  est  le  couple  du  frottement  de  pivotement  s'opposant 
au  pivotement; 

4°  Un  couple  H  dont  l'axe  est  situé  dans  le  plan  tangent  com- 
mun aux  surfaces  en  contact  :  ce  couple  est  le  couple  du  frotte- 
ment de  roulement  s'opposant  au  roulement. 

Les  actions  du  corps  A  sur  B  sont  des  forces  et  des  couples 
respectivement  égaux  et  opposés  aux  précédents.  En  général, 
les  deux  couples  G  et  H  sont  très  petits  par  rapport  aux  forces  N 
et  F.  Nous  commencerons  par  traiter  des  questions  dans  lesquelles 
ces  couples  sont  négligeables,  en  réservant  pour  le  paragraphe 
suivant  l'étude  spéciale  du  frottement  de  roulement  et  de  pivo- 
tement. 

Nous  avons  supposé  que  les  deux  corps  A  et  B  sont  en  contact 
par  une  aire  très  petite  qu'on  peut  regarder  comme  un  point. 
Dans  certaines  questions  les  deux  corps  peuvent  avoir  une  infinité 
de  points  géométriques  de  contact;  c'est  ce  qui  arrive  par  exemple 
pour  un  cylindre  posé  sur  un  plan  ;  il  faut  alors  appliquer  à  chaque 
point  géométrique  de  contact  les  considérations  précédentes. 

Remarque.  —   Il  ne  faudrait  pas  croire  que  le  frottement  est 
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une  force  uniquement  capable  d'empêcher  le  mouvement,  mais 
non  de  l'engendrer.  En  effet,  le  frottement  peut  servir,  par 
exemple,  à  transmettre  une  partie  du  mouvement  du  corps  A  au 
corps  B.  Ainsi,  lorsqu'une  courroie,  animée  d'un  mouvement 
rapide,  vient  à  être  placée  sur  une  poulie  primitivement  au  repos, 
elle  commence  d'abord  par  glisser  sur  elle  et  n'arrive  que  gra- 
duellement à  lui  communiquer  son  mouvement  :  la  force  qui  agit 
ici  comme  force  entraînante  pour  amener  les  points  de  la  circon- 
férence de  la  poulie  d'une  vitesse  nulle  à  celle  de  la  courroie  est 
le  frottement  ;  il  constitue  une  résistance  pour  le  mouvement  de 
la  courroie,  tandis  qu'il  accélère  celui  de  la  poulie.  [Voir  Reu- 
leaux,  Cinématique,  Notes,  p.  633.) 

368.  Frottement  de  glissement.  —  Nous  avons  donné  dans  le 
premier  Volume  (n°  195)  les  lois  empiriques,  généralement 
admises,  du  frottement  de  glissement  dans  l'état  de  repos  ou  dans 
l'état  de  mouvement,  avec  les  restrictions  qu'il  convient  d'y 
apporter  d'après  les  expériences  de  Hirn. 

Imaginons  un   solide  A  qui  se  meut  en  glissant  sur  un  autre 
solide  B  :  soient  m  un  point  matériel  du  corps  A  qui  louche  B,  N 

Fig.    212. 


la  réaction  normale  de  B  sur  A  en  ce  point,  la  force  de  frottement 
est  une  force  appliquée  au  point  m,  dirigée  en  sens  contraire  de 
la  vitesse  relative  de  ce  point  par  rapport  au  corps  B  et  égale  à/N, 
/"désignant  le  coefficient  de  frottement.  Cette  loi  est  applicable 
tant  qu'il  y  a  glissement,  c'est-à-dire  tant  que  la  vitesse  relative 
du  point  m  par  rapport  au  corps  B  n'est  pas  nulle.  Supposons 
que  cette  vitesse  devienne  et  reste  nulle,  alors  plusieurs  cas 
peuvent  se  présenter  : 

i°  Ou  bien  le  corps  A  reste  immobile  par  rapport  à  B  :  dans 
ce  cas  la  réaction  de  B  sur  A  suit  les  lois  du  frottement  à  l'état  de 
repos  ; 
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2°  Ou  bien,  et  c'est  le  cas  général,  le  mouvement  relatif  de  A 
par  rapport  à  B  est  un  mouvement  de  roulement  et  pivotement. 
Dans  ce  cas,  il  n'y  a  plus  glissement,  les  lois  du  frottement  de 
glissement  à  l'état  de  mouvement  ne  sont  donc  plus  applicables; 
on  admet  alors  qu'on  peut  appliquer  encore  les  lois  du  frottement 
de  glissement  à  l'état  de  repos,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  regarder 
la  réaction  totale  de  B  sur  A  comme  formée  d'une  composante 
normale  N  et  d'une  composante  tangentielle  F  <<  fN.  Nous  sup- 
posons, bien  entendu,  dans  ce  paragraphe,  que  l'on  néglige  les 
frottements  de  roulement  et  de  pivotement;  autrement,  il  faudrait 
ajouter  les  deux  couples  qui  représentent  ces  frottements. 

3°  Il  peut  arriver  exceptionnellement  que  le  corps  A  soit  ter- 
miné par  une  pointe  m  par  laquelle  il  glisse  surB,  à  la  façon  d'une 
toupie  qui  glisse  sur  un  plan.  Dans  ce  cas,  le  corps  A  touche  tou- 
jours B  par  le  même  point  m.,  et,  si  la  vitesse  relative  de  m  par 
rapport  à  B  devient  et  reste  nulle,  on  applique  les  lois  du  frotte- 
ment à  l'état  de  repos,  et  le  mouvement  de  A  par  rapport  à  B  est 
le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  lixe. 

Nous  montrerons  plus  loin,  par  un  exemple  (n°  375),  que  ces 
lois  empiriques  du  frottement  de  glissement  non  seulement  sont 
grossièrement  approchées  au  point  de  vue  expérimental,  mais 
peuvent  même  conduire  à  des  contradictions  mathématiques, 
comme  l'a  fait  voir  M.  Painlevé  dans  ses  Leçons  sur  le  frotte- 
ment (Hermann,  1895). 

369.  —  Discontinuités  possibles  dans  les  équations  du  mouve- 
ment. —  i°  Soit  Vr  la  vitesse  relative  par  rapport  au  corps  B  du 
point  matériel  m  de  A  qui  est  au  contact.  Tant  que  Vr  est  diffé- 
rent de  zéro,  il  y  a  glissement  ;  si  Vr=  o,  il  y  a  roulement  et  pivo- 
tement de  A  sur  B  et  de  BsurA.  Supposons  qu'à  l'instant  initial  l0, 
Yr  soit  nul  :  il  s'agit  de  savoir  si,  à  l'instant  t  >>  t07  les  deux  corps 
vont  glisser  ou  rouler  et  pivoter  l'un  sur  l'autre.  Pour  cela,  il 
faudra  essayer  les  deux  hypothèses  : 

i°  On  supposera,  par  exemple,  qu'il  y  a  roulement  et  pivote- 
ment, c'est-à-dire  que  Vr  reste  nul  :  alors  la  réaction  de  B  sur  A 
se  compose  de  la  réaction  normale  N  et  d'une  force  tangentielle  F 
de  direction  indéterminée  et  de  grandeur  F<</N,  d'après  les 
lois  que  nous  admettons.  On  mettra  le  problème  en  équation  dans 
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ces  hypothèses,  et  l'on  calculera  la  réaction  normale  N  et  la 
réaction  tangentielle  F.  Si  la  valeur  trouvée  pour  F  est  moindre 
que/N,  la  supposition  faite  est  exacte,  le  mouvement  de  A  sur  B 
est  un  mouvement  de  roulement  et  de  pivotement,  et  ce  mouve- 
ment persistera  jusqu'au  moment  où  F  deviendra  supérieur  à/"N; 
à  partir  de  ce  moment  il  y  aura  à  la  fois  glissement,  roulement  et 
pivotement,  et  les  équations  devront  être  modifiées.  Si,  au  con- 
traire, la  valeur  trouvée  pour  F  est,  dès  le  début,  supérieure 
à/N,  le  mouvement  de  roulement  et  pivotement,  sans  glissement, 
est  impossible;  il  y  a,  dès  le  début,  un  mouvement  de  glisse- 
ment; il  faut  alors  écrire  les  équations  du  mouvement  en  appli- 
quant les  lois  du  frottement  de  glissement  à  l'état  de  mouvement. 
Ce  mouvement  de  glissement  persistera  tant  que  les  équations 
supposées  intégrées  donneront  pour  Vr  une  valeur  différente  de 
zéro.  Si,  à  un  certain  instant  t{,  l'expression  de  Vr  devient  nulle, 
il  s'agit  de  savoir  si,  à  partir  de  cet  instant,  Vr  reste  ou  non  égal 
à  zéro.  On  se  trouve  alors  de  nouveau  en  face  du  problème  dont 
nous  venons  d'indiquer  la  solution. 

20  Si  le  corps  A  touche  B  par  une  pointe  m,  et  si,  à  un 
moment  t0,  la  vitesse  relative  Vr  de  m  par  rapport  à  B  est  nulle, 
il  s'agit  de  savoir  si,  à  l'instant  t  >>  £0,  Vr  reste  nul  ou  devient 
différent  de  zéro,  c'est-à-dire  si  la  pointe  m  reste  immobile  ou 
non  par  rapport  à  B.  Pour  cela  on  fera  comme  dans  le  cas  général 
précédent  :  on  examinera  successivement  les  deux  hypothèses  et 
l'on  verra  laquelle  des  deux  doit  être  retenue. 

3°  Voici  un  autre  genre  de  discontinuité,  dans  les  équations, 
qu'il  importe  de  signaler.  Qu'il  y  ait  glissement  ou  roulement,  il 
peut  arriver  qu'à  un  certain  instant  £  l'expression  algébrique  de  N, 
d'abord  positive,  s'annule  puis  devienne  négative.  Alors,  si  les 
deux  corps  A  et  B  peuvent  se  séparer,  ils  se  séparent  à  l'instant  t. 
Si  les  deux  corps  ne  peuvent  pas  se  séparer,  la  réaction  normale 
change  de  sens.  Gomme  la  force  de  frottement  est  essentiellement 
positive,  elle  doit  alors,  puisque  IN  est  négatif,  être  prise  égale  à 
—  fN  dans  le  cas  du  glissement  et  inférieure  à  — /N  dans  le  cas 
du  roulement. 

On  doit  donc,  à  partir  de  l'instant  t,  modifier  les  équations  du 
mouvement  en  changeant  f  en  — f.  Si  l'on  ne  prenait  pas  cette 
précaution,  les  équations,  à  partir  de  l'instant  t,  représenteraient 
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un  mouvement  dans  lequel  l'aelion  tangentielle  de  B  sur  A  ten- 
drait à  accroître  la  vitesse  relative  par  rapport  à  B  du  point  m 
de  A  qui  est  au  contact;  ce  qui  est  absurde. 

370.  Exemple  I.  —  Un  disque  circulaire  homogène  pesant  situé  dans  un 
plan  vertical  {fig.  207)  est  placé  sur  une  droite  fixe  Ox  inclinée  à  l'hori- 
zon d'un  angle  a  et  abandonné  à  lui-même  sans  vitesse  initiale.  On  sup- 
pose qu'il  y  a  frottement  et  l'on  demande  si  le  disque  se  met  à  rouler  ou 
à  glisser. 

Admettons  qu'il  y  ait  roulement,  on  aura  alors  à  traiter  le  second  pro- 
blème du  n°  366  :  on  trouvera,  comme  nous  l'avons  vu,  que  la  réaction 
normale  de  la  droite  sur  le  disque  est  N  =  M^  cosa,  et  la  réaction  tangen- 
tielle  j  M^-  sina.  Pour  que  le  roulement  soit  possible,  il  faut  que  cette 
réaction  tangentielle  soit  moindre  que  /N,  /  étant  le  coefficient  de  frot- 
tement 

M^-sina 

— ^ </M^cosa,  tanga<3/. 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  le  roulement  ne  peut  avoir  lieu 
sans  glissement;  le  disque  glisse  tout  en  tournant. 

Traitons  le  problème  dans  cette  nouvelle  hypothèse.  La  réaction  de  la 
droite  Ox  sur  le  disque  a  alors  une  composante  normale  Net  une  compo- 
sante tangentielle  F=/N  dirigée  vers  le  haut.  L'angle  ACB  =  8  et 
l'abscisse  OA  =  x  du  centre  de  gravité  (fig>  207)  ne  sont  plus  liés  par 
aucune  relation  géométrique,  puisqu'il  n'y  a  pas  roulement.  Les  équations 
du  mouvement  du  centre  de  gravité  donnent 

M  -^  =  M^sina—  /N,  o  =  —  M^-  cosa  -f-  N. 

La  réaction  normale  est  donc  constante.  Portant  sa  valeur  N  =  M^  cosa 
dans  la  première  équation,  on  a 

d2x 

—  =£-(sina— /cosa), 

valeur  constante  positive  à  cause  de  l'hypothèse  tanga>  3/  Gomme  le 
disque  est  supposé  partir  du  repos,  on  a 

2V1 
x  =  - —  (sina  —  /  cosa). 
2 

Appliquons  ensuite  le  théorème  des  moments  au  mouvement  relatif 
autour  du  centre  de  gravité,  nous  avons 

d28 
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comme  k*=  — >  et  que  le  disque  part  du  repos,  on  en  tire 

R 

Gomme  vérification,  appelons  u  la  vitesse  du  point  du  disque  qui  se 
trouve  en  A  :  cette  vitesse  est  la  résultante  de  la  vitesse  due  à  la  transla- 
tion du  centre  et  de  la  vitesse  due  à  la  rotation  autour  du  centre 

dx       _  dO 

u  =  —, H  -y-  • 

dt  dt 

D'après  les  équations  précédentes,  on  trouve 

u  =  £t(sina —  3/  cosa). 

Cette  vitesse  est  donc  positive  à  cause  de  la  condition  tanga  >  3/  :  elle 
ne  s'annule  jamais;  le  glissement  persiste  indéfiniment. 

S'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  le  disque,  abandonné  à  lui-même  sans 
vitesse,  glisserait  sans  tourner. 

371.  Exemple  II.  —  Mouvement  avec  frottement  d'un  cerceau  verti- 
cal sur  une  droite  horizontale.  —  Considérons  un  cerceau  homogène,  de 
rayon  R  et  de  masse  M,  placé  verticalement  sur  un  plan  horizontal  et 
lancé  dans  un  plan  vertical.  Il  est  évident,  par  raison  de  symétrie,  que  le 
cerceau  reste  dans  le  plan  vertical  initial  que  nous  prenons  pour  plan  de 
la  figure  xOy. 

Soient 

C  le  centre  du  cerceau, 

B  le  point  par  lequel  il  touche  le  plan  horizontal  Ox, 
x  l'abscisse  OB  du  centre  C, 

6  l'angle  dont  le  cerceau  a  tourné  à  partir  de  sa  position  initiale  dans  le 
sens  positif,  de  Ox  vers  0 y. 


Première  phase.  —    Le  centre  C  a  une  vitesse  horizontale  v  dont  la 
valeur  algébrique  est  —=■  ;  en  même  temps  le  cerceau  tourne  autour  de 


dt 


dO 


son  centre  avec  une  vitesse  angulaire  w  =  -j-  •  Le  point  du  cerceau  qui  se 
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trouve  en  B  a  une  vitesse  u  résultant  de  la  vitesse  v  due  à  la  translation 

du  centre  et  de  la  vitesse  R  -r-  due  à  la  rotation  autour  du  centre 

dt 

dx       _  dO 

(n  u  =  ~r  •+■  R  -=-  • 


?/ 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que.  à  l'instant  t  =  o,  2*  soit  nul  et 
positif  :  le  point  le  plus  bas  du  cerceau  glisse  alors  sur  Ox  dans  le  sens 
positif  Ox,  la  force  de  frottement  est  donc  dirigée  en  sens  contraire.  Les 
forces  appliquées  au  corps  solide  sont  le  poids  M^-,  la  réaction  normale  N 
du  sol  et  la  force  de  frottement /N. 

Le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  projeté  sur  O  y,  donne 

o  =  N  —  M#; 

car  la  coordonnée  y  de  G  est  constante.  On  a  donc  N  =  Mg.  Le  théorème 
du  mouvement  du  centre  de  gravité  projeté  sur  Ox  donne  ensuite 

(»)  7P=-/* 

Enfin,  si  l'on  appelle  M  k2  le  moment  d'inertie  du  cerceau  par  rapport  à 
un  axe  mené  par  G  perpendiculairement  à  son  plan,  le  théorème  des 
moments  des  quantités  de  mouvement,  appliqué  au  mouvement  autour  du 
centre  de  gravité,  donne 

O)  *g=-/Hir, 

car  le  moment  de  la  force  de  frottement  par  rapport  à  G  est  — /NR. 

D'après  ces  formules,  le  centre  G  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne 
uniformément  retardé.  L'équation  {2)  donne,  en  effet, 

(4)  "5F  = -"/*■' +  <7°'        x  =  -  ^~-hv0t, 

ç>0  désignant   la   valeur  initiale  de  v.   La   vitesse   angulaire   décroît  aussi 
proportionnellement  au  temps 

db  fRg 

o>0  désignant  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  angulaire.  L'expression  (1)  de  u 
donne  alors 

(6)  u=—fg(i  -+-£i-V+"o, 

Uq  étant  égal  à^+  Rto0.  Cette  vitesse  u  décroît  proportionnellement  à  t  : 
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elle  s'annule  au  bout  du  temps 

T  = 


"o 


■^(i  +  f) 


Deuxième  phase.  —  A  ce  moment  le  point  du  cerceau  qui  est  au  con- 
tact en  B  a  une  vitesse  nulle;  il  s'agit  alors  de  savoir  si  le  mouvement 
ultérieur  est  un  roulement  ou  un  glissement.  On  peut  prévoir  que  c'est  un 
roulement,  c'est-à-dire  que  la  vitesse  u  du  point  qui  est  au  contact  reste 
nulle  :  en  effet,  si  elle  prenait  une  valeur  différente  de  zéro,  si  petite 
soit-elle,  le  système  se  retrouverait  dans  des  conditions  analogues  aux 
conditions  initiales,  et  la  force  de  frottement  de  glissement  j"N  ramènerait 
la  vitesse  u  à  zéro.  Donc,  à  partir  de  l'instant  T,  il  y  a  roulement. 

Si  l'on  néglige  le  frottement  de  roulement,  la  réaction  tangentielle  F  du 
plan  horizontal  doit  alors  suivre  la  loi  du  frottement  de  glissement  dans 
l'état  de  repos,  c'est-à-dire  doit  être  une  force  inconnue  moindre  que  f  N. 
Nous  allons  le  vérifier  en  montrant  que  F  =  o.  Gomme  il  y  a  roulement, 
les  travaux  de  F,  de  N  et  du  poids  sont  évidemment  nuls,  et  le  mouve- 
ment de  roulement  est  uniforme.  On  a  donc 


d*  x  X7/*Ô 

dïï=°l  ^=° 


\ 


d2x 
et  l'équation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  M  -y-r-  =  —  F  montre 

dx       dft 
que  F  =  o.   Dans  cette  deuxième  phase  du    mouvement  -y-  et  -=-  restent 

donc  constants  à  partir  de  l'instant  T  et  égaux  aux  valeurs  V  et  O  qu'ils 
possèdent  à  cet  instant,  valeurs  faciles  à  calculer  par  les  formules  ci- 
dessus;  enfin,  u  reste  constamment  nul,  de  sorte  que 

V-HR12  =  o. 

Nous  venons  d'indiquer  le  moyen  de  calculer  en  fonction  des  données 
initiales  la  vitesse  finale  du  centre.  On  peut  encore  trouver  a  priori  cetle 
vitesse  si  l'on  fait  la  remarque  suivante. 

L'élimination  de  f  entre  les  équations  (2)  et  (3)  donne 


d*x        k*  d20 

dP         R    dï>-  '    °' 

d'où,  en  intégrant, 

(7) 

dx       k*  dO                k* 
dt  '  '  R   di  ~  P°~  "R 

La  quantité  (7)  reste  donc  constante  pendant  la  première  et  la  deuxième 
phase  du  mouvement,  car   l'équation  (7)  étant  obtenue  par  l'élimination 
A.,  II.  8 


n4 
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de  f,  a  lieu  quelle  que  soit  la  loi  de  la  réaction  tangentielle.  Dans  la  phase 

finale 

dx  cm    _()  _        V 

dt  ~      '  dt  R; 


on  a  donc,  en  portant  dans  (7), 
(8) 


k*\  A2 


& 


d'où  V.  Par  exemple,  si,  r0  étant  positif,  on  a  v0 —  --  w( 


o,  le  mouve- 


ment final  de  roulement  est  tel  que  V  <  o  ;  il  est  de  sens  contraire  au  mou- 
vement de  translation  initial  de  C. 

C'est   ce  qu'il   est  facile   de  réaliser  en  lançant  le  cerceau  (p0>o)en 

,. c  t  .       /      ^     R^0\ 

avant  après  lui  avoir  imprime  un  tort  mouvement  de  rotation  I  oj0  >  -j—  I  ; 

le  cerceau,  après  s'être  d'abord  éloigné,  revient  en  roulant. 

L'équation  (7)  signifie  que,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  le 

point  matériel  du  cerceau  qui  se  trouve  à  chaque   instant  au-dessus  du 

A2 
centre,  à  une  distance  —>  a  une  vitesse  absolue  constante.  Si  le  cerceau 

XX 

est  suffisamment  mince  pour  pouvoir  être  assimilé  à  une  circonférence 
matérielle,  k  est  égal  à  R,  et  le  point  dont  la  vitesse  est  constante  est  le 
point  le  plus  haut  A. 


Exemple  III.  —  Une  échelle  AB  {fig.  i\l\ ),  de  masse  m,  est  appuyée 
«^^..for  sur  un  sol  horizontal  Ox  et  contre  un  mur  vertical  Oy  :  la  ligne  médiane 
de  l'échelle  est  supposée  située  dans  un  plan  perpendiculaire  au  mur  et  au 
sol,  plan  que  nous  prenons  pour  plan  de  la  figure.  On  imprime  à  l'échelle 
une  vitesse  initiale  tendant  à  rapprocher  le  point  B  du  point  O  ;  trouver  le 
mouvement  en  admettant  qu'il  y  ait  frottement  sur  le  sol  et  le  mur  et  que 
le  coefficient  de  frottement  aux  deux  extrémités  soit  Y  unité  (f  =  1). 

Fig.  214. 


ON  A 


Remarquons   tout   d'abord   que,  le    coefficient    de    frottement  étant   1, 
'échelle  est  en  équilibre  dans  toutes  ses  positions.  En  effet,  le  centre  de 
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gravité  G  est  au  milieu  de  AB  [fig.  i\\)>  Si  l'on  mène,  en  A  et  B,  des 
droites  AM  et  BM  faisant  respectivement  avec  les  normales  au  sol  et  au 
mur  des  angles  de  45°  (angle  de  frottement  dans  le  cas  actuel),  le  point  M 
est  toujours  à  gauche  de  la  verticale  du  point  G,  et,  par  suite,  il  y  a  équi- 
libre, quelle  que  soit  l'inclinaison  de  l'échelle  (n°  193;  il  faut  remarquer 
que  G  est  actuellement  le  milieu  de  AB). 

Une  fois  l'échelle  lancée,  les  forces  qui  agissent  sur  elle  sont  :  le  poids 
mg  appliqué  en  G,  la  réaction  normale  N  du  sol  au  point  A  et  la  force  de 
frottement  en  A  dirigée  de  A  vers  O  et  égale  à  N  (car/=  i);  la  réaction 
normale  N'  du  mur  sur  le  point  B  et  la  force  de  frottement  N'  dirigée  sui- 
vant OB.  Appelons  a  l'angle  de  l'échelle  avec  le  mur,  il  sa  longueur, 
mk*  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  perpendiculaire  au  plan 
de  la  figure  au  point  G.  Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
(£,  7j)  donnent 

(i)  m^|=N'-N,  m^?=-^+N,+  N' 

Appliquons   ensuite  le   théorème   des    moments  au    mouvement    relatif 

autour  du  centre  de  gravité  G.   Ce  mouvement  relatif  est  une  rotation  de 

dx 
vitesse  angulaire  -r-  autour  d'un  axe  mené  par  G  perpendiculairement  au 

plan  de  la  figure.  On  a  donc 

dïa 
(i)  mkt~dtî  =  ^N  —  N')sina—  /(N -h  N')  cosa, 

comme  on  le  voit  immédiatement  en  évaluant  géométriquement  les  moments 
des  forces  par  rapport  au  point  G.  Des  équations  (i)  tirons  N' —  N  et  N'-h  N 
pour  les  porter  dans  (2);  il  vient 

(3)  *2_=-^eosa-/(-^cosa+-^sin« 


Mais 


£  =  /sina,         Y]  =  Zcosa, 

/  d^X  r/daY    .  ,d*ai 

\dïï=-l{dr)    sina  +  ^osa, 

d*i)  ,/day  d-^tx    . 

dïï=-l[dl       cosa~^sina- 


(4) 


Remplaçant  dans  (3),  on  a  enfin,  pour  l'équation  du  mouvement, 


dï2  V  dt 
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équation   analogue  à  celle  du  mouvement   d'un  pendule   simple  soumis  à 
une  résistance  de  milieu  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  (n°  249). 
Pour  intégrer,  posons 

doL         ,  d^oL        drt!        dot.'  da        i   <r/a'2 

dt  dt'2         dt         doL    dt         2    d% 

ll  'h       çi    if. 

k*       2  '         k*  ~  i  ' 
l'équation  devient 

da'1 

(6)  — —  —  ),a'2 — acosa, 
'  aa 

équation  linéaire  en  a'2  dont  l'intégrale  générale  est 

(7)  a'2=Ge^ ¥l—  (sina  —  X  cosa). 

1  — t—  À- 

La   vitesse  angulaire  initiale  a'0   correspondant  à  a  =  a0  étant  donnée, 
on  a 

G  =  e— ^&o    a'02  h L^— (sina0 —  X  cosa0)    . 


(8) 


Les  formules  (1)  permettent  de  calculer  N  et  N'  en  fonction  de  a,  a',  et 
par  suite  en  fonction  de  a.  Les  calculs  précédents  ne  s'appliquent  que  tant 
que  N  et  N'  sont  positifs.  Si  l'une  de  ces  réactions  s'annulait  pour  devenir 
négative,  l'extrémité  correspondante  de  l'échelle  ne  porterait  plus  :  les 
équations  devraient  être  modifiées. 

o.     /  »  •         «  a   /Vcosq!0     da'-  .  1M  , 

01  a0  est  supérieur  a  i  / r •>  —y—  est  positit,  au  début,  d  après  (6), 

a'2  va  constamment  en  croissant  et  l'échelle  glisse  avec  une  vitesse  crois- 
sante. 


o-    /         •   e>  •         «.   /Vcosa0       ,  ,,  ... 

Si  a0  est  intérieur  a  4  /  - — ? ?  a2  va  cl  abord  en  diminuant;    dan 


s  ce 


cas,  il  peut  arriver  que,  pour  une  certaine  valeur  de  a,  a'2  s'annule  : 
l'échelle  s'arrête  alors  dans  la  position  correspondante,  car  elle  est  en 
équilibre  dans  toutes  les  positions. 

On  pourra  traiter  de  même  le  cas  où  le  coefficient  de  frottement  aurait 
une  valeur  quelconque  y. 

372.  Frottement  des  tourillons  sur  les  coussinets.  —  Pour  assujettir 
un  solide  à  tourner  autour  d'un  axe,  on  lie  invariablement  au  solide  deux 
cylindres  circulaires  droits  égaux  Tt  et  T2,  placés  dans  le  prolongement 
l'un  de  l'autre  :  ce  sont  les  tourillons.  Ces  tourillons  sont  ensuite  placés 
sur  deux  surfaces  cylindriques  de  révolution  fixes,  ayant  un  axe  commun 
parallèle  à  celui  des  tourillons;  ces  surfaces  se  nomment  coussinets.  On  a 
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figuré  {fig-  216)  en  Tj  et  Ci  un  tourillon  reposant  sur  un  coussinet,  en 
faisant  une  section  droite  du  tourillon  et  exagérant  la  différence  entre  le 
rayon  du  tourillon  et  celui  du  coussinet. 


Fig.  2i5. 


t2c: 


P7 


IDT, 


*p, 


*p 


Supposons  que  le  corps  solide,  rendu  mobile  de  cette  manière,  ait  son 
centre  de  gravité  sur  l'axe  des  tourillons  et  soit  sollicité  par  des  forces 
qui  se  réduisent  à  un  couple  de  moment  H  dont  le  plan  est  perpendicu- 
laire à  l'axe  des  tourillons  et  à  une  force  P  de  direction  constante  perpen- 
diculaire à  l'axe  ;  on  peut  toujours  supposer  que  cette  force  rencontre 
l'axe  en  modifiant  convenablement  le  couple  H.  Dans  la  figure,  l'axe  est 
supposé  horizontal  et  la  force  P  verticale.  Voyons  ce  qui  se  passe  à  l'une 
des  extrémités.  Le  tourillon  tournant  dans  le  sens  de  la  flèche  B  frotte  sur 
le  fond  du  coussinet;  il  commence  par  rouler  sur  celui-ci  et  son  centre 
s'arrête  dans  une  position  Oi,  le  point  de  contact  étant  A^  Le  tourillon 
tourne  alors  autour  de  son  axe  Oi  en  frottant  sur  le  coussinet  en  A^  La 
réaction  du  coussinet  se  compose  donc  d'une  réaction  normale  Ni,  ren- 
contrant l'axe,  et  d'une  force  tangentielle/Nj  ;  nous  appellerons  cp  l'angle 

Fig.  216. 


de  Nt  avec  la  direction  de  P.  A  l'autre  extrémité,  les  mêmes  faits  se  pro- 
duiront :  les  forces  appliquées  au  tourillon  seront  N2  et</N2;  l'angle  cp  sera 
le  même,  car  les  coussinets  obligent  l'axe  à  rester  horizontal.  Le  corps 
tourne  alors  autour  d'un  axe  fixe,  l'axe  du  tourillon  :  son  centre  de  gra- 
vité étant  immobile,  la  somme  des  projections  des  forces  extérieures  sur 
une  direction  quelconque  est  nulle.  Projetons  successivement  sur  la  direc- 
tion P  et  la  direction  perpendiculaire  à  P  et  à  l'axe,  en  remarquant  que 
le  couple  H  ne  donne  rien.  Il  vient 

P  —  (N,-+-N2)cos<p  —/(Nj -h  N2)  sincp  =  o, 
(N,  +  N2)  sincp—  /(N1-hN2)cos«p  =  0. 


La  deuxième  équation  donne  tangep  =  /";  cp  est   donc  V angle  de  frotte- 
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meut.  La  première  donne  ensuite,  en  remplaçant  /par  tang^>, 

N1-hN2=  P  coscp. 

Pour  avoir  maintenant  l'équation  du  mouvement,  appliquons  le  théo- 
rème des  moments  par  rapport  à  l'axe  des  tourillons,  en  appelant  M  k*  le 
moment  d'inertie  par  rapport  à  cet  axe,  u>  la  vitesse  angulaire  et  p  le 
rayon  OiAt  des  tourillons  :  il  vient 

MA^  =  H-/"p(N1-f-N2), 
ou  enfin 

MA~2^  =  H  —  pPsincp. 

dt  { 

Il  faut  remarquer,  pour  écrire  cette  équation,  que  la  somme  des 
moments  des  deux  forces  du  couple  par  rapport  à  l'axe  est  précisément 
son  moment  H,  car  le  plan  du  couple  est  supposé  perpendiculaire  à  l'axe. 

373.  Modérateur  à  ailettes.  —  Soit  un  treuil  de  masse  M  et  de  rayon  R, 
mobile  autour  d'un  axe  horizontal  par  l'intermédiaire  de  deux  tourillons 
de  rayon  p;  sur  ce  treuil  est  enroulée  une  corde  dont  on  néglige  la  masse 
et  qui  pend  verticalement  en  portant  à  son  extrémité  un  corps  pesant  de 
masse  m.  Sur  certains  des  rayons  du  treuil  sont  montées  des  ailettes  planes 
toutes  égales  entre  elles,  dont  les  plans  passent  par  l'axe;  ces  ailettes  sont 
deux  à  deux  diamétralement  opposées,  de  sorte  que  leur  nombre  n  est  pair. 
Quand  le  treuil  tourne,  ces  ailettes  frappent  l'air  ;  il  en  résulte  sur  chaque 
ailette  une  pression  normale  dirigée  en  sens  contraire  du  mouvement  de 
rotation.  Les  ailettes  étant  égales  et  deux  à  deux  diamétralement  oppo- 
sées, toutes  ces  pressions  sont  deux  à  deux  égales  et  opposées  et  se 
réduisent  à  un  couple  dont  l'axe  est  parallèle  à  l'axe  du  treuil.  Evaluons 
la  somme  des  moments  de  ces  pressions  par  rapport  à  l'axe  :  on  admet 
que  la  pression  p  de  l'air  sur  un  élément  superficiel  d?  est  proportionnelle 
à  l'élément  et  au  carré  de  la  vitesse  de  l'élément;  si  donc  on  appelle  r  la 
distance  de  l'élément  de  l'ailette  à  l'axe,  o>  la  vitesse  angulaire  du  treuil, 
on  a 

p  =  /ia)2r2  di. 

Le  moment  de  cette  pression  élémentaire  par  rapport  à  l'axe  est 

pr  =  /iw2  r3  dv 

et  le  moment  résultant  pour  une  ailette 

A  tu2   /  r3  d<i  =  fi.102, 
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fi.  désignant  une  constante;  le  moment  résultant  pour  les  n  ailettes  est 
égal  à  n  fois  cette  quantité. 

Ceci  posé,  le  treuil  est  sollicité  par  son  poids  Mg  appliqué  sur  l'axe, 
par  la  tension  T  de  la  corde  qui  supporte  le  poids,  par  les  pressions  sur 
les  ailettes,  et  enfin  par  les  réactions  tangentielles  et  normales  des-cous- 
sinets  sur  les  tourillons.  Nous  pouvons  transporter  T  parallèlement  à  elle- 
même  sur  l'axe  dans  un  plan  normal  à  l'axe,  en  ajoutant  le  couple  de 
moment  TR  provenant  du  transport,  couple  tendant  à  faire  croître  w. 
Nous  aurons  donc,  en  résumé,  une  force  verticale 

P  =  T  +  M^ 

appliquée  sur  l'axe,  un  couple  de  moment 

H  =  TR  —  n  [Jt-co2, 

et  les  réactions  des  coussinets. 

D'après  la  formule  du  numéro  précédent,  en  appelant  cp  l'angle  de  frotte 
ment  des  tourillons  sur  les  coussinets,  on  a  donc  l'équation  du  mouvement 

MA-2-^  =,TR  —  /ijjiw2  —  p(T-+-M^)sincp. 

D'autre  part,  la  vitesse  du  corps  m  suspendu  à  la  corde  étant  Rw,  l'équa- 
tion du  mouvement  de  ce  corps  sollicité  par  son  poids  et  la  tension  T 
donne 

m  R  —  =  —  T  -4-  mg.    » 

Eliminant  T  entre  ces  deux  équations,  on  a  l'équation  du  mouvement  sous 
la  forme 

-dl=l{a -<»*-), 

où  X  et  y.  désignent  des  constantes 

X  =  — ^ :— ,  a=  -^-[>R-p(M-+-/>i)sincp]. 

M  k2  -+-  m  R2  —  m  R  p  sin  cp  n  \x  k  T 

La  première   constante   X  est    essentiellement   positive,    car   p<R;   la 
deuxième  a  peut  être  positive,  négative  ou  nulle  : 

i°  a  >  o.  Supposons  le  treuil  abandonné  à  lui-même,  sans  vitesse  initiale. 

Alors  -7-  étant  positif,  oj  croît  constamment  jusqu'à  co  =  y/a;  quand  w  tend 
vers  /a, 

1    r      d<x> 

1  -  \  J       a  — co2 
augmente   indéfiniment.  Donc  la  vitesse  angulaire  va  en  croissant  et  tend 
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vers  \/a.  [Discussion  identique  à  celle  de  la  chute  d'un  corps  pesant  dans 
un  milieu  résistant  (n°  213).] 

2°  alo.  En    supposant  encore  que  la  valeur  initiale  de  oj  soit  nulle,  on 

uU)  , ,  , ,  ,  .  .  . ,  i-i 

trouverait  —j-  <  o;  d  après  1  équation  le  treuil  tendrait  donc  a  tourner  en 

sens  inverse  du  sens  dans  lequel  tire  le  poids  mg;  ce  qui  est  absurde. 
Dans  ce  cas,  le  poids  mg  est  insuffisant  pour  vaincre  le  frottement  au 
départ,  et  le  treuil  reste  en  équilibre.  Les  équations  qui  sont  établies  dans 
l'hypothèse  du  mouvement  ne  s'appliquent  plus.  La  discussion  complète 
dans  l'hypothèse  w0>  o  serait  analogue  à  celle  du  mouvement  ascendant 
d'un  poids  dans  un  milieu  résistant. 

Le  cas  aSo  ne  peut  pas  se  produire  quand  il  n'y  a  pas  de  frottement  : 
en  effet,  si  cp  =  o,  a  est  positif. 

374.  Arc-boutement.  —  Il  peut  arriver  que  le  frottement 
empêche  complètement  certains  mouvements  qui  seraient  pos- 
sibles géométriquement  s'il  n'y  avait  pas  de  frottement.  On  dit 
alors  qu'il  y  a  arc-boutement.  Ce  cas  se  reconnaît  sur  les  équa- 
tions par  ce  fait  que  l'équilibre  persiste  quelque  grandes  que 
soient  les  intensités  des  forces  motrices. 

Considérons,  par  exemple,  un  corps  pesant  placé  sur  un  plan 
incliné  faisant  avec  l'horizon  un  angle  moindre  que  l'angle  de 
frottement.  Si  ce  corps  est  tiré  verticalement  vers  le  bas  par  une 
corde  passant  dans  une  fente  du  plan,  il  ne  se  mettra  pas  en  mou- 
vement quelque  grand  que  soit  l'effort  de  traction  exercé  par  la 
corde. 

375.  Sur  les  difficultés  qui  se  présentent  dans  l'application  des  lois 
empiriques  du  frottement  ordinairement  admises.  Recherches  de 
M.  Painlevé.  —  Dans  les  deux  premiers  exemples  que  nous  venons  de 
traiter  (nos  370  et  371),  la  composante  normale  de  la  réaction  des  deux 
corps  au  contact  a,  en  fonction  des  variables  déterminant  les  positions  et 
les  vitesses  des  points  du  système,  la  même  expression  que  s'il  n'y  avait 
pas  de  frottement.  En  d'autres  termes,  cette  expression  est  indépendante 
du  coefficient  y.  Les  problèmes  dans  lesquels  cette  circonstance  se  présente 
doivent  être  regardés  comme  les  plus  particuliers,  et,  en  même  temps, 
comme  les  plus  simples. 

Dans  les  cas  plus  généraux  il  arrive,  au  contraire,  que  les  expressions 
des  réactions  normales  en  fonction  des  variables  déterminant  les  vitesses 
et  les  positions  des  points  du  système,  dépendent  du  coefficient  de  frot- 
tement f  :  il  peut  se  présenter  alors,  tant  pour  le  frottement  à  l'état  de  mou- 
vement que  pour  le  frottement  au  départ,  des  circonstances  singulières  qui 
conduisent  à  des  impossibilités  ou   des  indéterminations.  Ces  faits  singu- 
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liers  ont  été  signalés,  pour  la  première  fois,  par  M.  Painlevé  dans  ses 
Leçons  sur  le  frottement  (*),  et  dans  une  Note  présentée  à  l'Académie 
des  Sciences  {Comptes  rendus,  t.  CXXI,  1895,  p.  112).  Et  il  ne  faudrait 
pas  croire  que,  seuls,  des  systèmes  exceptionnels  peuvent  prêter  à  de  telles 
difficultés  :  c'est,  au  contraire,  dans  les  cas  les  plus  généraux  qu'elles  se 
présentent,  au  moins  dès  que  le  coefficient  empirique  f  du  frottement  est 
suffisamment  grand.  Dès  lors,  de  nouvelles  expériences  sont  nécessaires 
pour  trouver  une  loi  du  frottement  ne  prêtant  plus  à  ces  difficultés.  Nous 
ne  pouvons  pas  ici  entrer  dans  le  détail  des  recherches  de  M.  Painlevé  : 
nous  nous  contenterons  de  montrer,  sur  un  des  nombreux  exemples  donnés 
dans  les  Leçons  sur  le  frottement,  quelles  sont  les  difficultés  qui  peuvent 
se  présenter  avec  la  loi  empirique  ordinairement  admise.  On  trouvera 
d'autres  exemples  dans  un  intéressant  article  de  M.  Ad.  Mayer  :  Zur 
Théorie  der  gleitenden  Reibung  {Berichte  der  Kônigl.  Sdchsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  3  juin  1901). 

Considérons  deux  points  matériels  M  et  Mi  de  masses  1,  reliés  par  une 
tige  M  Mi  rigide  et  sans  masse,  de  longueur  r  :  le  point  M  est  assujetti  à 
glisser  avec  frottement  sur  une  droite  horizontale  fixe  Ox,  qu'il  ne  peut 
pas  quitter,  et  le  système  MMi  est  mis  en  mouvement  dans  le  plan  ver- 
tical xO  y  passant  par  Ox.  Trouver  le  mouvement  en  supposant  le 
système  soumis  à  la  seule  pesanteur.  (Painlevé,  Leçons,  p.  98.) 

Appelons  6  l'angle  a?MMi  {fig.  217),  x  l'abscisse  de  M,  xx  et  yY  les 
coordonnées  de  M^ 

Fig.  217. 
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Les  forces  extérieures  appliquées  au  système  MMj  sont  le  poids  total  ig 
appliqué  au  centre  de  gravité  G,  milieu  de  MMi,  et  la  réaction  R  de  Ox 
dont  nous  appellerons  R^  et  Ry  les  deux  composantes  suivant  Ox  et  O y. 

Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  donnent  immédiate- 
ment, en  désignant  par  des  accents  les  dérivations  par  rapport  au  temps, 


(0 


x 


■r\ 


R*,     y;  =  Rr+2^. 


Le  théorème  des  moments  par  rapport  à  des  axes  Ox' y'  passant  par  G 


(  '  )    Autographie,  Hermann,  1895. 
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donne  de  même 

r2  r 

(2)  _0"  =  —  -(RycosO  —  R*sinO), 

7'2 

car  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  G  est  —  5  et  les  coordonnées  de  M, 
par  rapport  aux  axes  Gx' y\  sont 

r  A  r        •        A 

cos0, sinO. 

2  2 

Les  liaisons  géométriques  donnent  immédiatement 
a^  =  a?  h-  r  cos0,        j'!=rsin0; 

en  portant  dans  les  équations  (1)  on  a 

(  ix"  —  rsin00"  —  rcos66'2=  R^, 

j  rcos0  0"— rsin0O'2=  2^4-Rr; 

et  en  portant  les  valeurs  de  R^  et  Ry,  tirées  de  ces  relations,  dans  l'équa- 
tion (2)  : 

(4)  a?" sin6  — /'8"+^  cosô  =  o. 

Appliquons  maintenant  les  lois  empiriques  du  frottement.  La  réaction 
totale  de  Ox  sur  M  a  été  appelée  R  :  la  composante  normale  est  en  valeur 
absolue  la  valeur  absolue  de  Rr;  la  composante  tangentielle  est  en  valeur 
absolue  la  valeur  absolue  de  Rx.  La  composante  tangentielle  est  en  sens 
contraire  de  la  vitesse  du  point  M  et  égale  à  la  valeur  absolue  de/Ry, 
/étant  le  coefficient  de  frottement;  on  a  donc,  suivant  les  cas, 

R*  =  ±/Rr. 

Nous  écrirons 

(5)  R*  =  -e/Ry, 

e  étant  égal  à  ±  1  suivant  les  cas.  En  examinant  successivement  les  divers 
cas  possibles,  on  voit  qu'on  doit  prendre  les  signes  suivants  : 

Si  Rr  >  o,  x'  >  o,  il  faut  Rx  <  o,  s  >  o, 

Si  Rj  >  o,  x  <  o,  il  faut  R.r  >  o,  z  <  o, 

Si  Ry  <  o,  x'  >  o,  il  faut  R.r  <  o,  z  <  o, 

Si  Ry  <  o,  x'  <  o,  il  faut  R^  >  o,  z  >  o, 

En  résumé,  z  doit  être  choisi  de  telle  façon  que 

(6)  zx'Ry>o,  (sz=±i). 

Remplaçons  alors  dans  (3)Rxpar  son  expression  — s/Ry,  et  résolvons 
les  trois  équations  (3)  et  (4)  par  rapport  aux  trois  quantités  Ry,  x"  et  0". 
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En  posant 

(y)  D  =  i  -+•  cos29  -+-  s/sinO  cosO, 

nous  aurons 

'   DRr   =  —  (r8'*sin0-h2#), 

(8)  ]  Dr8"  =  (/'6'2sin8  +  2^)(cosô  +  e/sinO). 

(   Dx"    =  r6'2(cos6  +  s/sin6)  +  £-[cos8sinG-t-s/(i-t-  9in»ô)]. 

Gela  posé,  nous  montrerons  d'abord  que  les  difficultés  indiquées  par 
M.  Painlevé  se  présentent  dès  que  f  est  suffisamment  grand. 

Plaçons  le  système  dans  une  position  initiale  obtenue  en  donnant  à  x 
une  valeur  arbitraire  x0  et  à  6  une  valeur  arbitraire  G0  comprise  entre  o 

et-;   puis  lançons-le   avec  des  vitesses   caractérisées  par  les  valeurs  x'0 

et  8'0  des  dérivées  x'  et  8'.  Enfin,  supposons  f  assez  grand  pour  que  l'on 
ait 

(9)  i-t-cos280 — /sin80cos8o<  o. 

Nous  allons  voir  que  si  x'0  est  positif,  il  est  impossible  de  satisfaire  à 
la  relation  (6)  par  un  choix  convenable  de  z,  et  que  si  x'Q  est  négatif,  les 
deux  valeurs  z  —  ±1  conviennent  :  dans  le  premier  cas  aucun  mouvement 
ne  serait  possible,  et  dans  le  deuxième  deux  mouvements  différents  seraient 
possibles. 

En  effet,  si  x'0  >  o,  et  si  l'on  prend  e=-f-i,  on  voit  que  la  valeur 
initiale  de  la  quantité  D  est  positive,  puis,  par  la  première  des  équa- 
tions (8),  que  la  valeur  initiale  de  Rr  est  négative,  le  produit  zx' R7  est 
donc  négatif  et  la  relation  (6)  n'est  pas  vérifiée.  Si,  en  supposant  toujours 
x'0  >>  o,  on  prend  e  =  —  1,  on  voit,  d'après  (9),  que  la  valeur  initiale  de  D 
est  négative,  puis,  par  la  première  des  équations  (8),  que  la  valeur  initiale 
de  Rr  est  positive;  le  produit  zx'Ry  est  donc  encore  négatif,  et  la  con- 
dition (6)  n'est  pas  vérifiée.  Donc,  quand  x'0  >  o,  les  formules  montrent 
qu'aucun  mouvement  n'est  compatible  avec  les  lois  empiriques. 

Si,  au  contraire,  on  suppose  x'0  •<  o,  on  voit  de  même  que  les  deux 
hypothèses  z  =  -h  1  et  e  =  —  1  sont  également  acceptables  :  les  formules 
ne  permettent  pas  de  choisir  entre  les  deux  mouvements  correspondants. 

Ces  difficultés  disparaissent  quand^est  suffisamment  petit  :  par  exemple, 
si  dans  le  problème  actuel  f  <  1,  la  quantité  D  est  positive  quel  que  soit 
le  signe  de  z. 

Alors,  en  conservant  les  mêmes  conditions  initiales,  o  <  60  <  —  >  on  voit, 

par  la  première  des  formules  (8),  que  Ry  est  négatif.  Si  donc  x'Q  >  o,  il 
faut  prendre  z  =  —  1 ,  et  si  x'Q  <  o,  e  =  4-1.  Dans  les  deux  cas  les  formules 
définissent  un  mouvement  unique  à  partir  de  l'instant  initial,  et  l'on  trouve 
ce  mouvement  pour  une  certaine  période  de  temps  en  intégrant  les  équa- 
tions (8). 
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Si  x'0  =  o,  on  est  en  présence  d'un  problème  préliminaire  :  il  faut  voir 
si  le  point  M  reste  immobile,  c'est-à-dire  si  x  reste  nul  ou  si  x'  qui  est  nul 
pour  t  =  t0,  cesse  d'être  nul  aux  instants  suivants.  Pour  trancher  la  ques- 
tion, il  faudrait  faire  successivement  les  deux  hypothèses  suivantes,  comme 
nous  l'avons  expliqué  en  général  au  n°  369  :  i°  Mettre  le  problème  en 
équations  en  supposant  x'  =  o,  M  immobile  et  appliquant  les  lois  du 
frottement  à  l'état  de  repos;  i°  supposer  x'  différent  de  zéro  en  appli- 
quant les  formules  (8)  et  remarquant  que,  x  partant  de  zéro,  sa  dérivée  x" 
est  positive  si  x'  devient  positif  et  négative  si  x'  devient  négatif.  On  verra 
ensuite  quelle   est  l'hypothèse  qui  ne  conduit  pas  à  une   contradiction  : 

c'est  celle-là  qu'il  faut  prendre.  Par  exemple,  si  60  est  très  voisin  de  —  et  6'0 

très  petit,  x'0  étant  nul,  on  voit  que  x'  restera  nul;  en  effet,  supposons 
x'  >  o,  alors  x"  devrait  être  positif,  mais,  comme  Rj<  o,  on  doit  prendre 
e  ==  —  1,  et  la  troisième  des  formules  (8)  donne  a?"<  o;  il  y  a  donc  con- 
tradiction. De  même,  supposons  x' <C  o,  alors  x"  devrait  être  négatif;  mais 
comme  Ry<  o,  on  doit  prendre  b=  +  i,  et  la  troisième  des  formules  (8) 
donne  a?">o  :  il  y  a  donc  encore  contradiction.  Il  ne  reste  donc  plus 
qu'à  supposer  x'  =  o,  x  =  x0,  et  à  appliquer  au  point  M  la  loi  du  frotte- 
ment à  l'état  de  repos  :  le  mouvement  est  alors  pendulaire. 

La  place  nous  manque  pour  entrer  dans  plus  de  détails.  Nous  renver- 
rons le  lecteur  aux  Leçons  de  M.  Painlevé  pour  une  discussion  complète. 
A  la  suite  de  ces  recherches  théoriques,  des  expériences  sur  le  frottement 
ont  été  entreprises  par  M.  Chaumat  (Comptes  rendus,  iei  semestre  1903); 
l'exposé  et  la  discussion  de  ces  expériences  feront  prochainement  le  sujet 
d'un  Mémoire  détaillé  de  cet  auteur. 


IV.  —  FROTTEMENT  DE  ROULEMENT. 

376.  Généralités.  —  Dans  le  paragraphe  précédent  nous  avons 
négligé  le  frottement  de  roulement  et  de  pivotement.  Nous  allons 
maintenant  traiter  quelques  exemples  dans  lesquels  nous  tien- 
drons compte  Au  frottement  de  roulement,  en  laissant  de  côté  le 
frottement  de  pivotement. 

Rappelons  brièvement  la  définition  du  frottement  de  roulement 
donnée  dans  le  premier  Volume  (n°  196).  Soit  un  cylindre  droit 
à  base  circulaire  pouvant  rouler  sur  un  sol  horizontal;  lorsqu'on 
veut  tenir  compte  du  frottement  de  roulement,  on  admet  que  la 
réaction  du  sol  se  compose  : 

i°  D'une  réaction  normale  N  appliquée  au  point  de  contact 
géométrique  m\ 

20   D'une  réaction  tangentielle  F  s'opposant  au  glissement; 
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3°  D'un  couple  de  moment  H  dont  l'axe  est  parallèle  aux  géné- 
ratrices du  cylindre,  ce  couple  s'opposant  au  roulement. 
Trois  cas  sont  à  distinguer  : 
Equilibre.  —  S'il  y  a  équilibre,  on  a 

F</N,         H<N3, 

où/  est  le  coefficient  du  frottement  de  glissement  et  où  S  est  un 
coefficient  linéaire  appelé  coefficient  du  frottement  de  roule- 
ment. Ce  coefficient  est  une  constante  qui  dépend  du  rayon  du 
cylindre  et  de  la  nature  des  corps  en  contact. 

Roulement.  —   S'il  y  a  roulement  sans  glissement,  on  a 

F</N,        H  =  N8. 

Glissement.  —   S'il  y  a  glissement  sans  rotation,  on  a 

F=/N. 

11  paraît  naturel  de  prendre  alors 

H^NS; 

mais,  comme  ce  couple  H  est  très  petit  par  rapport  au  frottement 
de  glissement,  on  peut  ordinairement  le  négliger  et  prendre  H  =  o. 
Glissement  et  rotation.  —   On  a  alors 

F=/N,         H  =  No; 
on  néglige  habituellement  H. 

377.  Roulement.  —  Examinons  de  plus  près  le  cas  du  roule- 
ment. Alors  le  couple  H  est  égal  à  No;  on  peut  composer  ce  couple 
avec  la  réaction  normale  N  appliquée  au  point  de  contact  géomé- 
trique m.  La  résultante  de  N  et  H  est  une  force  N'égale  et  parallèle 

Fig.  218. 


à  N  transportée  en  avant  de  N  à  une  distance  o.  On  peut  donc  aussi 
tenir  compte  du  frottement  de  roulement  pendant  le  roulement,  en 
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admellant  que  la  réaction  normale  du  sol,  au  lieu  d'être  appliquée 
au  point  géométrique  de  contact  m,  est  appliquée  en  avant  de  ce 
point  à  une  distance  o  de  la  normale  en  m.  La  réaction  tangen- 
tielle  est  toujours  une  force  F  moindre  que  /N.  A  l'état  de  repos, 
on  a  H<NS;  alors  la  réaction  normale  est  transportée  en  avant 
à  une  distance  s  moindre  que  8. 

C'est    sous  cette  forme  que  nous  introduirons  le  frottement  de 
roulement  dans  les  applications  suivantes  : 


378.  Exemple  I.  —  Roulement  d'un  cylindre  circulaire  homogène 
pesant  sur  un  plan  horizontal. —  Le  cylindre  étant  immobile,  cherchons 
d'abord  quelle  force  horizontale  <£  il  faut  appliquer  au  cylindre  parallèle- 
ment au  sol  et  perpendiculairement  aux  génératrices  pour  le  faire  rouler. 

Appelons  h  la  distance  de  la  force  <ï>  au  plan,  P  le  poids  du  cylindre. 
Déterminons  d'abord  la  force  <ï>,  de  façon  qu'il  y  ait  équilibre.  Dans  cette 
hypothèse,  les  forces  appliquées  au  cylindre  sont  la  force  <P,  le  poids  P, 
la  réaction  normale  N  transportée  en  avant  en  m'  à  une  distance  s  de  la 
normale  moindre  que  8,  enfin  la  réaction  tangentielle  F  moindre  que/N 

kfig>  2I9> 

Fig.  219. 


Écrivons  que  les  sommes  des  projections  de  ces  forces  sur  la  verticale  et 
l'horizontale  sont  nulles, 

N  =  P,         F  =  <ï>. 

Écrivons  que  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  au  point  de  contact 
géométrique  m  est  nulle  :  nous  avons,  puisque  F  et  P  ont  des  moments 
nuls, 

<bh  —  Ns  =  o. 


Écrivons  F  <  /"N,  e  <  S,  nous  aurons 
(O  *<P/\ 


Si  ces  deux  conditions  sont  remplies,  il  y  a  équilibre. 

Si  elles  ne  le  sont  pas  toutes  deux,  l'équilibre  est  rompu;  mais  il  peut 
l'être  de  façons  différentes,  suivant  que  l'une  ou  l'autre  des  inégalités  n'est 
pas  vérifiée. 
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Supposons  d'abord 

/>>,'      *>7» 

alors  on  peut  donner  à  <£  une  valeur  telle  que 

■>/>*>¥• 

L'équilibre  est  rompu;  il  y  a  roulement,  car,  la  force  <ï>  étant  inférieure 
au  frottement  de  glissement  au  départ  /P,  le  glissement  ne  peut  pas  se 
produire. 


Supposons,  au  contraire, 


f<l     *<4- 


alors  on  peut  prendre 


¥>*>r/; 


il  se  produit  dans  ce  cas  un  glissement. 
Gomme  application,  imaginons  que  l'on  ait 

*>f    p/>*>¥- 

Le  cylindre  se  met  à  rouler,  et  à  l'instant  t  il  a  acquis  une  certaine  vitesse. 
Cherchons  quelle  est  la  valeur  qu'il  faut  donner,  à  partir  de  cet  instant, 
à  la  force  horizontale  <P  placée  à  la  hauteur  /*,  pour  que  le  mouve- 
ment de  roulement  reste  uniforme? 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  les  forces  appliquées  au  cylindre  pen- 
dant le  roulement  se  fassent  équilibre.  En  effet,  le  centre  de  gravité  devant 
être  animé  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme,  la  résultante  des  forces 
appliquées  au  corps  solide  doit  être  nulle.  Puis,  le  mouvement  relatif  du 
corps  autour  du  centre  de  gravité  devant  être  une  rotation  de  vitesse 
constante  autour  d'un  axe  de  direction  fixe,  le  moment  résultant  de  ces 
forces  doit  être  nul.  Les  forces  doivent  donc  se  faire  équilibre. 

Réciproquement,  si  les  forces  se  font  équilibre  sur  le  cylindre  une  fois 
mis  en  mouvement,  son  centre  de  gravité  décrit  une  droite  d'un  mouve- 
ment uniforme. 

Projetons  encore  les  forces  sur  la  verticale  et   l'horizontale,  nous  avons 

JN  =  P,         F  =  <ï>,         d'où         <ï><  P/*, 

car  il  n'y  a  pas  glissement. 

Prenons  ensuite  les  moments  par  rapport  au  point  de  contact  géomé- 
trique m,  en  remarquant  que  la  somme  des  moments  est  nulle  et  que  la 
distance  de  N  à  m  est  o  dans  le  roulement.  Nous  avons 

*  =  T  ' 
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Ainsi,  pour  mettre  le   cylindre  en  mouvement  en  le  faisant  rouler,  il  faut 

Po 

lui  appliquer  une  force  <1>  supérieure  à  —  )  mais  inférieure  àf  P.  Puis,  dès 

que  le  centre  de  gravité  du  cylindre  a  atteint  la  vitesse  voulue,  pour  main- 
tenir cette  vitesse  de  roulement,   il  suffit  de    donner    brusquement   à   la 

Po 
force  <ï>  la  valeur  -r-. 
Ii 

379.  Emploi  des  rouleaux  pour  transporter  les  matériaux  sur  un  sol 
horizontal.  —  Supposons  qu'une  pièce  pesante  P  ayant  la  forme  d'un 
parallélépipède  rectangle  soit  supportée  par  deux  rouleaux  Oi  et  02  de 
même  diamètre,  à  axes  parallèles  et  reposant  sur  un  sol  horizontal.  Cher- 
chons quelle  est  la  force  horizontale  <£  perpendiculaire  aux  axes  des  rou- 
leaux qu'il  faut  appliquer  à  la  pièce  P  pour  la  faire  avancer  d'un  mouve- 
ment uniforme,  les  rouleaux  roulant  à  la  fois  sur  la  pièce  et  sur  le  sol. 
Les  forces  appliquées  à  la  pièce  sont  :  la  force  horizontale  <ï>,  le  poids  P 
de   cette   pièce,  les   réactions   tangentielles  Fj  et  F2  des   rouleaux  sur  la 

Fig.    220. 


pièce,  enfin  les  réactions  normales  Ni  et  N2  des  rouleaux.  Les  forces  appli- 
quées au  premier  rouleau  Oi  sont  :  le  poids  p  de  ce  rouleau,  les  forces  F\ 
et  N't  égales  et  opposées  à  Fi  et  Nt,  enfin  les  réactions  tangentielles  et 
normales  Gx  et  Mi  du  sol. 

D'après  les  lois  du  frottement  de  roulement,  la  réaction  Mj  du  sol  est 
placée  à  une  distance  o  du  point  de  contact  géométrique  Ai  dans  le  sens 
du  roulement  sur  le  sol,  et  la  réaction  Nj  de  la  pièce  sur  le  rouleau  est 
placée  à  une  distance  o'  du  point  de  contact  géométrique  Bi  dans  le  sens 
du  roulement  du  rouleau  sur  la  pièce.  Les  mêmes  faits  se  produiront  sur 
le  deuxième  rouleau,  les  coefficients  S  et  o'  étant  les  mêmes  et  les  réac- 
tions étant  affectées  de  l'indice  i.  Par  raison  de  symétrie,  nous  regarde- 
rons toutes  les  forces  comme  situées  dans  un  même  plan  normal  aux  axes 
des  rouleaux. 

La  pièce  étant  animée  d'un  mouvement  de  translation  uniforme,  les 
forces  qui  lui  sont  appliquées  se  font  équilibre.  En  projetant  ces  forces 
sur  la  verticale  et  l'horizontale,  on  a  les  deux  équations 

(2)  $  =  Fi+F2,        P  =  Ni  +  N2. 

Il   faudrait   ajouter  à   ces   équations  celle  qui  exprime  que  la  somme  des 
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moments  des  forces  appliquées  à  la  pièce  est  nulle  par  rapport  à  un  point 
du  plan  des  forces;  mais  cette  relation  ne  sert  pas  pour  la  suite  :  elle  per- 
mettrait de  calculer  Ni  et  N2. 

Le  rouleau  Oi  étant  animé  d'un  mouvement  de  roulement  uniforme,  les 
forces  qui  lui  sont  appliquées  se  font  équilibre.  Nous  aurons  donc  succes- 
sivement, en  projetant  sur  la  verticale,  l'horizontale,  et  en  prenant  les 
moments  par  rapport  au  point  Ai, 

p  _  Mi  -4-  n;  =0,       Gt  —  f;  =  o, 
2RF;  —  m,  3  —  n;  o'  =  o. 

Gomme  N't  =  Nt  et  F^  =  F1?  on  tire  de  là  en  éliminant  Mi 

_        />S-f-Ni(8  +  $f) 

Fl=  ÏR 

On  trouverait  de  même 

/>5-f-N2(5-i-5') 
2K 

On  a  donc  enfin,  d'après  les  équations  (2), 

2/>0-f-P(0-+-0') 


<ï>  = 


2R 


On  peut  ordinairement  négliger/»  devant  P  et  réduire  cette  formule  à 


<ï>  = 


2R 


Si  la  pièce  glissait  directement  sur  le  sol,  on  trouverait  que  la  force 
capable  de  lui  imprimer  un  mouvement  uniforme  serait /P,  valeur  nota- 
blement supérieure  à  la  précédente. 


EXERCICES. 

1.  Pendule  à  deux  branches  (Métronome).  —  On  considère  un  pendule  com- 
posé constitué  par  une  tige  homogène  mobile  dans  un  plan  vertical  autour  d'un 
axe  O  perpendiculaire  au  plan.  La  partie  de  cette  tige  située  au-dessous  de  O  est 
très  courte  et  porte  à  son  extrémité  un  poids  assez  lourd  qui  constitue  le  poids 
moteur;  la  partie  de  la  tige  située  au-dessus  de  O  est  plus  longue  et  porte  un 
petit  poids  qui  peut  glisser  et  être  arrêté  en  chaque  point  voulu  et  qui  constitue 
le  poids  régulateur. 

Étudier  la  durée  des  oscillations  infiniment  petites  suivant  la  position  du  poids 
régulateur. 

(Il  suffit  d'appliquer  la  théorie  du  pendule  composé  en  remarquant  que  le 
moment  d'inertie  varie  avec  la  position  du  poids  régulateur.  Hirn,  Comptes 
rendus,  t.  CV,  p.  4°-) 

1.  Une  porte   homogène  est  fixée  par  deux  gonds  à  un  axe  faisant  un  angle 

A,  II.  9 
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donné  avec  la  verticale.  Trouver   le   mouvement  et   la  pression    sur  les  gonds. 
(Routh,  Rlgld  Dynamics,  vol.  I,  p.  97). 

3.  Un  corps  solide  tourne  autour  d'un  axe  fixe  Oz  sous  l'action  de  forces  disposées 
symétriquement  par  rapport  au  plan  du  cercle  décrit  par  le  centre  de  gravité; 
le  corps  lui-même  est  symétrique  par  rapport  à  ce  plan.  Calculer  les  pressions 
sur  l'axe  fixe. 

Réponse.  —  Il  est  évident  que,  dans  ce  cas,  les  pressions  sur  l'axe  peuvent 
être  réduites  à  une  force  unique,  appliquée  au  point  où  le  plan  de  symétrie  coupe 
l'axe  et  située  dans  ce  plan.  Les  formules  générales  détermineront  cette  force. 

4.  On  considère  une  masse  déterminée  homogène  continue  de  matière  ayant  la 
forme  d'un  cylindre  de  hauteur  donnée  qu'on  fait  osciller  autour  d'une  parallèle 
aux  génératrices.  Quelle  forme  doit  avoir  la  base  et  comment  doit  être  choisi 
l'axe  de  suspension  pour  que  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  soit  mi- 
nimum ? 

Réponse.  —  La  base  doit  être  un  cercle  et  l'axe  doit  passer  au  milieu  du  côté 
du  carré  inscrit.  (De  Saint-Germain,  Rulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  t.  II,  p.  54.) 

5.  Axes  de  suspension  d' un  pendule  composé  pour  lesquels  la  longueur  du 
pendule  simple  synchrone  a  une  valeur  donnée.  —  Imaginons  un  solide  déter- 
miné; si  l'on  suspend  ce  solide  autour  d'une  droite  A  qui  lui  est  invariablement 
liée,  prise  comme  axe  de  suspension,  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  a 
une  certaine  valeur  l.  Appelons  point  de  suspension  la  projection  J  du  centre  de 
gravité  G  du  corps  solide  sur  l'axe  A.  Par  chaque  point  de  suspension  J  passent 
alors  une  infinité  d'axes  de  suspension  A  perpendiculaires  à  GJ  :  à  ces  axes 
correspondent,  en  général,  des  longueurs  différentes  /  pour  le  pendule  simple 
synchrone. 

Tous  les  points  de  suspension  par  lesquels  il  passe  au  moins  un  axe  A  tel  que  l 
ait  une  valeur  donnée  k  sont  situés  sur  ou  entre  les  deux  nappes  d'une  surface 
obtenue  en  prolongeant  les   rayons  vecteurs,  issus  du  centre    d'une  surface   des 

ondes,  de  la  longueur  constante  -  •  Par  les  points  de  suspension  situés  sur  une 

des  nappes,  il  ne  passe  qu'un  axe  de  suspension  A  répondant  à  la  question;  par 
les  points  de  suspension  situés  entre  les  deux  nappes,  il  en  passe  deux;  par 
chacun  des  points  coniques  de  la  surface,  pris  comme  points  de  suspension,  il  en 
passe  une  infinité.  (Bocklen,  Journal  de  Crelle,  t.  93.) 

6.  Deux  barres  matérielles  homogènes  égales  AB  et  AB ',  de  longueur  2  l  et  de 
masse  M,  sont  articulées  l'une  à  l'autre  par  une  extrémité  A.  On  demande  le 
mouvement  de  ces  deux  barres  en  supposant  qu'elles  soient  lancées  dans  un  plan 
horizontal  XOY  sur  lequel  elles  glissent  sans  frottement. 

On  appellera  i;,  i]  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  du  système,  6  l'angle 
de  la  droite  GA  avec  OX,  20c  l'angle  BAB'  des  deux  barres,  et  MA2  le  moment 
d'inertie  de  chaque  barre  par  rapport  à  son  milieu.        (Licence,  Paris,  i885.) 

7.  Un  tube  rectiligne  homogène  AB  de  section  infiniment  petite  et  de  longueur 
ia  glisse  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal;  un  point  matériel  M  dont  la 
masse  est  égale  à  celle  du  tube  est  mobile  sans  frottement  à  l'intérieur  du  tube. 
Trouver  le  mouvement  du  système  et  la  pression  du  point  M  sur  le  tube. 

On  appellera  6  l'angle  de  AB  aver  un  axe  fixe  OX  et  ir  le  segment  CM  compté 


CHAPITRE    XIX.    —    DYNAMIQUE    DU    CORPS    SOLIDE.  1 3 1 

à  partir  du  centre  C  du  tube.   On  examinera  en  particulier  le  cas  où  la  vitesse 

initiale  du  centre  de  gravité  du  système  et  la  valeur  initiale  de  —  seraient  nulles; 

on  indiquera,  dans  ce  cas,  la  forme  de  la  trajectoire  du  point  M. 

(Licence,  Paris,  1S87.) 


Résultats. 


\dt j .  '  v'  '  2  y  \dt) 

r  s'exprime  en  fonction  uniforme  de  6  par  une  fonction  elliptique.  (Voir  Fonc- 
tions elliptiques  et  leurs  applications,  par  Greenhill,  traduction  de  Griess, 
p.  107,  n°  86.) 

8.  Sur  un  plan  horizontal  glisse  sans  frottement  un  tube  rigide  de  section  infi- 
niment petite;  ce  tube  affecte  la  forme  d'une  courbe  qui,  rapportée  au  centre  de 
gravité  C  du  tube  comme  origine  et  à  un  axe  CA  invariablement  lié  au  tube 
comme  axe  polaire,  a  une  équation  donnée  0  =./(/■).  Dans  l'intérieur  du  tube 
glisse  sans  frottement  un  point  m  de  même  masse  que  le  tube.  Trouver  le  mou- 
vement du  système  supposé  placé  dans  des  conditions  initiales  arbitraires. 

Réponse.  —  Le  centre  de  gravité  G  milieu  de  Cm  est  animé  d'un  mouvement 
rectiligne  uniforme.  Rapportons  le  mouvement  à  des  axes  &x',  G  y'  de  directions 
fixes  menés  par  G.  La  position  du  système  est  alors  définie  par    les  coordonnées 

polaires  G  m  =  ->  mGx'  —  a  du  point  m  et  l'angle  $  de  CA  avec  Gx'.  Le  théo- 
rème des  forces  vives  donne 

r'2-Hr2a'2-h2Â:2p'2=  h, 
et  celui  des  moments 

/•-  a'  -h  a  k2  p'  =  const .  ; 

d'ailleurs  0  =  ACM  =  a  —  (3  =f(r).  D'où  a,  (â  et  r  en  fonctions  de  t. 

9.  Un  tube  rectiligne  homogène  AB,  de  section  infi  niment  petite  et  de  masse  m 
est  mobile  dans  un  plan  horizontal  xOy  autour   de   son  milieu   0   qui  est  fixe. 
Un  point  matériel    M,  de  masse  m,  glisse    sans  frottem  ent  dans   le    tube  et   est 
attiré  par  le  point  O,  proportionnellement  à  la  distance.  Trouver  le  mouvement 
du  système. 

On  appellera  mk-  le  moment  d'inertie  du  tube  par  rap  port  au  point  O,  0  l'angle 
xO\,  r  la  distance  O.M  et  \imr  la  valeur  absolue  de  l'attraction  du  point  O  sur 
le  point  M. 

On  étudiera,  en  particulier,  le  mouvement  en  supposant  qu'à  l'instant   initial 

t  =  o  on  ait 

dr  db 

r  =  r-         di   =  °'  dt  =  *•" 

Dans  quel  cas  la  trajectoire  sera-t-elle  une  circonférence  de  centre  O? 

(Licence,  Paris.) 

Résultats.  —  i°  La  somme   des  moments   des   quantités   de    mouvement   par 
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rapport  au  point  0  est  constante.  Donc 

.  2  de       de 


2°  Le  théorème  des  forces  vives  donne 

de' 


^(S1 


d/ 


(£)'—• 


où  A  est  une  constante  arbitraire.  On  a  ainsi  r  et  6. 

,  ,  ,  , .     .       .        .    dô   ,  , 

L  élimination  de  ~r  donne  t  en  r  par  une  quadrature. 

10.  Dans  l'exemple  III,  n°  366,  on  remplace  le  double  cône  par  une  sphère 
ayant  son  centre  dans  le  plan  vertical  %OZ,  mené  par  la  bissectrice  Ox  de  l'angle 
DOD',  et  assujettie  à  rouler  sans  glisser  sur  les  guides  OD  et  OD'. 

Trouver  le  mouvement  de  cette  sphère.  (Bille  de  billard  roulant  sur  deux 
queues  qui  forment  un  angle.) 

Résultats.  —  On  vérifie  sans  peine  que  le  centre   C  de  la  sphère  décrit,  dans 

le  plan  vertical  yOx  mené  par  la  bissectrice  Ox  de  l'angle  des  deux  guides,  une 

t> 

ellipse  BCA  dont  les  axes  sont  a  —  —. >  b  =  R,  où  cp  désigne  le  demi-angle  des 

sin  cp 

guides  (fîg.  221). 


La  sphère  roulant  sur  les  deux  guides,  l'axe  instantané  de  rotation  de  la 
sphère  est  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  avec  les  guides  :  le 
point  T  où  cet  axe  rencontre  Ox  est  le  centre  instantané  de  rotation  dans  le 
plan  y  Ox,  et  GT  est  normal  en  C  à  l'ellipse  lieu  du  centre.  Appelons  r  la  lon- 
gueur de  cette  nornale,  6  l'angle  dont  la  sphère  a  tourné  à  partir  de  sa  position 
initiale,  ds  l'élément  d'arc  de  l'ellipse. 

La  vitesse  V  du  point  C  est 


(i) 


ds  d§ 

~  ~dt  ~  '  dt 


d'après  la  propriété  fondamentale  du  centre  instantané  de  rotation.  Si  l'on  désigne 

par  u  l'anomalie  excentrique  du  point  C  de   l'ellipse,  les  coordonnées  x  et  y  de 

ce  point  sont 

x  ■=.  a  cos  w,        y  —  b  sin  u. 

On  trouve  facilement,  pour  la  longueur  de  la  normale  CT, 


r2  =  —7,(  a2  sin2  w  H-  b2  cos2  u  ) , 
a1 
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et,  pour  l'élément  linéaire  d'ellipse 


ds2  =  (  à1  si  n2  u  -+-  b2  cos2  u  )  du2  =  rj  r2  du1. 
Portant  cette  valeur  dans  (i),  il  vient 
(  2  )  j  du  =  dft; 

enfin,  la  hauteur  Ç  du  centre  de  gravité  C,  au-dessus  de  l'horizontale  0^  du 
point  0  est,  i  désignant  l'angle  xO\, 

(3)  Ç  =  xsini  +  y  cosi  —  a  sin/  cos  a  -+-  b  cos/  sin  u. 

La  force  vive  totale  de  la  sphère  est,  d'après  le  théorème  de  Kœnig, 

MA2  étant  le  moment  d'inertie  de  la  sphère  par  rapport  à  un  diamètre;  on  a  donc, 
en  appliquant  le  théorème  des  forces  vives,  supposant  que  la  sphère  parte  sans 
vitesse  initiale  de  la  position  pour  laquelle  u  —  u0,  et  tenant  compte  de  (2), 


(3) 


(k2a2         2    .   2  „       .    \  (du\2 

I  — — — 1-  a1  sin2  u  H-  b-  cos-  u  I  (  —  ) 

=  2  g  [a  sini(cosw0 —  cos  m)  -+-  b  cos /(sin  u0 —  sina)j. 


Cette  formule  donne  t  en  u  par  une  quadrature.  On  peut  ainsi  étudier  le  mou- 
vement. Pour  que  la  sphère  semble  remonter,  il  faut  et  il  suffit  que  le  centre  de 
gravité  descende  quand  la  sphère  semble  remonter.  » 

On  peut  vérifier  que  le  mouvement  de  la  sphère,  au  point  de  vue  cinématique, 
s'obtient  en  faisant  rouler  une  épicycloïde  sur  la  droite  Ox.  (  Voir  Mannheim, 
Journal  de  Liouville,  i85g,  et  Comptes  rendus,  3  novembre  1890.) 

11.  Un  tube  circulaire  homogène  de  masse  M,  et  de  section  infiniment  petite, 
est  mobile  sans  frottement  dans  un  plan  horizontal  autour  d'un  de  ses  points  O 
supposé  fixe.  Un  point  matériel  m,  de  masse  m,  est  mobile  sans  frottement  dans 
l'intérieur  du  tube,  et  est  repoussé  par  le  point  O  proportionnellement  à  la 
distance. 

Trouver  le  mouvement  du  système  en  supposant  qu'il  soit  abandonné  à  lui- 
même  sans  vitesse  initiale. 

On  appellera  R  le  rayon  du  tube,  MA-2  son  moment  d'inertie  par  rapport  au 
point  O,  6  l'angle  que  fait  le  diamètre  OA  avec  un  axe  fixe  Ox,  et  a  l'angle  que 
fait  le  rayon  vecteur  O  m  avec  le  diamètre  OA.  (Licence.) 

12.  On  considère  une  roue  mobile  autour  d'un  axe  vertical  :  les  rayons  de  cette 
roue  sont  creux;  dans  chacun  d'eux  est  placé  un  boulet  sphérique  de  masse  m; 
les  centres  de  ces  boulets  sont  tous  à  la  même  distance  initiale  c  de  l'axe  de  la 
roue. 

On  met  cette  roue  en  mouvement  en  lui  communiquant  une  vitesse  initiale  n. 
Mouvement  des  boulets. 

(Le  centre  de  chaque  boulet  décrit  une  courbe  dont  l'équation  est  de  la  forme 
rcnO  =  c.    Greeniiill,  Fonctions  elliptiques,  traduction  de  Griess,  n°  88.) 
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13.  On  donne  un  quart  de  cercle  de  rayon  R  limité  par  un  rayon  vertical  Oy 
et  une  barre  homogène  pesante  AB  de  longueur  ni  qui  glisse  sans  frottement 
sur  le  quart  de  cercle  et  dont  une  extrémité  A  glisse  sans  frottement  sur  le  rayon 
vertical  Oy. 

i°  Trouver  la  position  d'équilibre  de  la  barre. 

2°  La  barre  étant  abandonnée  à  elle-même  sans  vitesse  initiale  dans  la  position 
horizontale,  étudier  son  mouvement. 
On  appellera  a  l'angle  de  la  barre  avec  l'horizontale  Ox  et  l'on  vérifiera  que, 

/  J% 
dans  le  cas  particulier  où  R=  >  l'angle  a  dans  le  mouvement  oscille  entre 

o  et  -  •  (Licence,  Paris.) 

14.  Une  barre  homogène  pesante  AB,  assujettie  à  rester  dans  un  plan  vertical, 
est  rattachée  à  un  point  fixe  O  par  un  fil  OC  inextensible  et  sans  masse  fixé  en 
son  milieu  G.  Trouver  le  mouvement  de  cette  barre  et  la  tension  du  fil. 

On  appellera  l  la  longueur  du  fil,  M  la  masse  de  la  barre,  6  l'angle  du  fil  OC 
avec  la  verticale  Ox,  a  l'angle  de  la  barre  AB  avec  cette  même  verticale. 

15.  On  considère,  dans  un  plan  horizontal  yOx,  une  tige  homogène  OA,  de 
masse  M  et  de  longueur  /,  mobile  autour  de  son  extrémité  O,  qui  est  fixe;  puis 
une  deuxième  tige  homogène  AB,  de  même  masse  M  et  de  longueur  double  il 
articulée  à  la  première,  à  l'extrémité  A;  le  milieu  C  de  cette  deuxième  tige  est 
attiré  par  le  point  O  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance. 

Trouver  le  mouvement  du  système. 

On   appellera  6   l'angle  xOX  de  OA  avec  un    axe  fixe    Ox,  cp  l'angle   COA  et 

— ^-  la  valeur  absolue  de  la  force  attractive  issue  du  point  O.  On  supposera  que 
OC3 

le  système  parte  du  repos  et  que  l'on  ait,  dans  la  position  initiale, 

6  =  0,        cp  =     •  (Licence,  Paris.) 

I 

16.  Un  carré  matériel  homogène  de  côté  ia,  d'épaisseur  infiniment  petite  et  de 
masse  m,  peut  glisser  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  :  un  insecte  de 
même  masse,  regardé  comme  un  point,  est  placé  d'abord  au  milieu  d'un  côté  en  A 
et  le  système  entier  est  immobile;  à  l'instant  t  =  o,  l'insecte  se  met  à  marcher 
le  long  du  côté  en  parcourant,  sur  le  côté,  des  longueurs  proportionnelles  aux 
temps.  Mouvement  du  système. 

Réponse.  —  Le  centre  de  gravité  reste  immobile.  Prenons  alors  ce  point  O 
pour  origine  et  prenons  pour  axes  Ox  et  Oy  des  axes  parallèles  aux  côtés  du 
carré  dans  la  position  initiale.  A  l'instant  £,  l'insecte  est  en  M,  le  centre  du  carré 
en  C,  le  point  A  milieu  du  côté  en  A',  et  l'on  a  par  hypothèse  A'M  =  vt,  v  étant 
constant.  D'ailleurs  la  masse  du  carré  et  celle  de  l'insecte  étant  égales,  0  est  le 
milieu  de  CM  (Jîg.  222). 

Soient  a  l'angle  dont  le  carré  a  tourné  dans  le  sens  négatif,  c'est-à-dire  l'angle 
de  C'A'  avec  Ox;  r  et  6  les  coordonnées  polaires  de  M.  On  a 

CM        1    ,—z 5—5         .  Sl^îï,  vl 

r  =  =  -  \Ja--t-  v-t2,         8  h-  a  =  A  G  M  =  arc  tang  —  • 

2  2  a 

D'ailleurs,  les  coordonnées  polaires  de  G'  sont  ;-  et  0  +  ir. 
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La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  0  est  nulle, 

puisque  cette  somme  est  constante  et  que  sa  valeur  initiale  est  zéro.  On  a  donc 

l'équation 

2/,20' —  Â:a'=  o, 


dans  laquelle  mk2  est  le  moment  d'inertie   du   carré  par  rapport  à  son  -centre 
Cette  équation,  jointe  aux  deux  précédentes,  donne  /',  6  et  a  en  fonction  de  t. 


y 


C      0 


Fig.    222. 


JO 


17.  Même  problème  quand  on  remplace  la  plaque  carrée  par  une  plaque  de 
forme  quelconque,  définie  comme  il  suit.  C  désignant  le  centre  de  gravité  de  la 
plaque,  A  un  point  fixe  sur  le  contour,  M  un  point  variable  tel  que  arcAM  =  s, 
on  a 

CM  =/(*),        ACM  =  cp(5). 

Réponse.  —  L'insecte  partant  de  A  et  parcourant  un  arc  s  =  vt  proportionnel 
au  temps,  on  a,  avec  les  notations  de  l'exercice  précédent,  les  relations 

'•=  ;/(«*)»        6H-a  =  <p(«tf) 

qui,  jointes  à  celle  que  fournit  le  théorème  des  moments,  donnent  /',  9  et  a  en 
fonctions  de  t. 


18.  Dans  l'exercice  IV  du  n°  366,  Pendule  elliptique,  calculer  la  durée  des 
oscillations  infiniment  petites;  que  devient  cette  durée  quand  m  augmente  indé- 
finiment? 

Réponse.  —  Appelant  a  l'angle  d'écart  initial,  on  a  k  — —  cosoc.  Comme  6  et  a 
sont  très  petits,  on  peut  faire 


sinO  =  6, 


COStt  =  I 


alors  on  a 


cosa  =i  —  —  ; 

2 


o?9\2       g  m  +  ml      a2 — 
dtj'l         m 


i  4- 


m 


En  développant  le  dernier  facteur,  suivant  les  puissances  de  ô2,  et  négligeant 
les  puissances  supérieures  à  la  deuxième  et  le  produit  a262,  on  a 

dtj         l         m        v  " 
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d'Où  

T=      '    ^ l 


=v 


g  ni  h-  ml 

Si  m  augmente  indéfiniment,  on  trouve  comme  limite  la  durée  des  oscillations 
du  pendule  simple,  ce  qui  est  évident  a  priori,  car  alors  la  masse  m  ne  bouge 
plus. 

19.  Un  triangle  rectangle  pesant,  assujetti  à  rester  dans  un  plan  vertical,  glisse 
sans  frottement  sur  un  axe  horizontal  Ox  sur  lequel  il  repose  par  un  côté  de 
l'angle  droit;  sur  l'hypoténuse  roule  un  disque  vertical  homogène  pesant.  Mou- 
vement du  système.  (Licence.) 

Réponse.  —  La  position  du  système  dépend  de  deux  paramètres  :  l'abscisse 
d'un  point  du  triangle  et  l'angle  dont  le  disque  a  tourné. 

Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  sur  Ox  et  le  théorème  des 
forces  vives  fournissent  les  deux  équations  du  mouvement. 

20.  Un  disque  homogène  pesant,. situé  dans  un  plan  vertical,  roule  sans  glisser 
sur  une  droite  fixe  Ox  de  ce  plan  :  le  centre  du  disque  est  attiré  proportion- 
nellement à  la  distance  par  un  point  fixe  O  de  la  droite.  Mouvement  du  disque. 

(Licence.) 

Réponse.  —  Le  système  étant  à  liaisons  complètes,  sans  frottements,  il  suffit 
d'appliquer  le  théorème  des  forces  vives.  Le  mouvement  est  tautochrone. 

21.  Quatre  points  matériels,  de  masses  égales,  assujettis  à  rester  sur  un  plan 
donné  fixe  et  parfaitement  poli,  occupent  les  quatre  sommets  d'un  losange  arti- 
culé dont  les  quatre  côtés  sont  constitués  par  quatre  tiges  rigides  et  sans  masse 
appréciable. 

On  imprime  au  système  un  mouvement  connu  dans  le  plan  donné,  et  l'on  pro- 
pose de  trouver  le  mouvement  ultérieur,  en  admettant  qu'aucune  force  extérieure 
n'intervienne  et  qu'il  ne  se  produise  aucun  frottement  aux  articulations. 

Pour  déterminer  le  mouvement  qui  aura  lieu  après  que  deux  des  poinls  seront 
venus  se  choquer,  on  regardera  ces  points  comme  des  corps  absolument  dénués 
d'élasticité. 

Examiner  en  particulier  le  cas  où,  à  l'instant  initial,  les  milieux  de  deux  côtés 
opposés  du  losange  auraient  des  vitesses  nulles.  (Licence,  Caen.) 

22.  Mouvement  de  la  machine  d'Atwood  dans  l'air  quand  on  suppose  que  l'air 
exerce,  sur  les  deux  masses  pesantes  suspendues  aux  deux  fils,  une  résistance 
proportionnelle  à  la  vitesse.  (Licence,  Clermont.) 

23.  Une  tige  BC  est  assujettie  à  glisser  sur  une  droite  fixe  x'x.  Cette  tige  se 
meut  sous  l'action  d'un  point  fixe  A  qui  attire  tous  les  éléments  de  BC  propor- 
tionnellement à  la  distance  et  à  la  masse  de  ces  éléments.  La  tige  BG  est  homo- 
gène; l'attraction  du  point  A  sur  un  élément  de  BC,  de  masse  i  â  la  distance  i, 
produit  une  force  égale  à  l'unité.  A  l'origine  du  temps,  la  tige  BC  est  immobile; 
si,  du  point  A,  l'on  abaisse  sur  x' x  une  perpendiculaire  AO,  la  longueur  AO  est 
égale  à  2  a  et  la  distance  de  O  au  milieu  de  BC  est  à  l'origine  du  temps  égale 
à  na.  Trouver  le  moment  de  BC  : 

i*  En  supposant  que  BC  glisse  sans  frottement  surar'a;; 

2°  En  supposant  que  x'x  soit  dépoli  et  que  le  coefficient  du  frottement  de  BC 
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sur  x'  x  soit  i.  Trouver,  dans  ce  cas,  au  bout  de  combien  de  temps  la  tige  BC  sera 
en  repos  et  quelle  sera  alors  la  position  de  cette  tige. 

(Licence,  Marseille,  1884.) 

24.  Une  sphère  homogène  pesante  est  placée  sur  un  plan  incliné  rugueux,  le 
coefficient  de  frottement  étant/;  la  sphère  commence-t-elle  par  rouler  sans 
glisser,  ou  par  glisser? 

(  a  désignant  l'inclinaison  du  plan  sur  l'horizon,  il  y  a  roulement  si  /  >  -  tanga. 

Routh,  Rigid  dynamics,  vol.  I,  n°  161.) 

25.  Une  sphère  homogène  animée  d'une  rotation  il  autour  d'un  diamètre  hori- 
zontal est  posée  sur  un  plan  horizontal  rugueux.  Trouver  son  mouvement. 

(Problème    analogue    à   celui    du    cerceau   n°  371.    Il   y  a   glissement  jusqu'à 

...  2  a£l         . ,  .  .  .,  ,  .„ 

rinslant^,=  -  — j—  >  a  désignant  le  rayon;  après  il  y  a  roulement  uniforme  si 

7  JS 

l'on  néglige  le  frottement  de  roulement.  Routh,  n°  162.) 

26.  Une  barre  homogène  pesante  AB  est  terminée  par  deux  anneaux  qui 
glissent  avec  frottement  le  long  de  deux  tiges  horizontales  rectangulaires  Ox 
et  Oy.  La  tige  est  lancée,  avec  une  vitesse  angulaire  instantanée  Q.,  dans  une 
position  infiniment  voisine  de  Ox.  Mouvement. 

(Il  va  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  /  est  supérieur  ou  inférieur  à  yî. 
Routh,  Ibid.,  n°  166.) 

27.  Un  cercle  matériel  homogène  pesant  peut  glisser  sans  frottement  sur  un 
plan  horizontal.  Ce  cercle  étant  immobile,  un  point  matériel  pesant  de  même 
masse  que  le  cercle  est  placé  en  m0  sur  le  cercle,  et  lancé  horizontalement  avec 
une  vitesse  donnée  v0  perpendiculaire  au  rayon  qui  passe  par  m0. 

Trouver  le  mouvement  du  système,  sachant  que  le  cercle  frotte  sur  le  point  et 
que  le  coefficient  de  frottement  est  /. 

28.  Dans  le  pendule  elliptique  du  n°  366,  on  suppose  que  le  point  m  glisse 
avec  frottement  sur  Ox.  Le  pendule  étant  écarté  d'un  angle  a  de  la  verticale,  on 
le  laisse  aller  sans  vitesse  initiale.  Que  doit  être  cet  angle  a  pour  que  le  point  m 
reste  immobile?  (Voir  fin  du  n°  375.) 

29.  Pendule  isochrone  de  Phillips.  —  Soit  un  pendule  dont  l'axe  de  rotation 
se  projette  en  0,  et  dont  le  centre  de  gravité  est,  à  un  instant  quelconque,  en  G. 
Soit  DBE  un  petit  ressort  en  acier,  formé  d'une  lame  encastrée  en  D,  où  sa  tan- 
gente est  horizontale  et  perpendiculaire  à  l'axe  O.  Son  extrémité  E  est  libre  et 
dépasse  un  peu  la  verticale  OV.  Le  ressort  est  relié  au  pendule  par  une  bielle 
AB  (fig.  223)  de  petite  section,  et  de  très  faible  masse,  articulée  d'une  part  avec 
le  pendule  en  A,  et,  d'autre  part,  en  B  avec  le  point  du  ressort  qui,  dans  la  posi- 
tion d'équilibre,  se  trouve  en  C  sur  OV  de  sorte  que  OC  =  OA  -h  AB.  D'ailleurs 
OA  =  AB. 

On  peut  régler  l'appareil  de  telle  façon  qu'en  écrivant  l'équation  du  mouvement 

d-a. 

de  =/(a)' 

le  second  membre,  développé  oar  raonort  aux  puissances  croissantes  de  a,  con- 
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tienne  un  terme  en  a,  puis  un  terme  en  a5,  les  termes  intermédiaires  manquant. 
Le  mouvement  est  alors  isochrone  pour  de  petites  oscillations  {Comptes  rendus, 
26  janvier  1891  ). 


Fig.  223. 


30.  Dans  un  plan  vertical  est  fixé  un  disque  circulaire  A  dont  la  circonférence 
est  dépolie. 

I.  Un  point  pesant  P  est  placé  sans  vitesse  initiale  sur  la  circonférence  du 
disque  A  dans  le  voisinage  du  point  le  plus  haut  du  disque  A. 

i°  On  demande  de  déterminer  l'angle  minimum  a  que  doit  faire  le  rayon  qui 
passe  par  le  point  P  avec  la  verticale  dirigée  vers  le  haut  pour  que  le  point  P 
cesse  d'être  en  équilibre;  20  si  le  point  P  est  placé  sur  le  disque  sans  vitesse 
initiale  de  manière  que  le  rayon  qui  passe  par  le  point  P  fasse  avec  la  verticale 
un  angle  un  peu  plus  grand  que  a,  le  point  P  glisse  d'abord  sur  le  disque,  puis 
quitte  le  disque.  On  demande  de  former  l'équation  qui  donne  l'angle  de  la  verticale 
avec  le  rayon  qui  passe  par  P,  lorsque  ce  point  P  se  détache  du  disque  pour 
tomber  librement. 

II.  Sur  le  disque  circulaire  A,  dans  le  plan  de  ce  disque,  on  place  un  deuxième 
disque  circulaire  pesant  B  qui  est  homogène  et  dont  le  rayon  est  égal  à  la  moitié 
du  rayon  du  disque  A.  La  circonférence  de  B  est  dépolie,  en  sorte  que  les  deux 
disques  frottent  l'un  sur  l'autre;  on  néglige  la  résistance  au  roulement. 

A  l'origine  le  disque  B  est  sans  vitesse  et  le  rayon  du  disque  A  aboutissant  au 
point  de  contact  des  deux  disques  fait  avec  la  verticale  ascendanle  un  angle 
aigu  p. 

Entre  quelles  limites  doit  être  compris  (3  pour  que  le  disque  B  roule  d'abord 
sans  glisser  sur  le  disque  A? 

En  admettant  que  le  disque  B  commence  par  rouler,  étudier  son  mouvement  et 
former  les  équations  qui  donnent  :  i°  l'angle  que  fait  avec  la  verticale  ascen- 
dante le  rayon  de  A  qui  passe  par  le  centre  de  B  à  l'instant  où  cesse  le  roule- 
ment simple  sans  glissement;  20  l'angle  analogue  à  l'instant  où  le  disque  B  se 
détache  de  A. 

Dans  les  deux  questions,  on  désignera  par  /  le  coefficient  du  frottement  de 
glissement.  (Agrégation,  1896.) 

31.  Un   triangle   équilatéral    matériel  OAB  pouvant  glisser  sur  un  plan  hori- 


CHAPITRE    XIX.    —     DYNAMIQUE    DU    CORPS    SOLIDE.  l39 

zontal  fixe  xOy  est  assujetti  à  tourner  autour  de  son  sommet  0  qui  est  fixe.  Un 
point  matériel  M,  de  masse  i,  est  assujetti  à  glisser  sur  le  côté  AB  et  est  attaché 
au  sommet  0  par  un  fil  élastique  et  sans  masse  OM  dont  la  longueur  à  l'état 
naturel  (quand  il  n'est  pas  allongé)  est  égale  à  la  hauteur  OH  =  a  du  triangle. 
On  admet  que  la  tension  de  ce  fil  est  proportionnelle  à  son  allongement  à  partir 
de  l'état  naturel  a,  de  telle  sorte  que,  quand  le  fil  a  une  longueur  OM  =  /•,  sa 
tension  a  pour  expression  2k  (r — a),  A"  désignant  une  constante  positive. 

Trouver   le   mouvement  du    système   en    supposant  les  liaisons  réalisées  sans 
frottements. 

Notations  et  conditions  initiales.  —  On  appellera  r  la  distance  OM,  a  l'angle 
HOM,  9  l'angle  xOU,  I  le  moment  d'inertie  du  triangle  par  rapport  au  point  O, 

et  1  on  remarquera  que  cosa  =  -  • 

On    prendra    comme    paramètres   indépendants  /*  et  <p,  et  l'on  admettra   qu'à 
1  'instant  initial  le  système  part  du  repos,  le  mobile  M  étant  en  A. 

(  Licence,  1902.) 

Réponse.  —   On  peut  appliquer  le  théorème  des  moments    des   quantités  de 
mouvement  par  rapport  à  O  et  le  théorème  des  forces  vives.  On  a  ainsi  les  deux 

équations 

,  do         .  / dv>        da\ 

où  la  constante  des  forces  vives,  d'après  les  conditions  initiales,  a  pour  valeur 

o 
Éliminant  a  et  cp,  on  arrive  finalement,  pour  r,  à  une  équation  de  la  forme 

W{r)(jt^z    -k{r-a)*+h, 


où  ^(r)  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  r>a  que  peut  prendre  r.  Il  faut 
que  le  deuxième  membre  soit  positif  aussi,  ce  qui  exige  r<  — -• 

On  peut  trouver,  sous  forme  finie,  la  relation  entre  r  et  <?. 
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CHAPITRE    XX. 

MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE  AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE. 


380.  Historique.  —  Le  problème  du  mouvement  d'un  solide 
autour  d'un  point  fixe  a  été  abordé  pour  la  première  fois  par 
d'Alembert  dans  son  Ouvrage  sur  la  Précession  des  équinoxes, 
publié  en  1749-  On  n'avait  pas  même  alors  les  six  équations 
générales  de  l'équilibre  d'un  solide  libre;  on  connaissait  les  trois 
premières,  qui  expriment  que  la  somme  des  composantes  des  forces 
parallèlement  à  chacun  des  axes  coordonnés  est  nulle,  mais  non 
les  trois  autres,  qui  expriment  que  la  somme  des  moments  par 
rapport  à  chacun  des  axes  coordonnés  est  nulle,  les  seules  qui 
interviennent  quand  le  corps  est  mobile  autour  d'un  point  fixe. 
Celles-là  d'Alembert  les  a  données  pour  la  première  fois  dans 
l'Ouvrage  dont  nous  parlons;  elles  en  forment  la  base  essentielle. 
De  là,  d'Alembert  a  passé  par  son  principe  (Traité  de  Dyna- 
mique, publié  en  1  y 43)  aux  équations  du  mouvement,  de  sorte 
que  tout  lui  appartient  dans  la  mise  en  équation  du  problème. 

Après  d'Alembert,  Euler  et,  avec  lui,  l'élégance  (*)  :  c'est  Euler 
qui  a  présenté  sous  leur  forme  définitive  les  équations  du  mouve- 
ment d'un  solide  autour  d'un  point  fixe;  c'est  lui  aussi  qui,  le 
premier,  a  trouvé  les  intégrales  rigoureuses  pour  le  cas  où  les 
forces  extérieures  sont  nulles  ou  admettent  une  résultante  unique 
passant  par  le  point  fixe.  (Voyez  Mémoires  de  l 'Académie  de 
Berlin  pour  17 58.) 

Lagrange,  Laplace  et  Poisson  ont  continué  ce  genre  de  ques- 
tions, et  ont  résolu  des  problèmes  nouveaux  ou  perfectionné  des 
solutions  anciennes.  Lagrange  a  résolu  le  premier  le  problème  du 

(')   Voyez  un  article  de  Liouville  (Journal  de  Liouville^  2e  série, t.  III). 
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mouvement  d'un  corps  grave  de  révolution  suspendu  par  un  point 
de  son  axe  [Mécanique  analytique,  Section  IX);  ce  même  pro- 
blème a  été  postérieurement  traité  par  Poisson  comme  entière- 
ment nouveau;  la  solution  qu'il  en  donne,  sans  citer  aucunement 
Lagrange,  se  trouve  dans  le  XVIe  Cahier  du  Journal  de  V École 
Polytechnique  ( 1 8 1 5 ) . 

Poinsot,  revenant  au  cas  particulier  où  les  forces  extérieures 
sont  nulles,  déjà  traité  par  Euler,  en  a  fait  une  étude  synthétique 
profonde  [Journal  de  Liouville,  ire  série,  t.  XVI)  :  il  est  arrivé 
à  une  représentation  géométrique  du  mouvement  d'une  rare  élé- 
gance. 

Jacobi  (Journal  de  Crelle,  t.  39)  a  donné  la  solution  définitive 
du  problème  d'Euler  par  l'emploi  des  fonctions  elliptiques,  en 
exprimant,  par  des  fonctions  uniformes  du  temps,  les  neuf  cosinus 
des  angles  que  font  les  axes  principaux  d'inertie  du  corps  avec 
trois  axes  fixes.  En  1 883,  Hermite,  dans  son  Mémoire  Sur 
quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  a  ramené  le 
calcul  de  ces  neuf  cosinus  à  l'intégration  de  l'équation  de  Lamé 
et  a  déterminé  analjtiquement  tous  les  éléments  de  la  solution  de 
Poinsot. 

Enfin  Mme  Kowaleski,  dans  un  Mémoire  couronné  par  l'Aca- 
démie des  Sciences  (Acta  mathematica,  t.  XII),  a  découvert  un 
nouveau  cas  d'intégrabilité  des  équations  du  mouvement  d'un 
corps  solide  pesant  autour  d'un  point  fixe. 

Nous  indiquerons,  dans  le  courant  du  Chapitre,  les  perfection- 
nements apportés  par  divers  auteurs  à  ces  théories  générales. 


I.  —  ÉQUATIONS  GENERALES. 

381 .  Préliminaires  géométriques.  Variables  servant  à  définir  la 
position  d'un  trièdre  mobile  par  rapport  à  un  trièdre  fixe  de  même 
sommet.  —  Imaginons  un  trièdre  trirectangle  fixe  O  x{y{z{,  et 
un  trièdre  trirectangle  mobile  Oxyz  orienté  comme  le  trièdre 
fixe;  nous  supposons  que,  dans  les  deux  trièdres,  une  rotation 
de  900  dans  le  sens  positif  autour  de  l'axe  des  z  amène  l'axe  des  x 
sur  l'axe  des  y.  En  Géométrie  analytique,  on  définit  ordinaire- 
ment la  position  du  trièdre  Oxyz  par  les  neuf  cosinus  des  angles 
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que  font  les  axes  Oxyz  avec  les  axes  0KxKyKzK  : 

a  =  cos(x,  .rj),         ji  =  cos(.r,  yi),         y  =  cos(#,   zx)y 
a'  =  cos(j,  a?,),  (3'  =  cos(^,  jrt)f         y'  =  cos(jk,  *j  ), 

OC"  =  C0S(Z,   Xt),  p"=  C0S(2,    JKi),  y"^COS(~,     S,  ). 

Entre  ces  neuf  cosinus  existent  six  relations  bien  connues,  de 
sorte  que  trois  d'entre  eux,  convenablement  choisis,  peuvent  être 
regardés  comme  arbitraires.  On  comprend  dès  lors  qu'on  pourra 
exprimer  ces  neuf  cosinus  en  fonction  de  trois  variables  indé- 
pendantes. 

Les  variables  les  plus  usitées  en  Mécanique  sont  les  angles 
d'Euler,  et,  dans  la  Géométrie  moderne,  les  paramètres  d'Olinde 
Rodrigues  et  ceux  qui  en  dérivent. 

Angles  d'Euler.  —  Soit  01  (fi g*  2^4)  l'intersection  du  plan 
des  xy  avec  celui  des  xK  yK  ;  prenons  arbitrairement  sur  cette 
droite  une  direction  positive  01  et  désignons  par  ^  l'angle  de  cette 

Fig.  224. 


direction  et  de  la  direction  Ox^  cet  angle  étant  compté  positive- 
ment de  Ox{  vers  01  dans  le  sens  des  rotations  positives  autour 
de  O^i.  La  droite  01  est  perpendiculaire  au  plan  zOz{.  Soit  Q 
l'angle  de  Os  avec  Os,,  compté  positivement  de  OzK  vers  Oz 
dans  le  sens  des  rotations  positives  autour  de  01.  L'axe  Oz  est 
perpendiculaire  au  plan  10<r;  soit  cp  l'angle  dont  il  faut  faire 
tourner  la  droite  0[  autour  de  O z  dans  le    sens  positif  pour  la 

faire  coïncider  avec  Ox.  L'angle  10 y  est  alors  égal  à  cp  -\ 
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Les  trois  angles  9,  cp,  d»  sont  évidemment  indépendants  l'un  de 
l'autre  et  peuvent  être  choisis  arbitrairement.  A  chaque  système 
de  valeurs  de  ces  angles  correspond  une  position  et  une  seule  du 
trièdre  mobile  Qxyz. 

Par  analogie  avec  la  terminologie  employée  en  Astronomie,  on 
appelle  quelquefois  01  la  ligne  des  nœuds,  tp  l'angle  de  préces- 
sion, 8  l'angle  de  nutation,  cp  l'angle  de  rotation  propre.  Ces  expres- 
sions s'emploient  surtout  quand  les  axes  Oxyz  sont  liés  à  un 
solide  de  révolution  autour  de  O^. 

Formules  d'Olinde  Rodrigues.  —  Il  est  facile  d'exprimer  les  neuf 
cosinus  en  fonction  des  angles  6,  cp  et  <\>.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à 
démontrer  ces  formules  qui  se  trouvent  dans  tous  les  Traités  de  Géo- 
métrie analytique;  nous  nous  bornerons  à  les  écrire  : 

cos(;r,  Xi)  =  coscp  cos^  —  sin  cp  sin<j;  cosG, 

cos(;r,  jKi)  =  coscp  sin<^  -h  sin  cp  cos^  cosG, 

cos(a?,  Zl)  =  sincpsinG; 

cos(t/,  Xi)  = —  sin  cp  cos^  —  coscp  sin^  cos6, 

cos(jk,  jKi )  =  —  sincp  sin ^  -h  coscp  costj;  cosG, 

cos(jk,   ^i)  =  coscp  sin  G  ; 

cos(,s,   x{)  —       sin^sinG, 

cos(z,  yi)  =  —  cost^sinG, 

cos(-s,  Zi)  —       cosG. 

Si  l'on  pose 

X          .G         <!/  — a 
-  =  sin -cos-1 '-> 


£  = 

.     G    .      Ù  — 9 
sin  -  sin - 

T 

2                  2 

P    = 

G         tL  +  9 

—  COS  -  COS  - - 

T 

2                   2 

T  2  2 

v              G    .     ù  +  o 
-  =  cos  -  sin L , 

X  2  2 

on  trouve  immédiatement  que  ces  quatre  rapports  sont  liés  par  la  relation 

X*-|-  fJL2  +  v2+  p2=  T2. 

On  a  ensuite,  en  exprimant  les  neuf  cosinus  en  fonction  des  quatre 
rapports,  puis  éliminant  t2  à  l'aide  de  la  dernière  relation,  les  formules 
d'Olinde  Rodrigues 

X2-(J.2-v2-f-p2 

COSfa?,  Xi  )  =   r- — i-—  i 

K     '      1;         X2-+-  jji2H- v2  +  p2 

2(X}1   —  Vp) 

cos(x,7l)=Xî+[/+/+p3> 
2  (  Xv  H-  ixp  ) 

COS(57,    Si)  =    ^— 1— î-1-^ ->  ■••) 

V     '      lJ         X2-h  f^2H-  V2-h  p2 
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et  six  autres  formules  analogues  donnant  les  neuf  cosinus  en  fonctions 
rationnelles  de  trois  paramètres  qui  sont  les  rapports  de  trois  des  quan- 
tités X,  [jt,  v,  p  à  la  quatrième. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  et  simplifier  davantage  les  formules  clas- 
siques qui  expriment  les  coordonnées  xt,  y1}  ^1  d'un  point  par  rapport 
aux  axes  fixes  Ox1yiz1  en  fonction  des  coordonnées  x,y,  z  du  même 
point  par  rapport  aux  axes  Oxyz\  pour  cela  on  introduit  les  quantités 
complexes 


<9Î*      e 

a  =    e      2     cos  -  ■> 

2 

6  = 

.    i*7+  .   e 

ie        2     sin  - 1 

2 

c  =  le      l     sin  -  , 

2 

rf  = 

e           2    cos-, 

2 

liées  par  la  relation 

a  d  —  bc  =  i  ; 

et  l'on  montre  que  les  formules  de  transformation  de  coordonnées  peuvent 
être  ramenées  à  une  même  substitution  linéaire 

au  -+-  b  ,        au'  -+-  b 

U\    = 7,  Ua     =    ; ,) 

eu  -+-  d  eu  -t-  a 

effectuée  à  la  fois  sur  deux  quantités  u  et  u' . 

Pour  les  formules  d'Olinde  Rodrigues  nous  renverrons  aux  Leçons  de 
Cinématique  de  M.  Kœnigs,  et,  en  particulier,  à  la  Note  de  M.  Darboux 
placée  à  la  fin  du  Volume  de  M.  Kœnigs;  puis,  pour  la  réduction  des 
formules  de  transformation  à  une  substitution  linéaire,  nous  renverrons 
au  même  Volume  de  M.  Kœnigs,  p.  337,  à  l'Ouvrage  de  MM.  Klein  et  Som- 
merfeld  (Ueber  die  Théorie  des  Kreisels,  Ghap.  I),  et  à  une  Note  de 
M.  Lacour  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3e  série,  t.  XVIII,  dé- 
cembre 1899). 

382.  Préliminaires  cinématiques.  Rotation  instantanée  d'un 
trièdre  mobile.  —  Imaginons  un  trièdre  O xyz  qui  se  meut  autour 
du  point  fixe  O  par  rapport  à  un  trièdre  Ox^y^  z{  regardé  comme 
fixe.  Pour  définir  ce  mouvement,  il  suffit  d'imaginer  que  les  angles 
d'Euler  G,  <p,  ^  sont  des  fonctions  continues  du  temps. 

Nous  avons  vu  en  Cinématique  que,  dans  un  corps  solide  mobile 
autour  d'un  point  fixe,  l'état  des  vitesses  à  un  instant  t  est  le  même 
que  si  le  corps  était  animé  d'une  certaine  rotation  w  autour  d'un 
axe  passant  par  le  point  fixe.  Cette  rotation  to  s'appelle  la  rota- 
tion instantanée  à  V instant  t  :  elle  est  représentée  par  un  vec- 
teur, comme  nous  l'avons  expliqué  (n°  43).  Appelons/?,  q,  r  les 
composantes  de  la  rotation  instantanée  du  trièdre  mobile  suivant 
les   axes   mobiles   Ox:  Oy,  Oz.  Nous  avons  exprimé  p,  q,  r  en 
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fonction  des  neuf  cosinus  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  au 
temps  (n°  ol).  Actuellement,  nous  nous  proposons  de  calculer 
p,  g,  r  en  fonction  de  9,  cp,  d»  et  de  leurs  dérivées  9',  <p',  <]/  par 
rapport  à  t. 

Pour  amener  le  trièdre  de  la  position  qu'il  occupe  à  l'instant  t 
et  qui  correspond  aux  valeurs  9,  o,  ty  des  trois  angles  à  la  position 
infiniment  voisine  qu'il  occupe  à  l'instant  t  +  dt  et  qui  correspond 
aux  angles  9  -f-  <79,  cp  H-  <:/'.p,  6  -f-  c/'j;,  on  peut  procéder  comme  il 
suit  : 

On  fait  d'abord  tourner  le  trièdre  de  dty  autour  de  Oz{  ;  alors 
à  augmente  de  d'b,  9  et  cp  ne  changent  pas.  Autour  de  la  nouvelle 
position  de  01  on  fait  tourner  le  trièdre  de  t/9;  enfin,  autour  de  la 
nouvelle  position  de  Oz,  on  le  fait  tourner  de  d<p.  Si  Ton  conçoit 
que  ces  trois  déplacements  angulaires  se  font  dans  l'espace  de 
temps  dt,  les  vitesses  angulaires  de  rotation  correspondantes  sont 
<V,  9'  et  ©'. 

On  peut  dire  que  la  rotation  instantanée  co  du  trièdre  est  la 
résultante  des  trois  rotations  <!/,  9'  et  sp'  effectuées  autour  de  0^t,  01 
et  O  z.  Ces  trois  rotations  composantes  sont  représentées  (fig*  2^4) 
par  des  segments  égaux  à  <]/,  9'  et  cp;,  portés  sur  les  axes  Ozt,  OF 
et  O^.  La  rotation  résultante  co  est  la  somme  géométrique  de  ces 
trois  segments  :  sa  projection  sur  un  axe  quelconque  est  donc 
égale  à  la  somme  des  projections  des  composantes  <J/,  8'  et  ©'  sur 
le  même  axe. 

Nous  chercherons  d'abord  les  projections  de  la  rotation  instan- 
tanée to  du  trièdre  mobile  sur  les  trois  axes  rectangulaires  01, 
OJ,  O5,  l'axe  OJ  étant  situé  dans  le  plan  xOy,  et  faisant  avec  01 

l'angle  ■+--;  appelons    u>/,   coy,   w5  ces   trois   projections,  dont  la 

troisième  est  r.  Pour  les  obtenir,  il  suffit  de  remarquer  que  le 
vecteur  <!/  étant  dans  le  plan  zOJ  peut  être  décomposé  en  ses  deux 
projections  'j'y  et  'V_  sur  OJ  et  O^,  à  savoir 

ty  =  -V  sinG,         Yz  =  «|*'cosO. 

On  a  alors,  suivant  01,  OJ,  O^,  les  trois  composantes  de  to 

(1)  co/=  0',         u>y=<|/sin0,         ;•  =  -J/cosO  -f-  s'. 

Pour  avoir  ensuite  p,  r/,  il  suffit  de  faire  la  somme  des  projec- 
tions des  composantes  a>/  et  wy  sur  Ox  et  O  y  :  comme  les  axes 
A.,  II.  10 
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rectangulaires  10J  sont  dans  le  plan  xOy  et  que  Ox  fait  avec  01 
l'angle  cp,  on  a  immédiatement 

p  =  to/coscp  -+-  Mjysincp, 

q  —  CDjCOS  (  Cp  H     —  )  -+-  (rtyCOSCp. 

D'où,  enfin,  les  formules  donnant/?,  q,  r  : 


(2) 


y?  =  '|'  si  a  6  sincp  h-  O'cos  cp, 
^  =  <]; '  sin6  coscp  —  8'  sin  cp, 
r  =  <l/cosG  +  cp'. 


Remarque.  —  Dans  ces  formules,  les  trois  premiers  termes 
des  seconds  membres  représentent  respectivement  les  trois  pro- 
jections du  vecteur  <J/  dirigé  suivant  Oz{  sur  Ox,  Oy,  O:-.  On 
en  déduit  que  les  cosinus  y,  y,  y"  des  angles  que  faitO^i  avec 
Ox,  Oy,  Oz  sont 

(3)  y  =  sin  G  sincp,         y   =  sin  6  cos  cp,         y"=  cosG, 

comme  nous  l'avons  déjà  vu  dans  le  numéro  précédent. 

11  faut  observer,  au  sujet  des  formules  établies  dans  le  numéro 
actuel  et  dans  le  numéro  précédent,  que,  dans  certains  Ouvrages, 
principalement  dans  les  Traités  de  Mécanique  céleste,  les  angles 
Q  et  <L  sont  comptés  positivement  dans  le  sens  opposé;  de  sorte 
que  les  formules  de  ces  Ouvrages  se  déduisent  de  celles  que  nous 
employons  par  le  changement  de  8  et  ^  en  —  0  et  —  IL. 

Problème  inverse.  —  Nous  venons  de  voir  comment,  connais- 
sant le  mouvement  du  trièdre  Oxyz,  c'est-à-dire  les  expressions 
de  0,  cp,  tj>  ou  des  neuf  cosinus  a,  p.  y,  . . .  en  fonction  de  £,  on 
peut  calculer  les  composantes^,  q,  r  de  la  rotation  instantanée  du 

trièdre  en  fonction  de  t. 

» 

Inversement,  supposons  que  l'on  connaisse/?,  q,  r  en  fonction 
de  t,  et  que  l'on  veuille  calculer  8,  cp,  ^  ou  les  neuf  cosinus  a,  [3, 
y,  ...  en  fonction  de  t.  Il  faudra  alors  intégrer  les  équations  (2) 
du  premier  ordre  en  Q,  cp,  <L.  On  peut  démontrer  que  ce  problème 
se  ramène  à  l'intégration  d'une  équation  de  Riccati  à  coefficients 
complexes  [  Voir  Darboux,  Leçons  sur  la  Théorie  générale 
des  surfaces,  t.  I,  Chap.  Il,  et  Mayer,  Symmetrische  Lôsung,  ... 
(Bericlite  der  kônigl.  scichs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Leipzig,  1  mars  1902)]. 
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383.  Corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe;  emploi  d'un 
trièdre  mobile  invariablement  lié  au  corps.  —  Imaginons  un  solide 
malériel  eu  mouvement  autour  d'un  point  fixe  O.Pour  déterminer 
la  position  de  ce  corps  par  rapport  aux  axes  fixes  Oj,/-,;,,  il 
suffit  de  considérer  un  trièdre  trireclangle  Oxyz  invariable  me  ni 
lié  au  corps  :  la  position  du  corps  sera  alors  définie  à  chaque 
instant  par  celle  du  trièdre,  c'est-à-dire  par  la  connaissance  des 
trois  angles  d'Euler  9,  ©,  •]>  en  fonction  du  temps. 

La  rotation  instantanée  to  du  corps  solide  est  alors  identique  à 
celle  du  trièdre,  et  ses  composantes  /?,  g,  /•  suivant  les  axes  mobiles 
Oxyz  sont  données  par  les  formules  (2)  ci-dessus.  Nous  allons 
calculer  la  force  vive  du  corps  et  le  moment  résultant  des 
quantités  de  mouvement  des  points  du  corps  par  rapport  au 
point  fixe  O. 

Force  vive  du  corps.  —  Soit  v  la  vitesse  d'un  point  m  du 
corps  ayant  pour  coordonnées  x,  y,  z  par  rapport  aux  axes 
mobiles  Oxyz  liés  au  corps.  Les  composantes  de  la  rotation 
instantanée  10  suivant  ces  axes  étant/»,  q,  r,  les  projections  vx,  cr, 
vz  de  v  sur  les  axes  sont  (44) 

vx=  qz  —  ry.         vy=  rx—pz,  vz  =  py  —  qx, 

et  l'on  a 

—  -i  qryz  —  1  rp  z.r  —  2pq  xy. 
Reprenons  les  notations  employées  dans  le  n°  318 

Xm(  >2-4- s2)  =  A,         S/;?(^2-+-  a?2)  =  B,         2  m  (  a?2 -f- jk2  )  =  G, 
Xa«js=  D,         S  m zx  —  E ,         2  m  xy  =  F , 

où  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  du  corps  par  rapport  aux 
axes  0#,  Oy,  Oz.  Nous  aurons  alors,  en  calculant  la  force  vive 
totale  ïmc2,  que  nous  appellerons  aussi  2T, 

v  mt>*  =  2T  =  A/>2  +B^+G^-2D^--2E/y?-  2  F  pq . 

Si,  en  particulier,  on  prend  pour  axes  Oxyz  liés  au  corps  le6 
axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  O,  les  coefficients  D, 
E,  F  sont  nuls  et  la  force  vive  devient 

Sfflc2=  9.T  =  A/?2-t-  B?2-+-  G/-2. 
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Celte  même  expression  de  la  force  vive  s'obtient  comme  il  suit.  Appe- 
lons M/c2  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  l'axe  instantané,  et 
a,  b, clés  cosinus  directeurs  de  cet  axe  par  rapport  aux  axes  Oxyz.  Nous 
aurons  (n°  318) 

MÀ2  =  A^+B^+  Ce2—  -iDbc  —  iEca  -  i¥ab. 

La  vitesse  angulaire  de  rotation  étant  a>,  la  force  vive  du  corps  est 
Mà2o>2;  d'autre  part,/?,  </,  /•,  projections  de  w  sur  les  axes,  sont  égaux 
à  ato,  bu,  cw.  Formant  le  produit  Mâ2oj2,  on  obtient  immédiatement 
l'expression  déjà  trouvée. 

Moments  des  quantités  de  mouvement.  Moment  résultant. 
—  Construisons  à  l'instant  t  le  moment  résultant  0<7  des  quantités 
de  mouvement  des  divers  points  du  corps  par  rapport  à  O.  Le 
vecteur  Oc  a  pour  projections  o>,  ay,  <7Z  sur  les  axes  mobiles  :  la 
quantité  iXl  par  exemple,  est  la  somme  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  par  rapport  à  Ox.  La  quantité  de  mouvement  du 
point  m  a  pour  projections  sur  Qx,  Oy,  Oz 

?nvx,     mvy,     mvz. 

La  somme  a^des  moments  des  quantités  de  mouvement  de  tous 
les  points  du  corps  par  rapport  à  Ox  est  donc 

<sx  —  l,m(yvz  —  zvy)  =  Sfli[/)(/2+:-)  —  q  xy  —  r  xz  ] , 
ou,  en  ordonnant  par  rapport  à/?,  q,  /•, 

(4)  <;*=  A/?  —  ¥q  —  E/\ 

Cette  valeur,  comparée  à  celle  de  la  force  vive  2T,  montre  que 
rrx  =  -—  ;  on  a  de  même  les  sommes  ay  et  <rz  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  par  rapport  aux  axes  Oy  et  Os 

àT  dT 

J        oq  or 

Si  l'on  a  pris  pour  axes  O xyz  les  axes  principaux  d'inertie  du 
corps  relatifs  au  point  O,  les  valeurs  de  ff^,  oy,  q**  se  simplifient 
et  deviennent 

(5)  t..  =  A/>,         vy=BqJ         <j.=  Cr. 

Equations  du  mouvement.   —  Arrivons   maintenant  au  pro- 
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blême  de  Mécanique.  Le  corps  solide  est  sollicité  par  des  forces 
données  F,,  F2,  . . .,  F„  et  par  la  réaction  Q  du  point  fixe  O. 
Nous  allons,  pour  obtenir  les  équations  du  mouvement,  appliquer 
le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement.  - 

Soient  L,  M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces  données 
par  rapport  aux  axes  Ox,  Or,  Oz.  Si  l'on  construit  le  moment 
résultant  de  ces  forces  par  rapport  au  point  O,  on  obtient  un  vec- 
teur  OS  dont  les  projections  sur  les  axes  Oxyz  sont  précisément 
L,  M,  ]N.  Ce  vecteur  est  le  moment  résultant  par  rapport  à  O  de 
toutes  Les  forces  extérieures  (Jîg>  220),  car  ce  moment  se  com- 


pose du  moment  des  forces  données,  qui*  est  OS,  et  du  moment 
de  Q,  qui  est  nul. 

Nous  avons  vu  que  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  s'exprime  géométriquement  de  la  façon  suivante  :  à 
chaque  instant  la  vitesse  absolue  u  du  pointa- est  égale  et  parallèle 
à  OS.  Les  projections  de  cette  vitesse  sont  donc  égales  à  celles 
de  OS,  c'est-à-dire  à  L,  M,  N.  Or  le  point  a-  a  pour  coordonnées, 
par  rapport  aux  axes  mobiles,  <?x,  oy,  <?z.  Quand  t  varie,  <r^,  oy,  <jz 
varient  :  le  point  a-  se  déplace  par  rapport  aux  axes  mobiles  Oxyz 
avec  une  vitesse  relative  ayant  pour  projections  sur  Qx,  O  y,0  z 

dvx        d<Sy        d<jz 
~dt  '      ~dt'     ~dt  ' 

la  vitesse  d'entraînement  du  point  o-,  dans  le  mouvement  des  axes, 
a  pour  projections,  sur  les  mêmes  axes, 

q<sz—ray,     r<5x—p<sZi     psy—qvx. 

La  vitesse  absolue  u  du  point  1  étant  la'somme  géométrique  de 


1  50  f)  Y  N  A  M  IQUE    I)  E  S    S  V  S  T  È  M  E  S  . 

sa  vitesse  relative  et  de  sa  vitesse  d'entraînement  a   donc   pour 
projections 

d<sx  chy  dv-, 

—  +q,z-r,r      ^  +  „„_,,„     —+p3r-q,x. 

D'après  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement, 
ces  projections  sont  égales  à  L,  M,  N;  on  a  donc  les  équations  du 
mouvement 

d<sx  d<sy 


(6)  < 


diz 
~dt 


-+-pay—  qax=N, 


dans  lesquelles  o^,  ay,  iz  doivent  être  remplacés  par  leurs  expres- 
sions précédemment  trouvées  en  fonction  de/?,  q,  r. 

» 
384.   Équations  d'Euler.   —   On  prend  habituellement  comme 

axes  Oxyz  liés  au  corps  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au 

point  O.  On  a  alors 

ar=Ajo,         <7Y=  Bq,         <jz=Gr. 

Portons  ces  valeurs  dans  les  équations  que  nous  venons  d'éta- 
blir, elles  deviendront 

'    A^  +  (G-B)gr  =  L, 
Bd£  +  (A-G)rp  =  M, 

Ce  sont  les  équations  d'Euler.  En  les  joignant  au  groupe  (2)  défi- 
nissant y?,  q,  r,  nous  aurons  six  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  pour  calculer  les  six  inconnues  /?,  q,  /*,  8,  <p,  J>,  en 
fonction  de  t. 

Les  seconds  membres  L,  M,  N  de  ces  équations  sont  des  fonc- 
tions de  G,  cp,  ^  si  les  forces  données  dépendent  uniquement  de  la 
position  du  corps;  ce  sont  des  fonctions  de  8,  <p,  ^,  /?,  ç,  r,  si  ces 
forces  dépendent  aussi  des  vitesses.  Si  l'on  voulait  calculer  direc- 
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te  ment  ô,  œ,  ^,  l'élimination  de  /;,  </,  /•  conduirait  à  trois  équa- 
tions du  second  ordre  en  0,  o,  <|*.  Les  intégrales  générales  con- 
tiendront six  constantes  qu'on  déterminera,  connaissant  la  position 
initiale  du  corps  et  la  rotation  instantanée  initiale,  c'est-à-dire 
9o,  7>o>  '}o,  Po,  qoi  'V 

385.  Réaction  du  point  fixe.  —  Pour  calculer  les  projections 
de  cette  réaction  (Q.r>  Qv>  Qz)  nous  appliquerons  le  théorème 
des  quantités  de  mouvement  projetées  avec  son  interprétation 
géométrique;  l'extrémité  p  de  la  résultante  générale  des  quantités 
de  mouvement  a  une  vitesse  absolue  égale  en  grandeur  et  en  direc- 
tion à  la  résultante  générale  des  forces  extérieures,  laquelle  a  pour 
projections  sur  les  axes  mobiles 

SX+Q*,     SY+Qr,     SZ  +  Q2, 

SX,  SY,  SZ  étant  les  sommes  des  projections  des  forces  données. 
Nous  avons  donc,  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent, 
en  appelant  a,  b,  c  les  coordonnées   du  point  p   par  rapport  aux 
axes  mobiles, 

(8)  4.  T7  +  m-F  =  n  +  QJ, 


di 


de 

+.pb—qa  ==  SZ  -t-Q-, 


les  premiers  membres  représentant  les  projections  de  la  vitesse 
absolue  du  point  p  sur  les  axes  mobiles.  Nous  avons  d'ailleurs 
pour  a  la  valeur  HmvXj  c'est-à-dire 

a  =  2,m(q  z  —  r  y)  =  q  Lmz  —  rZmy, 

que  nous  écrirons  en  introduisant  les  coordonnées  £,  yj,  Ç  du 
cei.tre  de  gravité  par  rapport  aux  axes  mobiles  ^mx  =  M ç,  ..., 

a  =  M(grC  —  rii); 
nous  aurons  aus^i 

Portons  ces  v.  leurs  de  a,  b,  c  dans  les  équations  (8\   nous  au- 

\ 


rons,  en  défi 

nitive, 

dq 

•  dt  ' 

dr 

-r'dï 

s  dr 
*dt  ' 

"  dt 

dp 

'•il- 

ydq 
~'7t 
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/  t\  f     t  y\  Q.x-'r-  £X 

q(p*i  —  q^—>(rc-pt)=  — ^ — , 

■  r{ql—  ri\)—p{pt\  —  q\)=  -^ , 

/K'i  —  pi)  -  q(qK  —  rri)  = — , 

car  J,  7j,  Ç  sont  des  constantes. 

Si  le  corps  est  suspendu  par  son  centre  de  gravité, les  premiers 
membres  des  équations  précédentes  sont  nuls,  et  les  équations 
donnant  la  réaction  se  réduisent  à 

2X-hQ*=o,         vY  +  Qr  =  0,         2Z  +  Q:=o. 

La  réaction  Q  est  alors  égale  et  opposée  à  la  résultante  géné- 
rale R  des  forces  données,  résultat  évident  d'après  le  théorème  du 
mouvement  du  centre  de  gravité. 

386.  Emploi  d'axes  mobiles  dans  le  corps.  —  Dans  ce  qui 
précède  nous  avons  supposé  les  axes  Oxyz  invariablement  liés 
au  corps  solide.  Imaginons  que  l'on  rapporte  le  mouvement  du 
corps  à  un  trièdre  Oxyz  dont  le  sommet  coïncide  avec  le  point 
fixe  O  et  qui  est  animé  d'un  mouvement  connu  dans  l'espace. 
Appelons  Où  la  rotation  instantanée  de  ce  trièdre,  P,  Q,  R  ses 
composantes  suivant  les  axes  mobiles  Oxyz.  Soient,  d'autre  part, 
Oco  la  rotation  instantanée  du  solide;  p,  q,  r  ses  composantes 
suivant  les  mêmes  axes.  Gomme  le  trièdre  Oxyz  n'est  plus  lié  au 
corps,  Ocd  est  différent  de  Où.  En  suivant  la  même  marche  que 
plus  haut,  nous  obtiendrons  les  résultats  suivants. 

Vitesse  absolue  d'un  point  du  corps.  —  Soient  v  la  vitesse 
absolue  d'un  point  m  du  corps  avant  pour  coordonnées  x,y,  z 
par  rapport  aux  axes  Oxyz.  Cette  vitesse  étant  le  moment  linéaire 
du  vecteur  w(/?,  </,  r),  par  rapport  au  point  m,  a  pour  projections 

sur  les  trois  axes 

t\r=  qz  —  ry, 
Çy  =  rx  —  pz, 

vz  =  py  —  qv- 
Force  vive  du  corps,  —  La  force  vive  2T  est  donnée  par  la 


CHAPITRE    \\.     —     MOUVEMENT    D.'UN    SOLIDE.  l53 

formule 

2T:,  Zmv1  =  Zm[(qz  —  /'j)24-  (rx  —  Pz)'^~  (P)'  ~  qxf\- 

En  posant,  comme  plus  haut, 

A  =  lm(jK2  +  ^2),         B  =  Xm(^  +  ^))         G  =  2  m  (.r*  -4-  y*), 
D  =  I,  m  yz,         E  =  S  m  £#,         F  =  S  mxy, 

on  trouve  encore 

2 T  =  A/)2  -4-  B  ?2  +  O2  —  2 D ?/•  —  2  E /y?  —  2  F/>?. 

Dans  ces  formules  A,  B,  C  sont,  à  l'instant  f,  les  moments 
d'inertie  du  corps  par  rapport  aux  axes  Oxyz,  et  D,  E,  F  les 
produits  d'inertie  par  rapport  à  ces  axes.  Gomme  le  trièdre  Qxyz 
est  supposé  mobile  dans  le  corps  et  dans  l'espace,  ces  six  quan- 
tités varient  avec  le  temps. 

Moment  résultant  des  quantités  de  mouvement.  —  Le  mo- 
ment résultant  On  des  quantités  de  mouvement  des  divers  points 
du  corps,  par  rapport  au  point  fixe  O,  est  un  vecteur  ayant  pour 
projections  sur  les  axes  Oxyz  les  quantités 

<jx=  2m(yvz—zvy),        ay=  ^m{gvx—xvz\ 
a-=  Zin(xvy—yvx). 

En  remplaçant  vx,  Vy\    vz  par  leurs  expressions  ci-dessus,   on 

trouve 

dT 


(9) 


Moment  résultant  des  forces.  —  Soit  OS  le  moment  résul- 
tant des  forces  appliquées  au  corps  par  rapport  au  point  O  :  nous 
désignerons  par  S*,  Sv,  Sz  les  projections  de  ce  vecteur  sur  les  axes 
Oxyz,  c'est-à-dire  les  sommes  des  moments  des  forces  par  rapport 
à  ces  axes. 

Équations  du  mouvement.  —  Nous  devons  écrire  que  la 
vitesse  absolue  u  du  point  ?  est  égale  et  parallèle  au  vecteur 
OS  (Jîg-  225).  Pour  cela,  nous  écrirons  que  les  projections  delà 


T.r 

^A^ 

-Fry 

-Er  = 

dp 

°y 

=  Bq- 

-Dr 

-Fp  = 

dT 

<7~ 
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-Ep- 

-Df  = 

dT 
dr' 
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vitesse  absolue  u  du  point  a-  sur  les  trois  axes  Oxyz  sont  égal* -s 
aux  projections  Sx,  Sr,  Sz  de  OS  sur  ces  axes. 

Le  point  <7  ayant  pour  coordonnées  s-.r,  oy,  ?z,  par  rapport  aux 
axes  mobiles  Oxyz,  a  pour  vitesse  relative,  par  rapport  à  ces 
axes,  un  vecteur  ayant  pour  projections  sur  ces  axes 

dix        </~y        <hz 
~dï  '      ~dt  '      777  ' 

le  système  des  axes  Oxyz  étant  animé  de  la  rotation  instantanée 
OQ  de  composantes  P,  Q,  R,  le  point  ?  a  pour  vitesse  d'entraî- 
nement, dans  le  mouvement  des  axes,  un  vecteur  ayant  pour  pro- 
jections sur  ces  axes 

Q  a-  —  R  ar,      R  j  r  —  P  <sz,      P  7r  —  Q  vx. 

Les  projections  de  la  vitesse  absolue  du  point  t  étant  les 
sommes  des  projections  des  vitesses  relative  et  d'entraînement, 
on  a  les  équations  du  mouvement 

ch- 

Dans  ces  équations  générales,  o\r,  ay,  o-z  ont  les  valeurs  (9); 
et  il  est  essentiel  de  remarquer  que,  dans  le  calcul  des  dérivées 

—A->  -  •  •>   il  faut  se  rappeler  que  les  coefficients  A,  B,  .  .  .,  sont,  en 

général,  variables  avec  t. 

Cas  particuliers.  —  i°  Le  Irièdre  de  référence  Oxyz  est 
attaché  au  corps.  —  Dans  ce  cas,  la  rotation  instantanée  û  du 
trièdre  est  identique  à  la  rotation  w  du  corps.  On  a 

P=p,         Q  =  q,         R  =  r; 

de  plus,  A,  B,  C,  D,  E,  F  sont  des  constantes.  On  retrouve  alors 
les  équations  du  n°383. 

20  Le  trièdre  de  référence  Oxyz  est  fixe  dans  V espace.  — 
Alors  la  rotation  Q  du  trièdre  est  nulle;  P,  Q,  R  sont  nuls. 
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II.  —  PREMIÈRE  APPLICATION  DES  EQUATIONS  D'EULER  AU 
CAS  OU  LES  FORCES  EXTÉRIEURES  ONT  UNE  RÉSULTANTE 
UNIQUE  PASSANT  PAR  LE  POINT  FIXE. 

387.  Intégrales  premières.  —  Le  cas  le  plus  simple  qui  puisse 
se  présenter  est  que  les  forces  extérieures  aient  une  résultante 
unique  passant  par  le  point  fixe,  comme  il  arrive  pour  un  solide 
pesant  suspendu  par  son  centre  de  gravité.  Dans  ce  cas,  le  corps 
abandonné  à  lui-même  sans  vitesse  serait  un  équilibre  dans  toutes 
les  positions  qu'il  peut  prendre  autour  de  O. 

Le  moment  résultant  des  forces  extérieures  par  rapport  au 
point  O  est  alors  nul;  les  quantités  L,  M,  N  du  n°  383  sont  égales 
à  zéro  et,  si  l'on  prend  pour  axes  liés  au  corps  les  axes  principaux 
d'ineriie  Oxyz  au  point  O,  les  équations  d'Euler  (n°  384) 
deviennent 


(ii) 

!     ~dt  +(B_  x)p$  =  °- 

Comme  ces  équations  ne  contiennent  que  /?,  q:  a',  et  non  9,  ©,  'j<, 
l'intégration  des  équations  du  mouvement  se  divise  en  deux  par- 
ties :  on  a  d'abord  à  intégrer  les  équations  d'Euler  (n),  qui 
donnent  p,  q,  r  en  fonction  de  t;  puis  il  faut  calculer  0,  cp,  <b  en 
fonction  de  t. 

Le  svstème  (i  i)  admet  deux  intégrales  faciles  à  former.  En 
multipliant  la  première  de  ces  équations  par  y?,  la  deuxième  par^r, 
la  troisième  par  /-  et  ajoutant,  on  a  la  relation 

dp  dcj  dr 

1    dt  1  dt  dt 

ou,  en  intégrant  et  appelant  h  une  constante  arbitraire, 

(12)  Ap2+Bq1-i-Cr2=  h, 

à 
Multiplions   de    même   ces   équations  par  A/>,   Bq,  C/\   nous 


Af-(c- 

-  &)qr  =  o, 

B§  +  (A- 

-G)  rp  =  o. 
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avons,  en  ajoutant, 

^  dt  v  dt  dt 

ou,  en  intégrant  et  appelant  l2  une  constante  arbitraire, 

(l3)  A2y02   |    B2^2+C2/-2=    IK 

Ces  deux  intégrales  ont  une  signification  simple;  elles  résultent 
immédiatement  des  théorèmes  généraux.  En  effet,  la  force  vive 
totale  du  corps  a  pour  expression  A/?2  4-  B^2  +  Cr2  ;  l'équa- 
tion (12)  exprime  donc  que  la  force  vive  du  système  reste 
constante,  ce  qui  est  évident,  car,  les  forces  données  se  réduisant 
à  une  résultante  unique  passant  par  O,  cette  résultante  peut  tou- 
jours être  transportée  en  O,  et  son  travail  est  évidemment  nul. 

Pour  interpréter  de  même  l'équation  (i3),  nous  rappellerons 
que  le  moment  résultant  Oc  des  quantités  de  mouvement  a  pour 
projections  sur  les  axes  mobiles  A/?,  B^r,  C/\  L'équation  (i3) 
exprime  donc  que  sa  longueur  est  constante  :  ce  qui  résulte  encore 
des  théorèmes  généraux.  Car,  actuellement  L,  M,  N  étant  nuls, 
OS  est  nul;  le  point  a-,  ayant  une  vitesse  nulle,  est  fixe,  et  la  lon- 
gueur 0(7  est  constante  et  égale  à  /.  Le  théorème  des  aires  s'ap- 
plique à  la  projection  du  mouvement  sur  un  plan  quelconque 
mené  par  O.  Le  plan  perpendiculaire  à  O  o-  est  le  plan  du  maxi- 
mum des  aires. 

L'élimination  des  termes  constants  entre  les  équations  (12) 
et  (i3)  conduit  à  la  relation 

A(A/t—  /2)p2+B(BA-  /2)fy2+C(CA-  l*)r*=o. 

Les  équations  de  l'axe  instantané  par  rapport  aux  axes  mobiles 

étant  —  ==  -z-  =  ~ ,  on  voit  que  cet  axe  décrit  dans  le  corps  le  cône 

p         q        r  ^  r 

du  second  ordre 

A(A/i—  ^)^+B(B/i-/2)72+C(C/i-/2)s2=o, 

qui  sera  discuté  plus  loin. 

Une  conséquence  immédiate  des  équations  précédentes  est  que 

la  projection    de     la    rotation    instantanée   sitr  la   direction 

fixe  0<j  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  est 
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constante  (Poinsot).    En    effet,   l'angle    de    l'axe  instantané    <o 
avec  Oca  pour  cosinus 

/\          p.Ap-hq.Bq-hr.Cr 
cosco,  -3  =    ~ ? 

d'où 

a)  cosco,  a  =  —  j 

quantité  constante. 

Pour  mettre  l'homogénéité  en  évidence,  nous  poserons  avec 
M.    Greenhill    [Fonctions    elliptiques,    traduction    de    Griess, 

(i4)  1=l^         ^=D, 

d'où 

/>  =  Dy.2,         /  =  D(jl. 

La  constante  arbitraire  jjl ,  projection  de  w  sur  0<7  est  alors  une 
rotation,  et  la  constante  arbitraire  D  est,  au  point  de  vue  de  l'ho- 
mogénéité, une  quantité  de  même  nature  que  A,  B,  C. 

388.  Étude  du  mouvement  :  intégration  par  les  fonctions 
elliptiques.  —  Supposons  A>>  B  >>  G  et  supposons  que  la  constante 
arbitraire  D  ne  soit  égale  à  aucune  des  quantités  A,  B  ou  C.  Les 
composantes/?,  q,  r  de  la  rotation  instantanée  sont  définies  en 
fonction  du  temps  par  les  trois  équations 


A  />*-+-  B  <72-+-C  r2  =  D   ;jl2 


A^2  +  B2^+  C2r2=  D2;ji2, 


bJ+(A-C)/,,-=o. 

Nous  tirerons  p  et  r  des  deux  premières  équations  et,  en  les 
portant  dans  la  troisième,  nous  aurons  une  équation  différentielle 
du  premier  ordre  en  q.  L'élimination  de  /'  entre  les  deux  pre- 
mières équations  donne 

A/>2(A  —  C)-t-  B^2(B—  G)  =  D(D  —  C)  ^. 

D'après  les  grandeurs  relatives  de  A,  B,  C,  on  voit  que  la  diffé- 
rence D  — G  est  essentiellement  positive  \  elle  ne  pourrait  être 
nulle  que  si  p0  et  q0  étaient  nuls  tous  deux,    c'est-à-dire  dans  le 
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cas  où  l'état  initial  serait  une  rotation  autour  de  Oz)  ce  cas  sera 
examiné  à  part.  De  l'équation  ci-dessus  on  tire 

B(B  —  G)/jP, 

en  posant 

,P(D-C). 
I   -  *  B(B  —  C)' 

on  aurait,  par  un  calcul  semblable, 

B(A  —  B),    .        „  .  D(A  — D) 

C(A-C)lé         y  ;'         é         l     B(A-  B)' 

le  binôme  A  —  D  étant  essentiellement  positif  et  ne  pouvant  être 
nul  que  si  q0  et  /'0  sont  nuls. 

Pour  que  p  et  r  restent  réels,  il  faut  que  q2  reste  inférieur  à  la 
plus  petite  des  deux  quantités  f2  et  g2  ;  pour  reconnaître  cette 
quantité,  formons  la  différence  g2  —  f2  : 

-*      r-     ,D(A-C)(B-D) 

ë       J     "f    B(B  — C)(A  — B) 

Le  signe  de  g-2  — /*2  est  donc  celui  de  B  —  D,  signe  connu  par 
les  conditions  initiales. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons 

B-D>o,        £2>A 

La  variable  q  doit  alors  varier  entre  — y*  et  -\~  f  :  donc  r  ne 
s'annule  jamais  et  conserve  toujours  le  même  signe,  signe  connu 
par  la  valeur  initiale  /-0  :   nous   supposerons  r  >>  o.  Au  contraire, 

p  s'annule  toutes  les  fois  que  q  =±f]  quand  q  augmente,  -j-  est 

positif,  la  troisième  des  équations  (i5)  montre  que  p  est  alors 
négatif  j  quand  q  diminue,/?  est  positif.  Ces  considérations  fixent 
à  chaque  instant  les  signes  à  prendre  devant  les  radicaux  qui 
donnent/?  et  r  en  fonction  de  q. 

En  portant  ces  valeurs  de  p  et  r  dans  la  troisième  des  équa- 
tions (i  5),  on  trouve 


dq 
~dt 


où  le  radical  est  pris  positivement  tant  que  q  augmente,  jusqu'au 
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moment  où  q  atteint  la  valeur  -f- j '';  puis,  q  décroissant  de  -{-/à 
—  y,  le  radical  doit  être  pris  négativement,  et  ainsi  de  suite. 

On    voit   que  t  est  donné   en  fonction  de  q  par  une  intégrale 
elliptique,  que  nous  ramènerons  à  la  forme  normale  en  posant 

,  -,  ,  ,,       P       (A-B)(D-C) 

<l6)  *=*>         *la?5S(B-C)(A-D)' 

Nous  aurons  ainsi,  en  résolvant   par  rapport  à  <f£  et  intégrant, 

/*'  ds 

(17)  nU  —  tQ)=    /        .  x         ==» 

où  ft  désigne  la  constante  positive 


D(A  —  D)(B  —  G) 


(l8)  ?l=[X\/  ABC 

et  *0,  une  nouvelle  constante  arbitraire,  représentant  l'époque  où 
q  s'annule  en  croissant.  Le  module  k2  est  moindre  que  i  puisque 
g'1  >>  f'2  ;  il  est  égal  au  rapport  anharmonique  de  A,  G;  B,  D. 

Ces  formules  donnent  p,  q,  r  en  fonctions  uniformes  du  temps. 
En  effet,  en  posant,  pour  abréger, 

x  =  n(t  —  V)> 
l'inversion  de  l'intégrale  elliptique  donne 


,<  =  sni 


q  =fs 


.  /P(D-C) 
=  £^i/B(B-G)SnT> 


B(B-C)    rr-^r-  >     ,  /D(D-G) 

A(A  — G) 


(,9)   W:=/\/s(Â^^-sn!x   =î> 


en  x, 


/B(A  — R)    / — —        „         /D(A-D)1 


X, 


où  [/.  est  positif  et  où  e,  z' ,  e"  sont  égaux  à  ±  ■. 

D'après  les  propriétés  élémentaires  des  fonctions  sn,  en,  dn, 
ces  formules  montrent  que  p  et  q  s'annulent  périodiquement, 
tandis  que  /•  ne  s'annule  jamais. 

Si,  comme  précédemment,  nous  supposons  ^o>o,  ''  reste 
constamment  positif  et  il  faut  prendre  s"=  +  i .  Alors,  d'après  la 

première  équation  d'Euler,   on   voit   immédiatement    que  -j-  et  q 
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doivent  être  de  mêmes  signes,  ce  qui,  d'après  la  formule  connue 

dcnz 


dt 


—  snTclnT, 


montre  que  ee'  =  —  i .  Nous  prendrons  e'=  —  i  et  s  =  -h  i . 

Les  valeurs  de  /?,  q,  r  sont  des  fonctions  périodiques  de  t  et 
admettent  la  période 

T=4K=4    r1  ds 

Quand  le  temps  augmente  de  cette  quantité,  /?,  ^,  /•  reprennent 
les  mêmes  valeurs,  l'axe  instantané  de  rotation  reprend  alors  sa 
position  primitive  dans  le  corps,  mais  non  dans  l'espace,  comme 
nous  le  verrons  plus  loin. 

Il  faut  maintenant  calculer  les  trois  angles  d'Euler  en  fonction 
du  temps.  Pour  simplifier  le  calcul,  nous  supposerons  qu'on  ait 
pris  pour   axes    des   zK    la   direction   invariable   de    l'axe   0<r  du 


Fie.  226. 


moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  :  cet  axe  0<r  est 
connu  par  les  conditions  initiales.  Ecrivons  que  les  projections 
du  segment  Oo-  =  l  sur  les  axes  mobiles  sont  respectivement  Ap, 
Bg,  C/',  nous  aurons 

!l  sinO  sincp  =  A/>, 
l  sin  0  coscp  ==  Bgr, 
/  cos6  =  C/-; 

car  les  cosinus  y.  y',  y"  des  angles  de  Ox,  Ojk,  Oz  avec  O  z{  sont 
sinO  sincp,  sinf)  coscp  et  cosO.  Ces  équations  donnent,  sans  inté- 
gration, 0  et  cp  en  fonction  de/?,  </,  r,  et  sont  compatibles  en  vertu 
de  l'équation  (i3). 
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Pour    calculer  ^,  nous  nous   reporterons   aux    deux  équations 
établies  précédemment  : 

p  =  ^'sinG  sin  o  -h  O'coscp, 
q  =  <j/sinô  coscp  —  0'  sin<p  ; 

en  éliminant  Q;,  nous  en  tirons 


V  "  sinB 


cosco 


or  les  équations  (20)  nous  donnent 

osincp  -+-  q  coso  =      P]^\    ft  q~ ,  /2sin26  =  A2/?*  -+-B2?2; 

l'expression  de  <[/  devient  donc 

A/>2+B^2  A  — G/* 

Gomme  <J/  est  positif,  l'angle  ty  va  toujours  en  croissant;  le 
plan  ^jO^  tourne  toujours  dans  le  sens  positif  autour  de  Oziy 
c'est-à-dire  de  Oc.  En  remplaçant  p  et  q  ou  a*  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  t,  on  a  h  en  t  par  une  quadrature  portant  sur  une 
fouction  elliptique.  Nous  montrons  plus  loin  (n°  391)  comment 
on  peut,  en  effectuant  cette  quadrature,  exprimer  d»  et,  par  suite, 
les  neuf  cosinus  a,  [3,  y,  a',  (3',  y',  a",  |3V,  y7  en  fonction  du  temps. 

Les  principales  circonstances  du  mouvement  résultent  des  for- 
mules précédentes  :  lorsque  le  temps  t  augmente  de  la   période 

T  =  — y  8  et  cp  reprennent  les  mêmes  valeurs,   ainsi  que  y»,  q,  r, 

d'après  les  formules  (20).  Quant  à  l'angle  ']/,  il  augmente  d'une 
constante  :  en  effet,  en  appelant  *\>(t)  l'expression  de  ty  en  fonction 
du  temps,  telle  qu'elle  résulte  de  la  formule  (21),  on  a 

car  il/  est  une  fonction  de  t  qui   admet  la  période  T;   donc,  en 


intégrant 


<L  désignant  un  angle  constant. 


A.,  II.  11 


1  62  DYNAMIQUE    DESSYSTEM  ES. 

389.  Cas  particuliers.  —  Nous  avons  supposé  qu'aucun  des 
Irois  binômes  A  —  D,  B  —  D,  C  —  D  n'est  nul.  Des  circonstances 
entièrement  différentes  se  présentent  dans  le  mouvement,  suivant 
que  l'un  des  binômes  extrêmes,  ou  le  binôme  moyen,  est  nul. 

i°  Soit  d'abord  C  —  D  =  o.  Nous  avons  vu,  n°  388,  que  cette 
condition  ne  peut  être  remplie  que  si  les  valeurs  initiales  p0  et  q0 
sont  nulles.  Alors  l'équation 

XpHX—  C)  +  B?2(B  —  C)  =  [jl2D(D  —  C)  =  o 

montre  que  l'on  doit  avoir  constamment  p  =  o,  q  =  o.  L'axe 
instantané  de  rotation  coïncide  donc  avec  Os  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement.  Il  a  une  position  fixe  dans  le  corps  :  il  est 
également  fixe  dans  l'espace,  caries  deux  premières  équations  (20) 

Ap  =  /  sin6  sin  o,         B  ^  =  /  sin6  coso 

montrent  que,  p  et  q  étant  nuls,  8  l'est  aussi  :  l'axe  instantané  Os 
coïncide  donc  avec  l'axe  Os,  fixe  dans  l'espace.  Le  mouvement 
est  alors  une  rotation  autour  d'un  axe  fixe.  D'après  l'équation 
C/'  =  /  cosQ,  la  vitesse  angulaire  de  cette  rotation  est 

/  D 

r  =  /*o  =  ^  =  fi.  ç =  p. 

Nous  retrouvons  ici  la  propriété  des  axes  permanents  de  rota- 
tion. On  suppose  qu'à  l'instant  initial  le  corps  tourne  autour  de 
l'axe  Oz  qui  est  un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  point  O  :  ce 
mouvement  de  rotation  persiste  indéfiniment. 

20  Si  A  —  D  =  o,  il  faut  q0  =/-0  =  o;on  trouve  alors  q  =  r  =0. 
L'axe  instantané  de  rotation,  fixe  dans  le  corps,  est  dirigé  suivant 
Ox.  Dans  l'espace,  il   est  aussi  fixe  et  dirigé  suivant  Os,,  car,  q 

et  r  étant  nuls,  les  équations  (20)  donnent  9  =  -  »  »  =  -•  Le  mou- 
vement est  donc  encore  une  rotation  de  vitesse  angulaire  constante 
p  =pQ==:  -j-  =  u,  autour  d'un  axe  fixe. 

Le  fait  que  dans  les  deux  cas  l'axe  de  rotation  coïncide  avec  Os, 
tient  à  ce  qu'on  a  choisi  pour  axe  Os,  le  moment  résultant  des 
quantités   de   mouvement  Oa\  Le  fait  que   dans   ces   deux  cas  la 
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vitesse  angulaire  de  la  rotation  est  [j.  tient  à  ee  que  u.  désigne,  en 
général,  la  projection  de  la  rotation  instantanée  co  sur  Ocr,  et 
actuellement  10  coïncide  en  direction  avec  Ot. 

3°  Soit  enfin  B  —  D  =  o;  en  éliminant  q  entre  les  deux  premières 
équations  (i5),  nous  avons 

(22)  \jj\\  —  B)  —  Cr2(B  —  G)  =  fj^D(D  —  B)  =  o; 

donc,  pour  que  le  cas  actuel  se  présente,  il  faut  et  il  suffit  qu'on 
ait  au  début  du  mouvement 

AiPS(A-B)-.Crj(B.-C)  =  o1 

c'est-à-dire 


^m=c>. 


'   A(A-B)' 
si  cette  condition  est  remplie,  on  aura  constamment,  d'après  (22), 


E  _.  -4-  i  /C(B  — C)       £0 
r   "         Y    A(A-B)  "  r0' 


ce  qui  montre  que    le   lieu  des  axes  instantanés  dans  le  corps  se 
réduit  au  plan  x  =  —  z  passant  par  l'axe  mojen. 

Dans   le   cas    qui    nous   occupe,   on   a   g  =f=  pt.,    le    module 

f2 
k*=  ~  se  réduit  à  l'unité,  et  toutes  les  intégrations  peuvent  être 

ô 

effectuées  par  les  fonctions  élémentaires.  L'équation  différentielle 
en  s  se  réduit  en  effet  à 

d'où  Ton  tire,  en  intégrant  et  choisissant  le  signe  -f-, 

in{t  —  tQ)  =  log— ^. 

Posant,  comme  plus  haut,  t==  n(t  —  tQ),  on  a  donc 


I  -h  5  I  S  1S  2  / ■ 
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Comme  on  a  g  =f=  u,,  les  valeurs  de  /?,  </,  r  deviennent 


gT g— T 

q  =  u.  s  ==  t  a 


/B(B-G)    , ,         /B(B-C 


,   /B(A  — B)    / „        /B(A  — B)         2 

où  e,  e',  s''  sont  encore  égaux  à  ±  1 .  Nous  mettons  un  facteur  s 
devant  la  valeur  de  q,  car,  suivant  qu'on  prend  dans  (23)  le  signe  -f- 
ou  le  signe  — ,  on  trouve  pour  q  une  valeur  ou  cette  valeur  chan- 
gée de  signe.  Si  r0  est  supposé  positif,  on  prend  e,/=+  1  ;  si,  par 
exemple,  p0  est  négatif,  e' = — 1;  alors  la  première  équation 
d'Euler  exige  £  =  -f-  1 .  Nous  prendrons  cette  détermination  des 
signes.  Lorsque  t  croît  indéfiniment,  on  voit  que  q  a  pour  limite  [x, 
tandis  que/?  et  /'  ont  pour  limite  o-,  par  conséquent,  l'axe  instan- 
tané de  rotation  tend  à  prendre  dans  le  corps  une  position  limite 
qui  est  l'axe  moyen  de  l'ellipsoïde  d'inertie.  Dans  l'espace,  cet 
axe  tend  d'ailleurs  vers  la  direction  Oz{  du  moment  résultant  des 
quantités  de  mouvement,  car  les  équations  (20)  montrent  que  9 

doit  tendre  vers  -  et  cp  vers  zéro  ;  la  limite  de  Oy  est  donc  bien  Qzt . 

Le  mouvement  tend  ainsi  vers  une  rotation  uniforme  de  vitesse 
angulaire  u.  autour  d'un  axe  fixe. 

Si  p  et  /'  étaient  nuls  à  l'instant  initial  t  =  o,  il  faudrait  dans  les 
équations  (^4)  supposer  la  constante  ^0  =  dzoo^  alors  p  et  /*  res- 
teraient constamment  nuls  et  q  constamment  égal  à  jji.  Dans  ce 
cas,  le  corps  commencerait  à  tourner  autour  de  l'axe  d'inertie  Oy 
et  ce  mouvement  subsisterait  indéfiniment. 

390.  Cas  où  l'ellipsoïde  d'inertie  est  de  révolution.  —  Suppo- 
sons que  l'ellipsoïde  d'inertie  soit  de  révolution,  autour  de  Oz  par 
exemple,  et  soit  par  suite 

A  =  B, 

C  étant  supérieur  à  A,  et  B,  si  l'ellipsoïde  est  aplati,  inférieur  s'il 
est  allongé. 

Le  module  k2  est  alors  nul  et  les  fonctions  elliptiques  deviennent 
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circulaires.  Tout  d'abord  la  Iroisième  équation  d'Euler 

se  réduit  à 

dr 

dt=°'         r==r«> 

la  dernière  des  équations  (20) 

/  cosG  =  Cr  =  G/'o 

montre  que  8  doit  être  constant, 

8  =  0O,         l  cosôo  =  Gr0; 

quant  à  à,  la  formule  établie  précédemment 

dt    ~     A* />*-+-  B^2 

donne  ici 

dty       i. 
dt  ~  A' 

'l  varie  donc  proportionnellement  au  temps.  Ensuite  la  formule 

r  =  <]/cosô  -t-  o' 


donne 


do  db        . 

dt=r°-dïC0S%=r°V      kl' 


donc  cp  varie  proportionnellement  à  £,  et  l'on  a 

?  =  ?o  +  (1-  x)7'0^ 

Enfin,  les  deux  premières  équations  (20)  donnent  p  et  q  en 
fonction  de  £  par  les  formules 

A/>  =  /  sinô0sin  cp,         Kq  =  /  sin  00coscp. 

Nous  avons  vu  précédemment  (n°  382)  que  la  rotation  instan- 
tanée w  est  la  somme  géométrique  des  trois  rotations  8',  cp'  et  •!/ 
dirigées  respectivement  suivant  01,  O:  et  O:,.  Actuellement, 
l'angle  zOz{    est  constant,  8'  est  nul,  <p'  et  <{/  sont  constants.  La 
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rolalion  instantanée  to  est  la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  <]/  et  ce/;  ce  parallélogramme  reste  égal  à  lui-même  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouvement.  Le  lieu  de  Taxe  instantané  w 

Fig.  227. 


dans  le  corps  est  donc  un  cône  de  révolution  d'axe  O^;  le  lieu  de 
Taxe  instantané  dans  l'espace  est  un  cône  de  révolution  d'axe  O  3, . 
Le  mouvement  fini  s'obtient  en  faisant  rouler  le  premier  cône  sur 
le  deuxième  d'un  mouvement  uniforme  (fig-  227). 

391.  Indications  sommaires  sur  le  calcul  des  neuf  cosinus  en  fonction 
du  temps.  —  Les  expressions  des  neuf  cosinus  données  par  Jacobi  (Journal 
de  Crelle,  t.  39)  peuvent  être  calculées  par  la  voie  élémentaire  suivante, 
qui  se  présente  immédiatement,  et  qui  est  à  peu  de  chose  près  celle  qu'a 
suivie  SomofF  {Journal  de  Crelle,  t.  42).  Nous  avons  déjà  obtenu  G  et  o 
en  fonction  du  temps  par  les  formules  (20)  ;  calculons  <\i.  Nous  avons  trouvé 


lit   ' 


I) 


A2jd2h-B*£2 


Posons  comme  plus  haut  1  =  n(t  —  £0);  remplaçons,  dans  l'expression 

db 

di  —^  ,  p  et  q  par  leurs  valeurs  (19)  et  cn2T  par  1  —  sn2t;  nous  avons 


d\> 
di 


\J- 


D      (B  — G)  — (B  — A)sn2x 


n     A(B  —  G)  — G(B  — A)sn2~ 
ce  qu'on  peut  encore  écrire,  en  effectuant  la  division, 


d^_ 
dz 


(JLD 


lJ- 


D 


(G-A)(B-G) 


7i  G  A(B  — C)  — C(B  — A)sn2x 


Pour  mettre  en  évidence  les  pôles  de  la  fonction  doublement  périodique 
du  second  membre,  déterminons  un  argument  constant  ic  vérifiant  la 
relation 

A(B—  G) 


(25 


sn-*c 


G(B  — A) 


CHAPITRE     \X.    —     MOUVEMENT    D  '  U  N    SOLIDE.  1G7 

comme  A  >  B,  la  valeur  de  sn*'c  est  purement  imaginaire  :  on  peut  donc 
prendre,  pour  l'argument  ic,  une  valeur  purement  imaginaire,  et,  par 
suite,  pour  c,  une  valeur  réelle.  Nous  pourrons   alors  écrire 

chl       jjtD       fxD  (G—  A)(B  —  G)  j 


dz  "  nC        nC  G(B  — A)  sn2*c  —  sn2x 

D'après  les  relations  élémentaires  qui  lient  les  fonctions  sn,  en,  dn  d'un 
même  argument,  on  tire  de  (^5) 

B(A  —  C)  ,   „  .        D(A  — C) 

Cil5   IC    =     7= 7 ;r-J  (i  II*  IC    =     7~ -r =— -  - 

C(A  — B)  C(A  — D) 

Extrayant  les   racines    carrées  et  tenant  compte  de  la  valeur  de  n,  on 

trouve 

.       .         .    ,    .         uD  (G  — A)(B  —G) 
*  sn  ic  en  ic  dn  ic  =  —^    7^—- ^ : • 

n  G         C  (  B  —  A  ) 

Il  faudrait  mettre  un  double  signe  devant  le  deuxième  membre,  mais, 
comme  on  peut  changer  le  signe  de  ic  sans  que  les  relations  antérieures 
soient   changées,  on   peut   toujours  prendre   le   signe  -+-  devant  le  second 

membre.  L'équation  qui  donne  ~-  s'écrit  alors 

dz 

d<b        aD        i  sn  ic  en  ic  d  n  ic 

(2Ô  zr  =  ^r  H r- r"*"' 

dz         nL  sn2*c  — sn2x 

Cette  expression  est  maintenant  aisée  à  intégrer.  On  a,  en  effet,  quels 
que  soient  les  deux  arguments  u  et  v;  l'identité  {voir,  par  exemple,  Briot 
et  Bouquet,  Fonctions  elliptiques,  p.  494  )> 

,"  „  .  62(o)  H(**  —  v)H(u  +  v) 

(97)  sn2**  —  sn2p=- 


k  e2(«)02(f) 

qui  donne,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  par  rapport  à  u/ 

'itnucnu  (\nu  S'(u)        W'(u  —  ç)        H'(u-+-v) 

=  —  1  — - — -  -+-  — — -  -+-   — . 

sn2**  — sn2t;  0  (**)        H(**  —  v)        H(mh-p) 

On  a   donc,  en   faisant  **  =  ic,   v  =  t,  et  désignant  par  X  la  constante 

...     {jlD        .e'(ic) 
réelle  — ^  —  *  — — — , 
n  G  e  (  *c  ) 

^  __  ■)        î  H'(w  —  x)        *    H'(ic-hz) 
dz  9,  Il  (ic  —  z)        2  H  ( ic  -h  x )  * 

Intégrant   et  supposant   les   axes   choisis    de    telle  façon    que  ^   s'annule 
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avec  t,  on  a  enfin 

(»8)  ^Xx  +  jlogjj^. 

Les  trois  angles  0,  cp,  ^  sont  ainsi  exprimés  en  fonction  du  temps,  et  l'on 
peut  déterminer  la  position  du  corps  à  un  instant  quelconque.  Les  sinus 
et  cosinus  de  ces  trois  angles  s'expriment  par  des  fonctions  du  temps  qui 
sont  ou  uniformes  ou  racines  carrées  de  fonctions  uniformes.  Mais  il  est 
très  remarquable  que  les  neuf  cosinus  a,  (3,  y>  a'j  P\  f,  a",  [3",  y"  sont  des 
fonctions  uniformes  du  temps.  Ce  résultat,  dû  à  Jacobi,  peut  s'établir 
comme  il  suit.  Les  formules  (20)  donnent  déjà  y,  y'>  "f  en  fonctions  uni- 
formes de  t.  On  en  conclut 


sm6  = ^— *- 

D  (JL 

ou,  en  remplaçant/»2  et  q1  par  leurs  valeurs, 


,  G(A— B)(D  —  G)      /     .         A(B-G) 
sin8  =  4  /  zr-fr 7^— =4  4  /  sn^x 


D(A  — G)(B  — G)  V  G(B-A) 

Introduisant  l'argument  ic  défini  par  la  relation  (a5),  puis  tenant  compte 
de  l'identité  (27),  dans  laquelle  on  fait  u  =  x  et  v  =  ic,  on  trouve  pour 
sin6  une  expression  de  la  forme 

.    A          i/H  (  x  —  t'c  )  H  (  x  -h  ic  ) 
sinO  =  v —j-r '-, 

0(x) 

où  v  est  une  constante  dont  il  est  inutile  d'écrire  la  valeur.  On  voit  ainsi 
que  sin6  est  la  racine  carrée  d'une  fonction  uniforme.  En  calculant  e'^, 
cos^,  sin^  d'après  la  formule  (28),  on  trouve  que  ces  fonctions  dépendent 
de  la  même  irrationnelle  que  sin6;  cette  irrationnelle  disparaît  ensuite 
dans  les  combinaisons  qui  donnent  a,  a',  a",  (3,  (3',  (3". 

On  arrive  encore  à  la  même  conclusion  en  calculant  directement  en 
fonction  de  t  l'expression 

w  =  e1^  sinô. 

La  différentiation  donne 

[    dw         .d<b  f.  dQ 

—  -—t-  =  1  — , -  -+-  cot  0  -7-  : 
w    dt  dt  dt 

remplaçant  ~  par  sa  valeur  (21)  et  9  et  -7-  par  leurs  valeurs  déduites  de 
v    *        dt  v  v     '  dt  ' 

1  A  /-1  J  ^W  P  •  11-  1 

/coso  =  Lr,  on  trouve,  pour  —  — =-  >  une  fonction  elliptique  de  ?  qui,  par 

w    dt 

une  quadrature,  donne  w  en  fonction  uniforme  du  temps. 

Si  l'on  veut  comparer   le  calcul  précédent  à  celui  de    Somoff  (Journal 
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de  Crelle,  t.  42),    il   suffit  de  remarquer   que   l'argument   appelé   ia   par 
Jacobi  et  Somoff  est  lié  à  ic  par  la  relation 

ia  -+-  ic  =  t'K'. 

Le  cadre  de  cet  Ouvrage  ne  nous  permet  pas  de  développer  davantage 
ces  calculs.  Nous  renverrons,  pour  plus  de  détails,  au  Mémoire  de  M.  Her- 
mite  :  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  où  se 
trouvent,  avec  des  indications  sur  les  travaux  de  Brill,  Ghelini,  Siaccij 
deux  méthodes  différentes  pour  calculer  directement  les  neuf  cosinus,  et 
au  Traité  de  M.  Halphen  (t.   II). 

Lorsque  D  =  B(n°  389,  3°),  le  module  k  —  i,  les  angles  0,  o,  ty  et  les 
neuf  cosinus  s'expriment  par  des  fonctions  élémentaires.  Alors,  d'après  les 

relations  (24),  la  fonction  s  =  snx  devient  — ou   —  itangix,   et  les 

fonctions  ciit  et  dnx  se  réduisent  à  1/1 —  s2  ou  à r- •   En  introduisant 

cosjt 

un  argument  purement  imaginaire  ic   défini  par   la  relation  (i5),  c'est- 
à-dire 

a    _    A(B  —  G)  r  B(A  —  C) 

tang-c-  G(A_B)>  cos2c  -  G(A-B)' 

on  remplacera  la  formule  (26)  par 
d>\> 


dx         nC        cos2  c  tang2c  —  tan  g2^ 

qui   donne,   en  intégrant    et  désignant  par  X    la  constante  -^H-tangc, 

n  '_j 


[jlB 


,        >  1 T        sin(  c  -h  ix) 

<ll    =   AT Log  -; ; ;— £  • 

2  sin(c  —  ix) 

On  déduit  de  là  les  expressions  des  neuf  cosinus. 

Lorsque  A  =  B  (n°  390),  le  module  est  nul;  snx  se  réduit  à  sinx;  nous 
avons  donné,  pour  ce  cas,  les  expressions  de  6,  cp,  ty. 

392.  Représentation  géométrique  du  mouvement  d'après  Poinsot. 
—  Dans  un  Mémoire  inséré  au  Tome  XVI  du  Journal  de  Liou- 
ville,  Poinsot  a  donné  une  représentation  géométrique  du  mou- 
vement, fondée  sur  les  théorèmes  de  Cinématique  suivants,  qui 
s'appliquent  au  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  solide 
autour  d'un  point  fixe. 

Considérons  l'ellipsoïde  d'inertie  du  corps  relatif  au  point 
fixe  O,  et  soient  Ox,  Oy,  Oz  les  axes  principaux  de  cet  ellip- 
soïde. A  un  instant  quelconque,  l'axe  de  la  rotation  instantanée  w 
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rencontre  la  surface  de  l'ellipsoïde  en  un   point  m,  que  Poinsol 
nomme  pôle. 

Si 

Théorème  I.  —    La  force  vice  du  corps  est 


Om 


En  effet,  d'après  la  définition  même  de  l'ellipsoïde  d'inertie,  le 

moment  d'inertie  du   corps   par  rapport  à  l'axe   Oco  est  2  ?  et 

0  m 

comme    les  vitesses  des   points  du  corps  sont  les  mêmes  que  s'il 

tournait  avec  la  vitesse   angulaire   w   autour  de  Ow,  la  force  vive 

S/ne2  est  le  produit  du  moment  d'inertie  par  le  carré  de  la  vitesse 

angulaire  (n°  3o9)  2  • 

Om" 

Théorème  IT.  —  A  chaque  instant,  le  plan  tangent  à  V ellip- 
soïde d'inertie  au  pôle  m  est  perpendiculaire  au  moment  résul- 
tant Oc  des  quantités  de  mouvement. 

En  effet,  l'ellipsoïde  d'inertie  rapporté  aux  axes  Oxyz  a  pour 
équation 

A^+Bj2+  Cs9-=  i. 


Les  cosinus  directeurs  de  Oto  étant  — >  —  >      »    les   coordonnées 

tO        CD        CO 

&,y,  z  du  pôle  m  par  rapport  aux  mêmes  axes  sont 


ce  =  O  m  —  »  y  =  0  m  - -,  z  =  O m  —  • 

CD  10  tU 

L'équation  du  plan  tangent  au  point  m(x,y,  z)  étant 

AX.r-i-BYjK  +  CZ2  =  i, 
cette  équation  devient 


n  (À/?X  +  B?Y  +  C/-Z)  =  i, 


0) 


équation  d'un   plan  perpendiculaire  à  la  droite  0<7  dont  les  pro- 
jections sont  À/?,  B  q,  Cr. 

Théorème  III.  —  La  distance  du  point  fixe  au  plan  tangent 
à  l'ellipsoïde  au  pôle  est  égale  à  la  racine  carrée  de  la  force 
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vive  divisée  par  le  moment  résultant  des  quantités  de  mouve- 
ment. 

En  effet,  la  distance  8  de  l'origine  O  au  plan  tangent  est 

w  I 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

Appliquons  maintenant  ces  trois  théorèmes  au  cas  particulier 
où  les  forces  appliquées  au  corps  solide  ont  une  résultante  unique 
passant  parle  point  fixe.  Alors  :  i°la  force  vive  est  constante  et 
égale  à  h  ou  à  D  pt2  ;  on  a  donc 

/Â  =  {jlv/D; 


Om 


2°  le  moment  résultant  Oc  des  quantités  de  mouvement  a  une 
direction  fixe;  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  en  m  a  donc  égale- 
ment une  direction  fixe  perpendiculaire  à  0<x;  3°  le  moment 
résultant  Ot  ayant  une  longueur  constante  /  ou  jjiD,  la  distance 
du  plan  tangent  en  m  au  centre  O  est 

\M         i 

elle  est  donc  constante. 

En  résumé,  le  plan  II  tangent  en  m  est  fixe,  car  il  a  une  orien- 
tation constante  et  il  est  à  une  distance  constante  du  point  fixe  O. 

Nous  arrivons  donc  à  ce  résultat  que  l'ellipsoïde  d'inertie  reste 
constamment  en  contact  avec  un  plan  fixe  II.  Le  point  de  contact 
m  est  le  pôle  ;  la  droite  Om  est  l'axe  instantané,  et  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  instantanée  est  w  =  O  m  \Jh  :  elle  varie  propor- 
tionnellement à  Om.  Poinsot  appelle  polhodie  la  courbe  décrite 
par  le  pôle  m  à  la  surface  de  l'ellipsoïde,  et  lier  polhodie  la  courbe 
décrite  par  le  pôle  sur  le  plan  fixe  II  (fig.  228).  Le  cône,  lieu 
des  axes  instantanés  dans  le  corps,  a  pour  sommet  le  point  O,  et 
pour  directrice  la  polhodie;  le  cône  lieu  des  axes  instantanés  dans 
l'espace  a  pour  sommet  O  et  pour  base  l'herpolhodie.  Pour  obtenir 
le  mouvement,  il  faut  faire  rouler  le  premier  cône  sur  le  second 
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de  telle  façon  que  la  vitesse  angulaire  instantanée  to  soit  à  chaque 
instant  proportionnelle  à  O/w,  puisqu'on  a 

tu  =  O  m  y  h. 

Gomme  le  point  de  l'ellipsoïde  qui  est  en  contact  avec  le  plan 
fixe  II  possède  à  chaque  instant  une  vitesse  nulle,  parce  qu'il  est 
sur  l'axe  instantané,  on  peut  dire  aussi  que  le  mouvement  s'ob- 

Fig.  228. 


tient  en  faisant  rouler  et  pivoter  (sans  glissement)  l'ellipsoïde 
d'inertie  sur  un  plan  fixe  II.  La  position  de  ce  plan  fixe  est  connue 
par  les  conditions  initiales. 

On  peut  encore  se  représenter  le  mouvement  en  supposant  qu'on 
ait  réalisé  matériellement  la  surface  conique  roulante  (fig>  228  bis) 


limitée  par  la  polhodie  :  la  roue  ainsi  formée  roule  sur  le  plan  II 
et  sa  trace  sur  le  plan  est  l'herpolhodie.  Gomme  la  polhodie  roule 
sans  glisser  sur  l'herpolhodie,  les  arcs  correspondants  des  deux 
courbes  ont  même  longueur. 

Polhodie.    —   Cherchons  les  équations  de  la  polhodie;   à  cet 
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effet,  rapportons  l'ellipsoïde  d'inertie  à  ses  axes.  Nous  pourrons 
définir  la  polhodie  comme  le  lieu  des  points  m(x,y,  z)  de  cet 
ellipsoïde  où  le  plan  tangent 

A^X+  ByY  -hGzZ  =  i 
est  à  une  distance  constante  8  =  -==  de  l'origine.  Cette  condition 

v/d 

s'exprime  par  l'équation 

(29)  A2^2_f_B2jK2+G2^2=  D. 

Cette  équation  et  celle  de  l'ellipsoïde 

(30)  Acc*-h  B/2+  Cs2  =  1 

définissent  la  polhodie  qui  est  ainsi  une  courbe  algébrique  du 
quatrième  ordre  ;  on  se  rendra  compte  de  sa  forme  en  la  regardant 
comme  l'intersection  de  l'ellipsoïde  et  du  cône  lieu  des  axes 
instantanés  Om  dans  le  corps  ou  cône  roulant.  L'équation  de  ce 
cône  s'obtient  par  une  combinaison  homogène  des  deux  équations 
ci-dessus,  ce  qui  donne 

A(A  — D)^2  4_B(B  — D)jk2  +  G(G  — D)^2=0. 

Pour  que  ce  cône  soit  réel,  il  faut  que  l'on  ait 

A^D^C; 

c'est  la  condition   évidente  que   la    distance    du   plan    tangent  à 

l'origine  —  doit  être  inférieure  au  grand  axe  —  et  supérieure  au 

y/D  yC 

petit  -y=-  Le  cône  se  réduit  à  deux  plans  imaginaires,  c'est-à-dire 

/A 

à  une  droite  confondue  avec  0#  ou  Oz  lorsque  l'on  a  D  =  A 
ou  D  =  C;  il  est  facile  de  le  voir  géométriquement,  puisque  les 
extrémités  c,  c'  du  grand  et  a,  a'  du  petit  axe  sont  les  seuls  points 
réels  où  le  plan  tangent  est  à  sa  distance  maxima  ou  minima  de 
l'origine.  La  polhodie  est  alors  formée  de  deux  points  c  et  c' 
ou  a  et  a'  {jig.  229).  Pour  D  =  B,  le  cône  se  décompose  en  deux 
plans  réels  passant  par  l'axe  moyen 


/C(B-C 
~\/  A(A-B 


\ 
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Ce  sont  bien  les  plans  que  nous  avons  déjà  rencontrés  dans 
l'étude  analytique  du  problème;  la  polhodie  est  alors  formée  de 
deux  ellipses  ce1  se  coupant  aux  extrémités  bb'  de  l'axe  moyen. 

La  polhodie  est  donc  l'intersection  de  l'ellipsoïde  et  d'un  cône 
du  second  ordre  ayant  les  mêmes  plans  de  symétrie.  Elle  se  com- 
pose de  deux  branches  fermées  distinctes  symétriques  l'une  de 
l'autre,  par  rapport  au  centre  et  à  l'un  des  plans  principaux  de 
l'ellipsoïde  :  chaque  branche  admet  comme  plans  de  symétrie  les 
deux  autres  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  (fig-  229)  et  possède 


quatre  sommets  1,2,  1,2  pour  lesquels  le  rayon  vecteur  O m  issu 
du  centre  est  minimum  ou  maximum.  Dans  le  mouvement,  une 
des  branches  de  la  polhodie  roule  sur  le  plan  fixe  II.  Cette  branche 
est  seule  utile;  l'autre  branche  roule  sur  un  plan  symétrique  de  II 
par  rapport  au  point  O. 

Il  est  important  de  se  rendre  compte  des  formes  diverses  de  la 
polhodie  suivant  les  conditions  initiales.  Représentons  l'ellipsoïde 
d'inertie  {fi g.  229).  Comme  nous  supposons  A  >>  B  >>  C,  l'axe  Ox 
est  le  petit  axe,  Qz  le  grand.  Nous  appellerons  aaf,  bb\  ce'  les 
sommets  de  la  surface.  Suivant  les  conditions  initiales,  la  cons- 
tante D  varie  entre  A  et  C.  Pour  D  =  A,  le  cône  lieu  des  axes 
instantanés  dans  le  corps  se  réduit  à  l'axe    Ox  et  la   polhodie, 
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inlerseclion  du  cône  et  de  l'ellipsoïde,  se  réduit  au  point  a  et  au 
symétrique  a'.  Quand  D  diminue  un  peu,  la  polliodie  se  compose 
d'une  petite  courbe  fermée  f  entourant  a  et  d'une  courbe  symé- 
trique f  entourant  a'.  D  continuant  à  diminuer,  les  courbes  /et/' 
s'éloignent  de  a  et  a'}  et,  pour  D  =  B,  ces  courbes  se  rejoignent 
aux  points  b  et  b'  en  se  décomposant  alors  en  deux  ellipses  e  et  d . 
De  même  pour  D  =  C,  la  polliodie  se  réduit  aux  deux  sommets 
c  et  d  :  D  augmentant,  elle  est  d'abord  formée  de  deux  petites 
courbes  symétriques  g  et  g'  entourant  ces  sommets;  puis  ces 
courbes  grandissent,  et  pour  D  =  B  elles  se  réduisent  encore  aux 
ellipses  e  et  d . 

Il  y  a  donc  deux  sortes  de  polliodies  :  les  unes  entourent  les 
sommets  du  petit  axe,  les  autres  les  sommets  du  grand  axe;  ces 
deux  sortes  de  polliodies  sont  séparées  par  la  polliodie  singulière 
correspondant  à  D  =  B,  formée  de  deux  ellipses  e  et  d.  Par 
chaque  point  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  il  passe  une  polliodie  et 
une  seule;  ces  courbes  étant  supposées  tracées,  pour  connaître 
la  polliodie  correspondant  à  des  conditions  initiales  données,  il 
suffît  de  connaître  le  point  mQ  où  la  rotation  instantanée  initiale 
perce  l'ellipsoïde;  la  polliodie  cherchée  est  celle  qui  passe  par /??<>• 
Quant  au  plan  fixe  II  correspondant,  c'est  Je  plan  tangent  en  m0 
à  l'ellipsoïde  dans  sa  position  initiale. 

Herpolhodie.  —  Si  l'on  abaisse  du  point  fixe  une  perpendicu- 
laire OP  (voir  Ji g.  228)  sur  le  plan  II,  la  longueur  OP  est  égale  à 

—  •  Le  rayon  vecteur  P m  =  p  d'un  point  de  l'herpolliodie  est 
donc 


V 


m   -B. 

Nous  avons  vu,  d'après  la  forme  de  la  polliodie,  que  la  distance 
O m  du  pôle  au  centre  varie  entre  un  minimum  et  un  maximum; 
donc  p  varie  également  entre  un  minimum  et  un  maximum  cor- 
respondants p,  et  p2.  L'herpolliodie  est  donc  comprise  entre  deux 
cercles  concentriques  de  rayons  p,  et  p2  qu'elle  touche  successive- 
ment en  des  points  tels  que  mK ,  ni±.  Elle  a  la  forme  indiquée  sur 
la  figure  228;  c'est  une  courbe  tournant  partout  sa  concavité  vers 
le  point  P  et  ne  présentant  pas  de  points  d'inflexion.  Cette  cir- 
constance, remarquée  pour  la  première  fois  par  Iless  {Inaugural 
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Dissertation,  Miinchen,  1880;  Math.  Annalen,  t.  XXVII,  1886), 
et  retrouvée  par  M.  de  Sparre  {Comptes  rendus,  1884),  mérite 
d'être  signalée,  parce  que  Poinsot,  dans  son  Mémoire,  a  figuré 
l'herpolhodie  d'une  manière  inexacte  en  lui  donnant  une  forme 
sinueuse. 

L'arc  d'herpolhodie  m{m2  est  le  quart  1,2  de  l'arc  de  polho- 
die  {ftg.  228);  lorsque  tous  les  points  de  la  polhodie  sont  venus 
successivement  en  contact  avec  le  plan,  le  pôle  m  reprend  la 
même  position  sur  l'ellipsoïde,  mais,  dans  le  plan  II,  le  rayon  vec- 
teur Vm  a  tourné  d'un  angle  égal  à  l\mK  Pm2  puisqu'il  y  a  quatre 
sommets  sur  la  polhodie.  Si  cet  angle  m{Pm2  n'est  pas  commen- 
surable  avec  tu,  l'herpolhodie  n'est  pas  fermée,  le  pôle  ne  reprend 
jamais  exactement  la  même  position,  en  même  temps,  sur  l'ellip- 
soïde et  sur  le  plan.  Si  cet  angle  est  commensurable  avec  71,  l'her- 
polhodie est  fermée  et,  au  bout  d'un  certain  temps,  le  pôle  reprend 
la  même  position  sur  l'ellipsoïde  et  sur  le  plan. 

Cas  particuliers.  —  Si  D  =  A  ou  D  =  G,  la  polhodie  est  un 
point,  l'herpolhodie  également  :  l'ellipsoïde  pivote  en  restant 
en  contact  avec  le  plan  par  le  sommet  du  petit  ou  du  grand  axe. 

Si  D  =  B,  la  polhodie  est  réduite  à  deux  ellipses,  e,  e'  passant 
par  l'axe  moyen.  Le  petit  axe  d'une  de  ces  ellipses,  comme  on  le 

Fig.   280. 


vérifie  facilement,  est  l'axe  moyen  — :•  Dans  ce  cas,  le  mouvement 

J        </B 

s'obtient  en  faisant  rouler  l'une  de  ces  ellipses,  dont  le  centre  est 
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fixe,  sur  le  plan  II;  comme  ce  plan  est  à  une  distance  du  centre 
égale  à  — -t  le  minimum  p2  du  rayon  p  =  P m  de  l'iierpolhodie  est 

nul;  le  maximum  a  une  certaine  valeur  p,.  L'iierpolhodie  a  alors 
la  forme  d'une  double  spirale  (fig.  5>3o),  ayant  un  sommet  T  cor- 
respondant au  maximum  de  p  et  composée  de  deux  branches  symé- 
triques par  rapport  à  PT  et  asymptotes  vers  le  point  P.  Une  partie 
seulement  de  cette  herpolhodie  est  effectivement  parcourue;  c'est 
celle  qui  va  de  la  position  initiale  m0  du  pôle  jusqu'au  point  P, 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Le  temps  que  met  le  pôle  à  arriver 
en  P  est  infini,  quoique  la  longueur  de  la  spirale  soit  finie  comme 
égale  au  périmètre  de  l'ellipse  roulante. 

Quand  l'ellipsoïde  est  de  révolution,  lapolhodie  et  l'iierpolhodie 
sont  des  cercles.  S'il  est  une  sphère,  ce  sont  toujours  des  points. 

Stabilité  de  la  rotation  autour  des  axes  principaux .  — 
Dans  les  cas  particuliers  où  le  corps  commence  à  tourner  autour 
d'un  des  axes  principaux  d'inertie,  ce  mouvement  persiste  indéfi- 
niment; l'axe  instantané  est  fixe  dans  le  corps  et  dans  l'espace. 
11  est  aisé  de  voir  que  ce  sont  les  seuls  cas  où  l'axe  instantané  reste 
fixe  dans  le  corps.  En  effet,  s'il  en  est  ainsi,  on  a,  en  appelant  a, 
b,  c  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  instantané  par  rapport  aux 
axes  Oxyz, 

p  =  <zto,  q  =  &w,  /•  =  cto, 

où  a)  6,  c  sont  constants.  Alors  l'intégrale  des  forces  vives  (12) 
montre  que  to  est  constant;  les  trois  composantes  y?,  </,  r  sont 
donc  constantes,  et  les  équations  d'Euler  donnent 

(C  —  B)qr  =  o,         (A  —  C)rp  =  o,         (B  —  A)/?</=o. 

Si  l'ellipsoïde  d'inertie  n'est  pas  de  révolution,  ces  équations 
exigent  que  deux  des  quantités  /?,  q,  r  soient  nulles,  c'est-à-dire 
que  le  corps  tourne  autour  d'un  axe  principal.  Si  l'ellipsoïde  est 
de  révolution  autour  de  O^,  A  =  B,  ou  bien  r  est  nul  et  le  corps 
tourne  autour  d'un  axe  dans  le  plan  de  l'équateur,  c'est-à-dire 
autour  d'un  axe  principal,  ou  bien  p  =  q  =  o,  et  le  corps  tourne 
autour  de  l'axe  principal  Oz.  Enfin,  dans  le  cas  A  =  B  =  G,  le 
corps  tourne  autour  d'un  axe  principal,  car  tous  les  axes  sont 
principaux. 

A.,  11.  12 
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On  peut  se  demander  maintenant  si  le  mouvement  de  rotation 
du  corps  autour  d'un  des  axes  principaux  d'inertie  est  un  mou- 
vement stable  ou  non.  On  dit,  en  général,  qu'un  mouvement  est 
stable,  si,  en  modifiant  infiniment  peu  d'une  manière  arbitraire 
les  condilions  initiales,  on  modifie  infiniment  peu  le  mouvement; 
un  mouvement  est  instable,  si  une  modification  infiniment  petite 
dans  les  conditions  initiales  amène  un  changement  fini  dans  le 
mouvement. 

D'abord,  si  A  >>  B  >>  C,  la  rotation  autour  du  grand  et  du  petit 
axe  de  l'ellipsoïde  d'inertie  est  slable;  elle  est  instable  autour  de 
Taxe  moyen.  En  effet,  animons  le  corps  d'une  rotation  initiale 
autour  du  petit  axe  5  alors  cet  axe  reste  fixe,  le  pôle  de  rotation 
coïncide  avec  le  sommet  #0,  le  plan  tangent  II0  en  a0  est  fixe.  Si 
l'on  modifie  infiniment  peu  les  conditions  initiales,  en  imprimant 
au  corps  une  rotation  initiale  autour  d'un  axe  infiniment  voisin 
de  O#0,  la  polhodie  devient  une  petite  courbe  fermée  infiniment 
voisine  du  sommet  du  petit  axe  :  donc  l'axe  instantané  décrit 
dans  le  corps  un  cône  d'ouverture  infiniment  petite  autour  de  sa 
position  primitive  dans  le  corps.  Le  plan  fixe  II,  auquel  l'ellip- 
soïde reste  tangent  dans  le  nouveau  mouvement,  est  infiniment 
voisin  de  IT0,  et  la  perpendiculaire  OP,  abaissée  de  O  sur  ce  plan, 
est  infiniment  voisine  en  longueur  et  direction  de  Oa0;  le  rayon 
vecteur  Om  d'un  point  m  de  l'herpolhodie  ayant  une  longueur 
infiniment  voisine  de  Oa0  s'écarte  infiniment  peu  de  la  perpendi- 
culaire OP,  c'est-à-dire  de  Oa0  :  donc  l'axe  instantané  décrit  aussi 
dans  l'espace  un  cône  infiniment  voisin  de  sa  position  primitive 
dans  l'espace;  la  rotation  considérée  est  donc  stable.  Il  en  serait 
de  même  de  la  rotation  autour  du  grand  axe. 

Mais  si  le  corps  tourne  d'abord  autour  de  l'axe  moyen,  une 
modification  infiniment  petite  des  conditions  initiales  amènera  le 
pôle  dans  une  position  m0,  à  partir  de  laquelle  il  décrira  une 
polhodie  entourant,  soit  le  sommet  a,  soit  le  sommet  c;  l'axe 
s'écartera  alors  d'une  quantité  finie  de  sa  première  position  ;  la 
rotation  est  instable. 

Les  ellipses  ee  et  e'e'(fig.  229)  partagent  l'ellipsoïde  en  quatre 
fuseaux  :  deux  contenant  les  sommets  a  et  a'  et  les  deux  autres 
les  sommets  c  et  c' .  Suivant  une  remarque  de  Bour,  il  est  naturel 
de  prendre  comme  mesure  de  la  stabilité  de  la  rotation  autour  de 
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l'axe  Qa  le  rapport  de  l'aire  du  fuseau  contenant  a  à  la  moitié 
de  l'aire  de  l'ellipsoïde  d'inertie.  En  eflfet,  si  les  conditions  initiales 
sont  modifiées  de  telle  façon  que  le  pôle  tombe  dans  ce  fuseau, 
l'axe  instantané  décrit  dans  le  corps  un  cône  autour  de  sa  direc- 
tion primitive  0#.  De  même,  on  mesurera  la  stabilité  delà  rota- 
tion autour  de  Oc  par  l'aire  du  fuseau  qui  contient  cet  axe.  Par 
exemple,  si  l'ellipsoïde  est  très  voisin  d'un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion autour  de  O^,  c'est-à-dire  si  A — B  est  très  petit,  le  fuseau 
contenant  a  est  très  petit,  de  sorte  que  la  stabilité  de  la  rotation 
autour  de  Oa  est  faible,  car  un  petit  déplacement  de  l'axe  peut 
faire  sortir  le  pôle  du  fuseau  et  l'amener  à  tourner  autour  de  Oc. 

Si  l'ellipsoïde  est  rigoureusement  de  révolution  (projectiles 
oblongs),  il  n'y  a  de  stable  que  la  rotation  autour  de  l'axe  de  révo- 
lution :  en  effet,  si  le  corps  tourne  autour  d'un  axe  principal  du 
plan  de  Féquateur  et  que,  pour  une  cause  quelconque,  le  pôle  m 
soit  un  peu  écarté  de  ce  plan,  il  ira  décrire  sur  la  surface  de 
l'ellipsoïde  un  cercle  parallèle  et  presque  égal  à  l'équateur.  L'axe 
dans  le  corps  s'écarte  donc  beaucoup  de  sa  position  primitive  :  il 
est  bon  de  remarquer  que  dans  l'espace  il  reste  très  voisin,  au 
contraire,  de  sa  position  primitive,  car  la  longueur  Om  diffère 
peu  du  rayon  équatorial. 

Si  l'ellipsoïde  d'inertie  est  une  sphère,  tous  les  axes  sont  égale- 
ment stables,  ou  plutôt   indifférents,  car,  si  l'axe  instantané  est 
porté  du  lieu  où  il  se  trouve  dans  un  autre,  il  redevient  immobile 
et  dans  le   corps  et  dans  l'espace.  (Voyez  Bour,   Dynamique, 
p.   i65.) 

393.  Équation  de  l'herpolhodie. —  Poinsot  obtient  l'équation  différen- 
tielle de  l'herpolhodie  en  remarquant  que  l'expression  de  l'arc  de  cette 
courbe  en  fonction  du  rayon  Om  est  identique  à  l'expression  de  l'arc  de 
polhodie  en  fonction  du  même  rayon,  car  les  deux  courbes  roulent  l'une 
sur  l'autre.  Nous  emploierons  une  autre  méthode  qui  conduit  à  des  calculs 
un  peu  moins  longs  et  que  nous  empruntons  à  une  Note  de  M.  Darboux  à 
la  Mécanique  de  Despeyrous. 

Soient,  comme  plus  haut,  x,  y,  z  les  coordonnées  du  pôle  m  par  rap- 
port aux  axes  principaux  d'inertie  Oxyz;  puisque  le  rapport  -~ — -  est 
constant  et  égal  à  \/7i,  on  a 

(3.)  P  =  1  =  L=    »    =V//L 

x        y        z        O  ni 
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Gomme  p,  q,  r  sont  des  fonctions  elliptiques  de  t  (19),  il  en  est  de  même 
de  a?,  jk,  z.    Les  équations  d'Euler,  dans   lesquelles  on  remplace  p,  q,   r 

par  x  \fïi,  y  s/ h,  z  y  h,  donnent 

(32)    A^  +  v/Â(G-B)jz  =  o,         B  -£  H-  /h(A  —  C)zx  =  o, 

Appelons,  comme  précédemment,  P  la  projection  du  point  O  sur  le  plan 
fixe  II,  qui  contient  l'herpolhodie,  et  désignons  par  p  et  y  les  coordonnées 
polaires  d'un  point  m  de  la  courbe  rapportée  au  point  P.  Comme 

op=   ' 

on  a  les  équations  suivantes 

#2  4- JK2  + -S2  =  p2H-   jU 

'  A  a?2-+-  B  jK24-C  z*  =  1, 
A2:r2-f-B2jK2+  G2^2  =  D 

2 


dont  la  première  exprime  que  O  m  =  Pm  -h  OP  ,  et  dont  les  dernières 
sont  les  équations  de  la  polhodie.  Résolvant  ces  équations  par  rapport  à 
x2,^,  -s2,  on  a,  en  posant 


et 


A  =  (A—  B)(B  —  C)(G  — A) 

_  (B  —  D)(G  — D)  (G  —  D)(A  — D) 

a  ~  BGD  '  ~  CAD 

(A  — D)(B  — D) 


c  = 


ABD 


(34) 


,       BCCG-B),  ,                        ,       CA(A  —  C) 
a*  =  K— ;  ( p2-  a ),  72  =  L_ >  (  p2  -  6  ), 

AB(B  — A) 
z>=  — -L- >(p«-C). 


Nous  avons  supposé  A  >  B  >  C  et  D  compris  entre  B  et  G  ;  alors  A  est 
négatif,  et  l'on  a  a  >  o,  b  >  o,  c  <  o.  Donc  ^2  est  essentiellement  positif 
et  ne  s'annule  jamais,  ce  qui  est  d'accord  avec  le  fait  que  r  ne  s'annule 
jamais.  Pour  que  a?2  el  y2  soient  positifs,  il  faut  que  p2 — a  soit  positif  et 
p2 —  b  négatif  :  p2  oscille  donc  entre  a  et  b.  On  retrouve  ainsi  ce  résultat 

que  le  rayon  vecteur  de  l'herpolhodie  oscille  entre  un  minimum  y/a  et  un 

maximum  \Jb.  En  différentiant  la  première  des  équations  (33),  on  a 

da  dx  dy  dz 

v  dt  dt       J  dt  dt 
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ou,  en  tenant  compte  des  équations  (32), 

do         ,-r         /  B  —  G        G  —  A        A  —  B\  A  JTixyz 


dt        v       J    \     A  B  G      }  ABG     ' 

cette  équation  donne  enfin,  en  remplaçant  x,  y,  z  par  leurs  valeurs  (34), 
et  y//*  par  jjl  \/D, 

(35)  p^  =  jiV/D/-(p*-aKP*-^)(P2-c;ï 

équation  qui  permettrait  de  retrouver  p2  en  fonction  de  t  par  une  fonction 
elliptique;  cette  expression  de  p2  en  fonction  de  t  nous  est  déjà  connue, 
puisque  x,  y,  z  sont  des  fonctions  elliptiques  de  t. 

Pour  obtenir  une  autre  équation  où  figure  l'angle  polaire  y  d'un  point 
de  l'herpolhodie,  on  part  de  la  remarque  suivante  :  si  m  et  m'  sont  deux 
positions  infiniment  voisines  (x,  y,  z)  et  (x  -+-  dx,  y  -+-  dy,  z  -f-  dz)  du 
pôle  dans  le  corps,  le  plan  du  triangle  élémentaire  mOm'  est  tangent  au 
cône  lieu  des  axes  instantanés  dans  le  corps,  et  les  projections  Sx,  Sy,  Sz 
de  Taire  S  de  ce  triangle  sur  les  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  sont 

2  S.r  =  y  dz  —  z  dy,         i  Sy  =  z  dx  —  x  dz,         i Sz  =  x  dy  —  y  dx. 

D'autre  part,  comme  le  cône  lieu  des  axes  Om  dans  le  corps  roule  sur 
le  cône  fixe  ayant  pour  sommet  0  et  pour  base  l'herpolhodie,  le  plan  mO  m 
est  aussi  tangent  au  cône  fixe,  et  l'aire  élémentaire  S  est  aussi  égale  à 
l'aire  comprise  entre  les  deux  génératrices  infiniment  voisines  correspon- 
dantes du  cône  fixe.  La  projection  de  l'aire  S  sur  le  plan  II  qui  contient 

l'herpolhodie  est  alors  un  secteur  élémentaire  de  cette  courbe  -  p2  dy . 

Gomme  les  plans  xOy,  yOz,  zOx  font  avec  le  plan  H,  perpendiculaire 
à  0  t,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  y,  y',  y">  on  a 

(36)  p2  d%  =  2YS.r-+-  2Y'Sr+  2y"S2; 
calculons  le  second  membre.  D'abord 

t ,    .  A  p        A  y/7i  A 

(37)  y  =  -y-  =  —y— x  =  —p=  xy         

Puis,  en  vertu  des  équations  (32),  déduites  des  équations  d'Euler, 

2Sx=ydz-zdy=^[B(A-B)y*+C(A-C)z*]dt; 

la  quantité  entre  crochets  est  égale  à  A  —  D,  comme  on  le  voit  en  élimi- 
nant x2  entre  les  deux  dernières  équations  (33).  On  a  donc 


x\Jh(k  —  D) 
BC 


2  3.r  =   — l — ^^        -  dt. 
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Calculant  de  même  Sy,  S2  par  une   permutation  des  lettres  et  portant 
dans  (36)  après  avoir  remplacé  \JJi  par  [j.  y/D,  on  a 

prf<_ftV    liC  +     CA        ^  AB     ^^y- 

Dans  cette  relation,  nous  remplacerons  enfin  x-,  jk2,  -s2  par  leurs  va- 
leurs (34)  en  fonction  de  p2  et  nous  aurons,  après  réduction,  une  relation 
de  la  forme 

(38)  pt^  =  ï*(p1H-E), 


,     t,     ,-■  ,  (A  — D)(B-D)  (G  — D) 

ou     E     désigne    la     constante     .  _  ^ _  — ,     c  est-a-dire 

°  ABGD 

—  y/ —  abcD. 

Les  deux  relations  (35)  et  (38)  donnent  p  et  ^  en  fonction  du  temps. 

L'élimination  de  dt  fournit  l'équation  différentielle  de  l'herpolhodie 

/o     V  j  (p*-hE)dp 

(39)  dL  = 


pV/DV/-(p2-a)(p2-6)(p2-c) 

qui  donne  ^  par  une  quadrature.  On  peut  ainsi  construire  l'herpolhodie 
et  vérifier  qu'elle  n'a  pas  d'inflexions,  en  calculant  le  rayon  de  courbure 
en  fonction  de  p  et  montrant  qu'il  ne  devient  jamais  infini.  Ce  résultat 
tient  à  l'inégalité  A  <  B  -h  G  qui  lie  les  trois  moments   d'inertie.  On  voit 

également  que  l'herpolhodie  n'a  pas  de  points  de  rebroussement,  car  ~ 

ne  devient  pas  nul  pour  les  valeurs  de  p2  comprises  entre  a  et  b.  Si  l'on 
remplaçait  l'ellipsoïde  d'inertie  par  un  ellipsoïde  quelconque  ou,  par  un 
hyperboloïde  qu'on  ferait  rouler  et  pivoter  sur  le  plan  fixe  U,  l'herpolhodie 
correspondante  pourrait  présenter  des  inflexions  ou  des  rebroussements  ; 
il  pourrait  aussi  arriver  que  le  rayon  vecteur  P  m  ne  tourne  pas  toujours 
dans  le  même  sens.  Nous  renverrons,  pour  une  discussion  plus  détaillée 
de  cette  question  de  Géométrie,  à  la  Note  de  M.  Darboux  (Mécanique 
de  Despeyrous);  au  Mémoire  de  Hess;  et,  pour  l'expression  de  ^  en 
fonction  de  t,  au  Traité  de  M.  Greenhill  (Chap.  III). 

Dans  le  cas  particulier  où  B  =  D,  E  est  nul,  a  et  c  aussi,  et  la  quadra- 
ture qui  donne  y  peut  s'effectuer  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires. 
Alors 

d& 

dt  =  d?  =  -j/B  P 

k       p  y/B  s/b  -  p2  y    b       /  b  _ 

V  ?~l 
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et,  en  faisant  (/^  =  X, 


\! b        eK^  -f-  e-W 


C'est  là  l'équation  de  la  spirale  représentée  dans  la  figure  23o. 

On  peut  également  obtenir  les  équations  (35)  et  (38)  en  partant  de 
cette  remarque  que  la  vitesse  absolue  avec  laquelle  le  pôle  m  décrit  l'her- 
polhodie  est  égale,  à  chaque  instant,  à  la  vitesse  relative  par  rapport  aux 
axes  Oxyz  avec  laquelle  le  point  m  décrit  la  polhodie  :  ce  fait  résulte  de 
ce  que  les  arcs  correspondants  des  deux  courbes  sont  égaux.  On  obtient 
alors  les  deux  équations  en  écrivant  que  les  projections  de  ces  deux 
vitesses  sur  P m  sont  égales  et  que  les  moments  de  ces  deux  vitesses,  par 
rapport  à  OP,  sont  égaux. 

Herpolhodo graphe  de  MM.  Darboux  et  Kœnigs.  —  On  a  fait  à  la 
représentation  de  Poinsot  le  reproche  qu'elle  ne  représente  pas  le  temps. 
Effectivement,  si  l'on  avait  réalisé  matériellement  les  deux  cônes  de 
sommet  O  ayant  pour  bases  la  polhodie  et  l'herpolhodie,  el  si,  par  un 
engrenage,  on  les  obligeait  à  rouler  l'un  sur  l'autre,  on  n'aurait  pas  encore 
la  représentation  complète  du  mouvement,  car  il  faudrait  en  outre  imprimer 
au  cône  roulant  une  vitesse  angulaire  instantanée,  qui  fût  à  chaque  instant 
proportionnelle  à  O/??.  M.  Darboux  a  montré  (Note  à  la  Mécanique 
de  Despeyrous)  qu'on  peut  construire  un  appareil  réalisant  cette  condi- 
tion, en  associant  la  représentation  précédente  du  mouvement  avec  une 
autre  représentation  qui  est  aussi  due  à  Poinsot. 

Soit,  comme  précédemment,  m  le  point  de  contact  de  l'ellipsoïde  d'iner- 
tie avec  le  plan  ET,  P  la  projection  du  centre  O  sur  II.  Menons  par  le 
centre   0(Jig.  23 1)  de  l'ellipsoïde  un  plan  IT  parallèle  au  plan  fixe  II  et 

Fis.  23 i. 


appelons  m' la  projection  de  m  sur  II'.  La  rotation  instantanée  w  =  Om//i 
dirigée  suivant  Om  peut  être  décomposée  en  deux,  l'une  dirigée  suivant 
OP  ayant  la  valeur  constante  [jl  =  O  P . /7ï,  l'autre  dirigée  suivant  O  m' 
égale  à  O  m' .\/h.  Si  donc  l'on  imprime  au  plan  II'  une  rotation  constante  [i. 
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autour  de  OP,  le  mouvement  de  l'ellipsoïde  par  rapport  au  plan  II', 
devenu  ainsi  mobile,  se  réduira  à  chaque  instant  à  la  seule  rotation  autour 
de  0 m' .  Dans  le  cours  du  mouvement,  O  m'  change  soit  dans  le  corps, 
soit  dans  l'espace;  dans  le  corps  il  décrit  un  cône(C')  du  second  ordre,  et 
dans  l'espace  il  décrit  le  plan  11'.  Le  mouvement  relatif  de  l'ellipsoïde  par 
rapport  au  plan  II'  devenu  mobile  se  réduira  donc  au  roulement  du 
cône  (G')  sur  ce  plan,  la  vitesse  relative  de  roulement  étant  constamment 
égale  à  Om'.//i. 

Le  mouvement  du  corps  peut  donc  être  représenté  par  le  roulement 
du  cône  (C),  invariablement  lié  au  corps,  sur  le  plan  II',  ce  roulement 

s"1  effectuant  avec  la  vitesse  angulaire  instantanée  0?n'.\/h,  pendant 
que  le  plan  tourne  avec  une  vitesse  constante  ]x  autour  de  sa  nor- 
male OP. 

Vérifions  que  le  cône  (C)  est  du  second  ordre.  Pour  définir  ce  cône, 
nous  chercherons  le  lieu  des  diverses  positions  du  point  m'  par  rapport 
aux  axes  Oxyz  de  l'ellipsoïde.  Le  point  m'(x',y',  z')  étant  situé  sur  la 
normale  au  pôle  m(x,y,  z),  à  l'ellipsoïde  d'inertie,  on  a 


x  —  x        y  —  y 


t 


w    '  Ax  By  Cz 

ce  point  étant  dans  le  plan  II'  parallèle  au  plan  tangent  en  m  à  l'ellipsoïde, 
on  a  aussi 

(il)  kxx'^-  Byy'-h  Czz'=o. 

Appelons  X  la  valeur  commune  des  rapports  (4°)  et  portons  dans  (40 
les  valeurs  de  x',y',  z'  tirées  de  (4°)5  il  vient 

A^2+  Bjk2+  Cz'2-{-  X(A2^+  B272+  c2^2)  =  o. 

D'après  les  équations  (29)  et  (3o)  de  la  polhodie,  le  premier  terme  de 
cette  relation  est  1,  le  deuxième  D,  on  a  donc 

et  les  relations  (4o)  donnent,  pour  les  coordonnées  de  m1, 

D— A  ,  D— B  ,         D— G 

00=X—W-,  y^y-—,  *=*__. 

On  peut  ainsi  déduire  le   lieu  des  points  m'  du  lieu  des  points  m.   Gomme 
la  polhodie,  lieu  du  point  jn,  est  sur  le  cône 

Aa?2(A  —  D)  -h  Bj2(B  —  D)-h  Cs2(C  —  D)  =  o, 


CHAPITRE  XX.  —  MOUVEMENT  d'*UN  SOLIDE.         1 85 

on  voit  que  le  point  m'  est  sur  le  cône  (C) 

A x*  B  vs  C** 

(4»)  T 


A_D        13  —  D        C  —  D 

Telle  est  l'équation  du  cône  ( G'),  lieu  des  droites  O  m'  dans  le  corps;  il 
est  bien  du  second  ordre. 

Ce  point  étant  établi,  revenons  au  mouvement.  En  rapprochant  les  deux 
modes  de  représentation  du  mouvement  donnés  par  Poinsot,  on  voit  que, 
pendant  le  roulement  de  l'ellipsoïde  central  sur  le  plan  fixe  11,  le  cône  (C), 
invariablement  lié  au  corps,  roule  sur  le  plan  II',  tandis  que  celui-ci 
tourne  avec  la  vitesse  angulaire  constante  [j.  autour  de  OP. 

Alors,  supposons  le  cône  (C)  de  sommet  fixe  O  et  le  plan  II'  réalisés 
matériellement,  le  plan  II'  pouvant  tourner  autour  de  OP  et  le  cône  (C) 
étant,  à  l'aide  d'un  engrenage,  assujetti  à  rouler  sur  le  plan  II';  supposons 
d'autre  part  la  polhodie  réalisée  matériellement  sur  l'ellipsoïde  et  assu- 
jettie, par  un  engrenage  ou  par  un  frottement  considérable,  à  rouler  sur 
le  plan  II;  enfin,  imaginons  le  corps  solide  animé  de  son  mouvement  :  il 
entraînera  le  cône  (C)  qui.  en  roulant  sur  le  plan  II',  obligera  celui-ci  à 
tourner  avec  une  vitesse  angulaire  constante.  Inversement  si  l'on  oblige, 
par  un  mécanisme  d'horlogerie,  le  plan  II'  à  tourner  autour  de  OP  avec 
une  vitesse  angulaire  constante,  ce  plan  entraînera  le  cône  G'  qui,  à  son 
tour,  obligera  la  polhodie  à  rouler  sur  le  plan  II  conformément  à  la  loi  du 
mouvement.  C'est  d'après  ces  principes  que  MM.  Darboux  et  Kœnigs  ont 
fait  construire  un  appareil,  Y herpolhodo graphe;  qui  fournit  une  réalisa- 
tion cinématique  complète  de  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
d'un  corps  solide.  Nous  n'insisterons  pas  sur  les  détails  de  construction  de 
cet  appareil  dont  on  trouvera  une  description  dans  un  article  de  M.  Kœnigs 
(Revue  générale  des  Sciences,  3o  avril  1891;  Carré).  Terminons  par  une 
remarque  due  à  M.  Kœnigs  (Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  t.  XVIII,  p.  i63  et  i3i).  La  loi  de  la  vitesse  étant  le  but  essentiel 
de  l'appareil,  il  est  à  souhaiter  que  les  variations  en  soient  assez  sensibles 
pour  être  perçues  à  l'œil.  Malheureusement  il  se  trouve  qu'on  est  très 
limité  à  cet  égard.  Si  l'on  fait  rouler  sur  un  plan  un  ellipsoïde  quel- 
conque dont  le  centre  demeure  fixe,  suivant  la  loi  de  Poinsot,  c'est-à-dire 
avec  une  vitesse  angulaire  proportionnelle  au  diamètre  du  point  de  con- 
tact, le  rapport  de  la  plus  petite  valeur  de  la  vitesse  angulaire  à  la  plus 
grande  peut  prendre  toutes  les  valeurs  voulues  entre  o  et  1.  Il  suffit  de 
choisir  convenablement  l'ellipsoïde  et  le  plan  sur  lequel  il  roule.  On  peut 
ainsi  obtenir  des  variations  de  vitesse  angulaire  allant  du  simple  au  double 
ou  au  quintuple  et  très  facilement  perceptibles.  Mais,  dans  le  cas  du  mou- 
vement d'un  corps  solide,  l'ellipsoïde  roulant  est  un  ellipsoïde  d'inertie  et 
l'on  a  A  <  B  -h  C.  Cette  inégalité  limite  le  choix  que  l'on  peut  faire  de 
l'ellipsoïde  roulant,  et  il  arrive  que  le  rapport  de  la  plus  petite  valeur 
de   la  vitesse   angulaire  à   la  plus  grande  est  alors  nécessairement 
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complets  entre  i  et  -— ;  c'est  ce  qu'on  démontrera  à  titre  d'exercice.  On 

peut,  du  reste,  réaliser  des  conditions  qui  s'approchent  autant  qu'on  le 
veut  de  ces  deux  limites.  La  variation,  on  le  voit,  est  assez  faible,  et 
demande  forcément,  pour  être  perçue,  une  attention  un  peu  soutenue. 
L'inégalité  A  <  B  -h  G  a  donc  pour  effet,  d'une  part,  de  supprimer  les 
inflexions  dans  l'herpolhodie,  et,  d'autre  part,  d'assurer  une  certaine  sta- 
bilité à  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire. 

Recherches  d' Halphen  et  de  M.  Greenhill.  —  M.  Greenhill,  dont  nous 
avons  déjà  cité  les  intéressantes  recherches  sur  le  cas  où  le  problème  du 
pendule  sphérique  se  ramène  à  une  intégrale  pseudo-elliptique,  a  indiqué 
également  des  cas  où  le  problème  de  Poinsot  se  ramène  à  une  intégrale 
pseudo-elliptique.  Ces  recherches  sont  développées  dans  les  Fonctions 
elliptiques  de  M.  Greenhill  et  dans  un  Mémoire  :  On  pseudo-elliptic 
intégrais  and  their  dynamical  applicat'on  (Proceedings  of  the 
London  Mat  hématie  al  Society,  vol.  XXV).  L'exemple  le  plus  simple 
conduit  à  une  herpolhodie  algébrique  du  quatrième  ordre,  signalée  pour 
li  première  fois  par  Halphen.  Dans  ces  recherches,  qui  présentent  surtout 
un  caractère  géométrique  et  analytique,  Halphen  et  M.  Greenhill  supposent 
qu'on  fasse  rouler  sur  un  plan  fixe  II  une  quadrique  quelconque  à  centre, 
de  sorte  que,  dans  l'équation  de  cette  quadrique, 

(43)  A^-f-BjK2+Cs2=:i, 

les  coefficients  sont  quelconques  et  peuvent  même  être  négatifs.  (Voir 
Halphen,  Fonctions  elliptiques,  t.  II,  p.  282.) 

Théorème  de  M.  Sylvester.  —  M.  Sylvester  a  montré  que  les  deux 
représentations  de  Poinsot  sont  des  cas  particuliers  d'une  infinité  d'autres, 
obtenues  de  la  façon  suivante.  On  considère  une  quadrique  homothétique 
à  une  quadrique  homofocale  de  l'ellipsoïde  d'inertie,  et  on  la  fait  rouler 
et  pivoter  sur  un  plan  II'  parallèle  au  plan  fixe  II,  situé  à  une  distance 
constante  OP'  du  centre  et  animé  d'une  rotation  uniforme  autour  de  OP' 
(Philosophical  Transactions,  1866).  Nous  nous  bornons  à  énoncer  cette 
belle  proposition  que  le  lecteur  démontrera  comme  exercice  et  dont  une 
démonstration  a  été  indiquée  par  M.  Darboux  (Note  à  la  Mécanique  de 
M.  Despeyrous). 


III.  —  MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE  PESANT 
AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE. 

394.  Intégrales  fournies  par  les  théorèmes  généraux.  —  Soit 
un  corps  solide  pesant  mobile  autour  d'un  point  O.  Prenons 
comme  axes  fixes  trois  axes  O xKyKzK,  l'axe  Oz{  étant  vertical 
vers  le  haut,  et  comme  axes  mobiles  Oxyz  liés  au  corps,  les  trois 
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axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  O,  avec  les  mêmes 
notations  que  précédemment.  Appelons  M  la  masse  totale  du 
corps;  Ç|,  rii,  Ç,  les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité  G  par 
rapport  aux  axes  fixes;  Ç,  i\}  Ç  les  coordonnées  du  même  point  G 
par  rapport  aux  axes  mobiles  :  ces  dernières  coordonnées  £,  y;,  Ç 
sont  évidemment  des  constantes.  On  peut  alors  écrire  les  deux 
intégrales  premières  suivantes  : 

i°  Intégrale  des  forces  vices.  —  La  force  vive  du  corps  étant 
A/j-  +  Bg2+C/'2  et  la  seule  force  agissant  sur  le  corps  étant  le 
poids  Mg  appliqué  en  G,  on  a 

^(A^+B^+Gr2)  =—  M#dÇu 

(44)  -  AjD2_|_Bgr2_hG/'2  =  —  2M^Ç,+  //. 

2°  Intégrale  des  aires.  —  Les  forces  extérieures  agissant  sur 
le  corps  sont  la  réaction  du  point  fixe  qui  rencontre  O Z\  et  le 
poids  M  g  parallèle  àO^(;  la  somme  de  leurs  moments  par  rap- 
port à  Oz{  est  nulle  :  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  à  Oz{  est  donc  constante  ;  le  théorème 
des  aires  s'applique  à  la  projection  du  mouvement  sur  le  plan 
X\  Oy{ .  Nous  avons  vu  que  le  moment  résultant  Oa  des  quan- 
tités de  mouvement  a  pour  projections  A/),  Bq,  Cr  sur  les  axes 
Ox,  Oy,  Oz  :  ce  moment  a  donc  pour  projection,  sur  Os,, 

cette  projection  étant  constante,  on  a  la  deuxième  intégrale 

(45)  A^Y  +  B^Y'+GrY'^K. 

On  ne  connaît  pas  d'autre  intégrale  première  que  ces  deux-là, 
dans  le  cas  où  le  corps  est  quelconque  et  le  centre  de  gravité 
placé  d'une  manière  arbitraire.  Ce  n'est  qu'en  faisant  des  hypo- 
thèses particulières  sur  la  nature  du  corps  et  la  position  du  centre 
de  gravité  qu'on  a  pu  trouver  une  troisième  intégrale.  Les  cas 
particuliers  ainsi  complètement  résolus  sont  les  suivants  : 

i°  Cas  d'Euler  et  de  Poinsot.  —  Le  corps  est  quelconque, 
mais  le  centre  de  gravité  est  au  point  fixe  O.  C'est  le  cas  traité 
dans  le  paragraphe  précédent. 

20   Cas  de  Lagrange  et  de  Poisson.  —   L'ellipsoïde  d'inertie 
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relatif  au  point  fixe  est  de  révolution   :   le  centre  de  gravité  se 
trouve  sur  l'axe  de  révolution. 

3°  Cas  de  Mmc  Kowaleski.  —  L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au 
point  fixe  est  de  révolution,  autour  de  O^  par  exemple  :  le  centre 
de  gravité  est  dans  le  plan  de  l'équateur  (Ç  =  o),  et  l'on  a 

A  =  B  =  2  G. 

Nous  allons  traiter  en  détail  le  cas  le  plus  simple,  celui  de 
Lagrange  et  de  Poisson.  L'ellipsoïde  d'inertie  en  O  est  supposé 
de  révolution,  et  le  centre  de  gravité  sur  l'axe  de  révolution. 

395.  Cas  de  Lagrange  et  de  Poisson.  —  Prenons  pour  axe  Oz 
l'axe  de  révolution  de  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  O,  et 
prenons  comme  sens  positif  sur  cet  axe  le  sens  OG,  allant  de  l'ori- 
gine au  centre  de  gravité  G.  Alors  A  =  B,  ç  =  y\  =  o,  Ç  >  o.  On 
a  de  plus  Ç,  =  Çcos9,  puisque  8  est  l'angle  de  O^  avec  O^. 
Voyons  d'abord  ce  que  deviennent  les  deux  intégrales  (44)  et  (45) 
qui  existent  toujours.  D'abord,  le  théorème  des  forces  vives  nous 
donne 

(46)  AQd2h-02)  +  Cr2  =  —  2MgÇi-hh=  —  2M#Ç  cos8 -h /i. 

Puis,  en  écrivant  que  la  projection  du  moment  résultant  0<7 
des  quantités  de  mouvement  sur  l'axe  des  zK  est  une  constante  K, 
on  a,  d'après  (45),  en  se  rappelant  les  expressions  de  y,  y',  y!f  en 
fonctions  de  8  et  ©, 

(47)  A/?  sin6sincpH-A<7  sin8  coscp  -+-  Gr  cos0  =  K. 
Nous  joindrons  à  ces  deux  intégrales  l'équation  d'Euler, 


C^-t-(B-A)/>gr  =  N, 


qui  se  réduit  ici  à 


(48)  dt  =°         ou         ;>  =  r°' 


puisque  B —  A  et  N  sont  nuls.  Ces  trois  équations  peuvent  s'écrire 

/>2+  <72  =  a  —  a  cos6, 
sin6(/?  sincp  -+-  g  coscp)  —  $  —  6/'0cos6, 

f  =  r0, 
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a<  b,  a,  p  étant  des  constantes,  dont  les  premières,  a,  b,  sont  des 
constantes  positives  déterminées,  puisque  leurs  valeurs  sont  res- 

2  M  ?  t  G  1  t  .     Q        1 

pectivement  — -f-2-  et  -r->  et  les  deux  autres   a  et  p  des  constantes 

arbitraires. 

Nous  supposons  dans  ce  qui  suit  /0  différent  de  zéro  :  si  r0 
était  nul,  le  mouvement  de  l'axe  O  z  du  corps  serait  identique  au 
mouvement  du  fil  d'un  pendule  sphérique  (n°  277). 

Les  angles  o,  0,  tj>  sont  liés  dp,  q,  r  par  les  relations 

p^^sinOsincp+^coscp, 

^    •    a  dQ   . 

q  =   —'-sino  coscp r  sino, 

^        dt  r       dt         >' 

r  =  -y-  cos6  -+-  -yi. 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  ci-dessus,  elles 
deviennent 

sin26(§)^ff)2=*-acos9' 

(49)  {  sin26  -^  =  (3  —  6/-0  cosÔ, 

-y1  COS0  H H"    =  'V 

dt  dt  ° 

L'élimination  de  —  entre  les  deux  premières  nous  donnera 
l'équation  en  (j 

((3  —  br0  cos6)2-f-  sin20  (  —  V  =  sin20(a  —  a  cosÔ), 

ou,  en  posant  cosQ  =  w, 

/  du\ 2 

(50)  f-^-j    =(«  —  ««0  0  —  w2)  —  (|3  —  br0uy=f(u); 


la  seconde  équation  donne  d'ailleurs 
(5i) 


cty        ^  —  brQ  u 


dt  i  —  u'2 

et  la  troisième 

,  .    x  dv  d'b  S  —  6r0  w 

(52)  -ï  =  r0—  u-jj  =  r0—  u  r- — 

dt  dt  i  —  u1 
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Le  polynôme  f(u)   est  négatif  pour  les  valeurs   — oo,  — ï    et 
-f-  ï  de  u,  tandis  qu'il  est  positif  pour  la  valeur  initiale  u0  de  m, 

qui  rend  nécessairement-^-  réel,  et  pour  m  =  -{-oo;  il  a  donc  ses 

trois  racines  a^  «2,  u'  réelles  et  comprises  respectivement  dans 
les  intervalles 

(—  ï,  u0),     Oo,  +  0         et         (H-i,  H-oo). 
Nous  pouvons  alors  écrire 

f(u)  =  a(u  —  iii)  ( w2  —  u)  (u'  —  u); 

le  dernier  facteur  est  essentiellement  positif,  puisque  w,  étant  un 
cosinus,  reste  toujours  compris  entre  —  ï  et+  ï;  u  partant  de  u0y 
qui  est  compris  entre  uK  et  u2,  doit  demeurer  dans  l'intervalle 
uK ,  u2  pour  que  f(u)  reste  positif;  il  en  résulte  que  l'angle  9  oscille 
entre  les  angles  limites  9,,  92(9,>>92)  dont  les  cosinus  sont  uK 
et  u2  ;  quand  u  augmente  de  uK  à  u2,  il  faut  prendre 


du 
~dt 


•Tôô; 


puis,  quand  m  diminue  de  w2  à  w, ,  il  faut  prendre  le  signe  — . 

Si  donc  on  décrit  (fig.  282),  autour  de  O2,  comme  axe,  deux 
cônes  de  révolution  C,  et  C2  de  sommet  O  et  de  demi-angles  aux 
sommets  94  et  92,  Taxe  O^  sera  constamment  compris  entre  ces 
deux  cônes.  Pour  faire  la  figure,  décrivons  de   O  comme  centre 


Zi 


Fig.  232. 

c2 

z, 

\C1 

cy 

À       K     \ 

.M 

une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité;  les  traces  des  deux  cônes  C< 
et  C2  sur  cette  sphère  seront  deux  cercles  Ct  et  C2  de  pôle  z{, 
en  appelant  zK  le  point  où  l'axe  O zx  perce  la  sphère.  Le  point  s, 
où  l'axe  de  révolution  Oz  perce  la  sphère  a  pour  cote  u  :  il  est 
toujours  compris  entre  les  deux  cercles  et  décrit  une  courbe  qui 
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va  de  l'un  à  l'autre.  Quand  ces  deux  cercles  sont  1res  rapprochés, 
l'axe  du  cône  décrit  approximativement  un  cône  de  révolution 
autour  de  O^;  quand  les  conditions  initiales  sont  telles  que  ces 
deux  cercles  soient  confondus  (m,  =  Ma),  l'axe  Oz  décrit  rigou- 
reusement un  cône  de  révolution  autour  de  Ozt.  En  général,  la 
courbe  décrite  par  z  est  tangente  aux  deux  cercles  C,  et  C2.  En 
effet,  définissons  la  position  du  point  z  sur  la  sphère  par  l'arc 
vecteur  zK  z  =  9  et  par  l'angle  polaire  xKzK  z  =  y  que  fait  zs  z  avec 
le  méridien  zKX\.  Cet  angle  est  mesuré  sur  le  grand  cercle  de 
pôle  zK  par  l'arc  xhn.  Comme  la  droite  01,  qui  fait  l'angle  'b  avec 

Ox{,  est  perpendiculaire  au  plan  zi  Oz,  l'arc  ni  égale  -  et  l'on  a 

{fig.   232) 

(53)  X  =  *-;r 


Comme 


dt  -VJ\u>h         dt  -  dt  -     l_tt2 


on  a,  en  éliminant  dt, 

(  (3  —  br0  u)  du 


(54)  d-L 


(i  — »»)•/(«) 


équation  différentielle  de  la  courbe  lieu  du  point  z.  Cette  équation 
donne  y  en  fonction  de  u,  c'est-à-dire  en  fonction  de  9  par  une 
quadrature. 

L'angle  V  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  sphérique  lieu  de  z 
avec  l'arc  vecteur  z^z  est 

sin  0  dy 

tan2V=  —  : 

^  dQ       ' 

c'est  ce  qu'on  voit  immédiatement  en  considérant  le  triangle  rec- 
tangle zm  z'  formé  par  un  arc  infiniment  petit  de  la  courbe  zz\ 
l'arc  de  parallèle  zm  et  l'arc  de  méridien  mzf]  dans  ce  triangle, 
l'angle  en  z'  est  V,  l'arc  mz'  est  <:/9,  l'arc  mz  est  sin9t/y,  car  le 
rayon  de  cet  arc  est  sin 9  (Jig.  232,  1).  Comme  nous  avons  posé 
cos9  =  w,  nous  avons 

tangV  = 7    '    A 

du 
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ou,  d'après  (54), 

(55)  taDgV  =  -  ^  *     • 

±//(») 

L'angle  V  est  droit  chaque  fois  que  u  prend  une  des  valeurs 
Ui  et  u2  qui  annulent /(w).  La  courbe  est  donc  bien  tangente  aux 
deux  cercles  {fig-  282,  I  et  III).  Il  y  aurait  exception  dans  le  cas 
particulier  où  une  des  limites  uK  et  u2  annulerait  le  numérateur 
R  —  6/'0  «;  sur  le  cercle  correspondant,  tang  V  serait  alors  nulle 
et  la  courbe  présenterait  des  rebroussements  sur  ce  cercle 
(  fi.  g.  iZi,  II).  Nous  verrons  plus  loin  que  ce  fait  ne  peut  se  pré- 
senter que  sur  le  cercle  supérieur  C2. 

Pour  voir  quelles  sont  les  différentes  formes  de  cette  courbe, 
voyons  dans  quel  sens  tourne  sur  la  sphère  l'arc  vecteur  z{z. 

D'après  la  relation 

dy        d<\)        (3  —  br0  it 
dt         dt  1  —  u1 

si   la   valeur  ^-?    qui  annule  le  numérateur,  n'est   pas   comprise 

entre  les  limites  uK  et  u2,  -f  garde  constamment  le  même  signe, 
et  l'arc  vecteur  Z\Z  tourne  toujours  dans  le  même  sens:  la  courbe 
a  alors  la  forme  1  {Jîg>  282);    si  ~—  est  compris  entre  uK  et  u2, 

-jr  est  tantôt  positif,  tantôt  négatif,  l'arc  vecteur  zxz  tourne  tan- 
tôt dans  un  sens,  tantôt  dans  l'autre;  la  courbe  a  la  forme  III 
(Jïg.  232);  si  t1—  est  égal  à  l'une  des  limites,  -J*  conserve  encore 

le  même  signe  }  mais  alors  la  courbe  a  des  rebroussements  sur  le 
cercle  correspondant  à  cette  limite  {fig-  232,  II). 

Ces  trois  cas  se  distinguent  facilement  d'après  les  conditions 

initiales.  Lorsque  ^—  est,  en  valeur  absolue,  plus  grand  que  1,  il 

ne  peut  pas   être   entre  les  limites  ii\  et  u2.    Lorsque  la    valeur 

absolue  de  -—-  est  plus  petite  que  1,  le  résultat  de  la  substitution 

de  cette  quantité  dans  f(u)j 

'(£)-(■--&  (-A 
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est  du  signe  de   a — t-*-:   suivant   que  ce  facteur  est  positif  ou 
°  ora  l  r 

3 
négatif,  -r—  est  ou  non  entre  les  limites  u»   et  w2.   Dans   un  cas 

intermédiaire,  a  —  -,—  peut  être  nul  ;  alors  J—  est  égal  à  Tune  des 

limites  u<  ou  w2j  il  est  aisé  de  voir  que  c'est  toujours  à  u2.  En 
effet,  nous  supposons 

—  i<  t5-  <i,         a  =  a/-, 
alors  /(m)  devient,  en  remplaçant  a  par  cette  valeur, 

Une   des  racines  comprises   entre   — i  et  H- i   est  en  évidence  ; 
l'antre   doit  annuler  la  quantité  entre  crochets,    elle  rend    donc 

-r—  — u  positif  et  elle  est  moindre  que  T — :  c'est  donc  la  plus 
br0  r  l        br0  r 

grande  racine  u2  qui  devient  égale  à  -£-  •  Les  rebroussements  sont 

donc  sur  le  cercle  C2.  Ce  dernier  cas  se  présente  dans  les  condi- 
tions initiales  du  numéro  suivant,  faciles  à  réaliser. 

Dans  le  cas  de  la  forme  III  (Jîg.  23a)  nous  avons  admis,  pour 
faire  la  figure,  que  la  variation  totale  de  <\>  correspondant  à  une 
période  d'oscillation  complète  de  zz,  de  ui  à  u2  et  de  u2  à  U\,  est 
différente  de  zéro  et  de  même  signe  que  la  variation  élémentaire 
de  cet  angle  au  moment  où  u  atteint  sa  plus  petite  valeur  u{.  La 
démonstration  rigoureuse  de  cette  propriété  nous  entraînerait  trop 
loin  :  on  la  trouvera  dans  une  Note  de  M.  Hadamard  [Bulletin 
des  Sciences  mathématiques,  1895,  Ire  Partie,  p.  228). 

Il  peut  arriver  que  la  plus  grande  racine  u2  soit  égale  à  1  :  le 
petit  cercle  supérieur  se  réduit  alors  au  point  le  plus  haut  de  la 
sphère  :  ce  cas  se  présente  en  particulier  quand,  à  l'instant  initial, 
l'axe  Os  se  confond  avec  la  verticale  ascendante. 

396.  Cas  particulier.  —  Considérons  une  toupie  mobile  autour 
d'un  point  fixe  de  son  axe  O;  prenons  l'extrémité  z  de  l'axe  de  la 
toupie  entre  les  doigts  de  telle  façon  qu'il  fasse  avec  la  verticale  un 
angle  0o  différent  de  o  et  de  tt;  puis  imprimons  à  la  toupie,  avec 
un  fil  enroulé  par  exemple,  une  vitesse  angulaire  de  rotation  très 
A.,  II.  i3 
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grande  r0  autour  de  O.S.  Tant  qu'où  tient  l'extrémité  z  de  l'axe 
entre  les  doigts,  la  toupie  forme  un  corps  solide  mobile  autour 
d'un  axe  principal  Os;  la  vitesse  angulaire  r0  persiste;  les  pres- 
sions sur  le  point  O  et  sur  les  doigts  sont  les  mêmes  que  si  la 
toupie  ne  tournait  pas  (n°  360,  cas  particulier).  Qu'arrive-t-il 
quand  on  lâche  l'extrémité  z?  La  toupie  devient  alors  mobile 
autour  du  point  O  et  le  mouvement  se  fait  conformément  aux  lois 
précédentes.  Actuellement,  la  toupie  tourne  d'abord  autour 
de  Os-,  donc  les  valeurs  initiales  p0  et  q0  de  p  et  g  sont  nulles. 
Nous  avons  posé  cos9  =  u\  les  équations  du  n°  395 

p~-+-  g2  —  *  —  au,  sin6(/>  sincp  -+-  q  cos  <p)  =  (3  —  br0  u 

montrent  alors  qu'à  l'instant  initial  on  a 

a  —  au0  =o,  (3  —  brQ  u0  =  o , 

u0  étant  égal  à  cos80.  Remplaçons  les  constantes  a  et  [3  par  ces 
valeurs,  nous  avons 

/  du\- 
(56)  l-jj)   =(uQ—  u)[a(i—  w*)  —  b*rî(u0—  u)]. 

Pour  que  l-y  )    reste  positif,  u  doit  osciller  entre  la  valeur  u0 

et  une  valeur  ?/,,  comprise  entre  —  i  et  -f-  i  qui  annule  la  quantité 
entre  crochets  et  nous  donne  par  conséquent 

a{\  —  u\)  —  bzr%(u0  —  Wj)  =  o, 

d'où 

a(\  —  u\  ) 
uQ  —  u  !  —  — j-— — -  ; 

u     '  0 

u0 — uK  est  ainsi  positif  et  la  seconde  limite  est  inférieure  à  la 
première;  c'est  donc  la  plus  grande  racine,  appelée  u2  dans  le  cas 
général,  qui  est  égale  à  u0.  Le  cercle  limite  C(  relatif  à  la  racine  uK 
sera  donc  au-dessous  du  cercle  G2  qui  correspond  à  la  racine  u0. 
Le  lieu  décrit  par  z  sur  la  sphère  sera  d'ailleurs  tangent  au  pre- 
mier et  normal  au  second,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  tout  à 
l'heure,  puisque  u0  annule  l'expression  (3  —  br0u  (Jig\  232,  II). 

L'expression  de  ^-devient,  dans  ce  cas  particulier, 

dty  _     br0(  u0  —  u) 
dl  î  —  u2 


C  11  VPITRE    \\  . 


MOUVEMENT    D    UN    SOLIDE 


195 

-^-  garde  donc  un  signe  constant,  celui  de  r0  ;  il  en  résulte  que  la 

rolalion  du  plan  zt  Oz  autour  de  0.3,  se  fait  toujours  dans  le  même 
sens;  ce  sens  étant  d'ailleurs  toujours  le  même  que  celui  de  la 
rotation  initiale  autour  de  Oz  ou  de  OG,  puisque  nous  avons 
pris  OG  comme  sens  positif  de  l'axe  de  révolution. 

Supposons  plus  spécialement  que   la   rotation   initiale   /'0   soit 

très  grande;  l'égalité 

a(i  —  u]) 


Hq  —  ll[  — • 


62  r'i 


montre  que  u0  différera  peu  dé  u{  ;  le  cône  lieu  de  O^  sera  donc 

compris  entre  deux,  cônes  de  révolution  très  voisins.  D'ailleurs,  le 

mouvement  de  rotation  du  plan  s,  Oz  se  fera  très  lentement;  nous 

avons,  en  effet, 

d<\>       br0(  Uq  —  u)  < 
cïi  ~ 


u- 


comme  u0 —  u  reste  intérieur  a  u0 —  «,,  c  est-a-dire  a       /2    2      > 
on  a,  en  valeur  absolue, 


dt 


< 


a{\  —  u\  ) 
br0(i  —  u-) 


le  facteur v-  restant  très  voisin  de  l'unité,  car  u  reste  voisin 

]  —  u-  ' 

de  u^  -y-  reste  très  petit,  de  l'ordre  de  —  «  Ainsi  donc,  si  l'on  fait 

Cil  A*q 

tourner  très  rapidemant  le  corps  autour  de  O;,  puis  qu'on  l'aban- 
donne à  lui-même,  il  semblera  continuer  à  tourner  autour  de  cet 
axe,  qui  paraîtra  lui-même  entraîné  d'un  mouvement  de  rotation 
très  lent  autour  de  0.3,,  les  deux  mouvements  de  rotation  se  fai- 
sant tous  deux  dans  le  sens  positif  ou  tous  deux  dans  le  sens 
nigatif  autour  de  leurs  axes  respectifs  O^,  et  OG. 

Ces  propriétés  sont  mises  en  évidence  dans  la  balance  gyrosco- 
pique.  Cet  appareil  se  compose  de  deux  corps  pesants  de 
révolution  M,  m  montés  sur  la  même  tige  AO  A/,  mobile  autour  du 
point  O  à  l'aide  d'une  suspension  à  la  Cardan,  par  exemple.  En 
faisant  glisser  la  masse  m  sur  la  tige,  on  pourra  amener  le  centre 
de  gravité  du  système  sur  l'une  ou  l'autre  des  demi-droites  OÀ, 
OA'.  Si  nous  faisons  tourner  rapidement  le  système  autour  de  OA 
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dans  le  sens  positif  et  que  nous  l'abandonnions  à  lui-même,  nous 
verrons  l'axe  OA  tourner  autour  de  la  verticale  dirigée  vers  le 
liant  dans  le  sens  positif  si  le  centre  de  gravité  est  sur  OA,  et  en 
sens  contraire  s'il  est  sur  OA'.  Dans  le  cas  particulier  où  le  centre 


de  gravité  serait  au  point  de  suspension,  la  rotation  se  continue- 
rait indéfiniment  autour  de  l'axe  OA  qui  resterait  immobile. 
Cette  droite  serait,  en  effet,  dans  ce  cas,  un  axe  permanent  de 
rotation. 

On  rencontre,  dans  cette  théorie,  le  premier  exemple  d'un  pa- 
radoxe qui  se  présente  constamment  pour  les  solides  de  révolu- 
tion en  rotation  rapide  autour  de  leur  axe.  L'axe  OGAdela  toupie 
étant  maintenu  immobile  pendant  qu'on  imprime  à  la  toupie  une 
rotation  très  grande  /-0  autour  de  l'axe,  il  semble,  quand  on  aban- 
donne le  corps  à  lui-même,  que  la  pesanteur  doit  déplacer  l'axe 
dans  le  plan  vertical  zK  OA  :  au  contraire  l'axe,  après  avoir  un 
peu  fléchi,  sort  de  ce  plan  suivant  une  direction  à  peu  près 
perpendiculaire  au  plan  et  décrit  sensiblement  un  cône  de 
révolution  autour  de  0^|. 

Avec  ces  conditions  initiales  particulières,  il  est  aisé  d'avoir  des  valeurs 
approchées  de  G,  cp,  ty  en  s'appuyant  sur  ce  que  r0  est  très  grand. 

Comme  u0 —  u,  c'est-à-dire  cos60 — cos6  est  de  l'ordre  de  — >  il  en  est 

T 

de  même  de  6  —  0o,  et  l'on  peut  poser  G  =  0O  — i — '-,  où  rj  reste  fini.  Alors 

rÔ 

u  =  cosô  =  cos60 sin60  =  u0 -sin  60, 

en  développant  cos  (  60  -h  -~  )  en  série  et  prenant  les  deux  premiers  termes. 
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Portons  dans  (56)  et  développons  de  môme  le  deuxième  membre  par  rap- 
port aux  puissances  croissantes  de  —  >  en  ne  gardant  que  le  premier  terme, 

f  n 


nous  aurons 

1    /cfrV 


FïU;    =  l(«»i«».-»'V>. 


Cette  équation  donne  par  l'inversion 

a  sin60  ,  ,  „  asin60  , 

rt  =  -  ([  —  cosbr0t),  0  =  80+   t         ^  (1  —  cosô/V)- 

_                                             .         <:/<]>        t/co                            risinôo  . 

Remplaçant  de  même,  dans  -y1-  et  -y1-:»  m  par  w0 —  et  se   bornant 

Ct>  V  Cl>  V  0 

aux  premiers  termes  du  développement  suivant  les  puissances  croissantes 

de  — >  on  a 
y? 

'  0 

di>  a      ,  7  <icp 

a£         2O/'0  dt 

d'où,  en  intégrant  et  supposant  que  »  et  <|>  s'annulent  avec  t, 

,  «     /         sin  br0t\ 

■2  6r0  \  o/'o     / 

Les  valeurs  de  6  et  ^  définissent  le  mouvement  de  l'axe  Oz;  si  l'on  y  né- 
gligeait les  termes  périodiques,  elles  définiraient  une  droite  faisant  un 
angle  constant   avec  Ozi  et  tournant  avec  la  vkesse  angulaire  constante 

a 
>ibr0 

Toupie  dormante.  —  Dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  déve- 
lopper, nous  avons  supposé  p0=  q0=  o,  mais  o  <  60<ti.  Voyons  ce  qui 
se  passe  quand  0O  est  égal  à  o  ou  à  ir. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  60=  o,  u0  =  i  :  l'axe  de  la  toupie  est  alors 
vertical  à  l'instant  initial,  le  centre  de  gravité  au-dessus  de  la  pointe,  et 
la  toupie  est  mise  en  rotation  autour  de  cet  axe  avec  une  vitesse  r0.  Il 
faudra  alors,  dans  les  formules  du  n°  396,  faire  u0  =  1  ;  on  a  ainsi 

(du  x  ° 

Dans  ce  cas,  le  polynôme  f(u)  formant  le  deuxième  membre  de 


\  ^ 


du\ 
dt) 
admet  la  racine  double  i  et  une  racine  simple  supérieure  à  — i. 

Dans  ces  conditions,  l'axe  de  la  toupie  reste  vertical  :  en  effet,  u  étant 
un  cosinus,  et  partant  de  i,  ne  peut  que  rester  constant  ou  diminuer  :  il 
faut  donc,  en  extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres  de  (67)  prendre 

la  valeur  négative  de  —=-•  Le  temps  que  met  u  à  acquérir  une  valeur  diffé- 


19B  dynamique  des  systèmes. 

rente  de  i  est  alors  donné  par  l'intégrale 

du 


t  = 


Ji   o 


)  \/  a{\  -\-  u)  —  b-  l'I 


qui  est  infinie,  car  le  coefficient  de  du  contient  le  facteur  1  —  a  au  déno- 
minateur. Donc  u  ne  peut  pas  acquérir  une  valeur  différente  de  i  :  l'axe 
de  la  toupie  reste  vertical.  On  a  ainsi  ce  qu'on  appelle  la  toupie  dor- 
mante. Il  resterait  à  chercher  dans  quel  cas  le  mouvement  ainsi  obtenu 
est  stable. 

Supposons  que  l'on  mette  la  toupie  en  rotation  toujours  avec  la  même 
vitesse  rQ  autour  de  son  axe  de  symétrie,  mais  que,  dans  l'instant  initial, 
00  au  lieu  d'être  rigoureusement  nul  soit  seulement  très  petit,  c'est-à-dire 
que  Uq  soit  très  voisin  de  i.  Le  mouvement  étudié  sera  stable  si  u  reste 
voisin  de  f,  instable  dans  le  cas  contraire.  Or,  d'après  ce  qui  précède, 
u  reste  compris  entre  u0  et  une  autre  racine  u^  de  f{u)  comprise  entre 
—  i  et  -hi.  Il  faudra  donc  pour  la  stabilité  que  uA  soit,  comme  u0,  très 
voisin  de  i.  En  d'autres  termes,  il  faudra  que  la  vitesse  de  rotation  r0  soit 
telle  que,  dans  le  trinôme  en  u, 

a(\  —  a2)  —  b2  rl(u0 —  u), 

la  racine  U\  comprise  entre  —  i  et  -+- 1  soit  très  voisine  de  i  en  même 
temps  que  u0.  Cette  condition  sera  remplie  si  r0  est  suffisamment  grand. 
On  pourra  consulter  à  ce  sujet  une  Note  de  M.  Klein,  traduite  dans  les 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  pour  1897. 

397.  Intégration  par  les  fonctions  elliptiques.  —  L'équation 

du  du 

dt  =        ^         =  

\/ f(u)        \/a(u — u1)(u-2 — u)(u' — u) 

donne  u  en  fonction  uniforme  de  t  par  une  fonction  elliptique.  Pour  réa- 
liser cette  inversion,  il  suffit  d'employer  la  méthode  même  qui  a  été  suivie 
au  sujet  du  pendule  sphérique,  en  faisant  jouer  aux  racines  Uj,  u2,  u' \e 
même  rôle  qu'aux  racines  a,  (3,  y  dans  le  pendule  sphérique  (  n°  277).  Cette 
analogie  n'a  rien  de  surprenant,  elle  peut  aller  jusqu'à  l'identité  complète, 
car  le  problème  du  pendule  sphérique  est  un  cas  très  particulier  du  pro- 
blème actuel,  le  cas  où  le  corps  pesant  se  réduirait  à  un  seul  point  placé 
en  son  centre  de  gravité. 

Une  fois  u  ou  cos6  exprimé  en  fonction  de  t,  les  équations 

dty        (3  —  br0  u  dy  (3  —  br0  u 

dt  1  —  u2  dt  1  —  111 

donnent   également  ty  et  <p  en  fonction  de  t  par  des  quadratures  portant 
sur  des  fonctions  elliptiques  et  pouvant,  par  suite,  être  effectuées  à  l'aide 
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des  fonctions  6  et  H  de  Jacobi.  La  quantité  u  est  une  fonction  elliptique 
de  t  avec  une  période  réelle  T, 

du 


au  bout  du  temps  T,  u.  —r  et  ~  reprennent  les  mêmes  valeurs  :  donc  au 
1        '     '  dt       dt      { 

bout  de  cette  période  6  redevient  le  même,  <\>  et  cp  augmentent  de  con- 
stantes. Nous  ne  développerons  pas  ces  calculs,  pour  lesquels  nous  ren- 
verrons à  un  Mémoire  de  Lottner  (Journal  de  Crelle,  t.  50);  aux  Traités 
d'Halphen  et  de  M.  Greenhill;  aux  Principes  de  la  Théorie  des  Fonc- 
tions elliptiques,  par  MM.  Appell  et  Lacour;  à  l'Ouvrage  de  MM.  Klein 
et  Sommerfeld  (Uber  die  Théorie  des  Kreisels),  et  à  une  Note  de  M.  La- 
cour {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3e  série,  t.  XVIIF,  1899). 

On  trouvera  dans  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Greenhill  (Proceedings  of 
the  London  Mathematical  Society,  vol.  XXV)  d'intéressants  exemples 
de  réduction  des  intégrales  elliptiques  figurant  dans  la  solution  générale  à 
des  intégrales  pseudo-elliptiques.  Nous  en  indiquerons  quelques  exemples, 
particulièrement  élégants,  aux  exercices. 

398.  Représentation  cinématique  du  mouvement.  —  Dans  le  Tome  II 
de  la  nouvelle  édition  des  Œuvres  de  Jacobi  ont  paru,  pour  la  première 

fois,  des  fragments  d'un  travail  que  l'illustre  géomètre  avait  préparé  sur  le 
mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  suspendu  par  un  point  de  son 
axe.  Jacobi  énonce  ce  théorème  remarquable  que  le  mouvement  du  corps 
peut  se  ramener  à  la  superposition  de  deux  mouvements  à  la  Poinsot. 
Dans  une  Note  insérée  au  Tome  G  des  Comptes  rendus,  Halphen  a  donné 
à  ce  théorème  une  autre  forme  en  énonçant  plusieurs  résultats  nouveaux. 
M.  Darboux  a  consacré  à  la  même  question  un  important  Mémoire  (Jour- 
nal de  Mathématiques,  j885),  et  plusieurs  Notes  placées  à  la  fin  de  la 
Mécanique  de  Despeyrous.  M.  A.  de  Saint-Germain  a  exposé  ces  résultats 
dans  un  Résumé  de  la  théorie  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  fixe  (Librairie  Gauthier-Villars,  1887).  Enfin  M.  Greenhill  a 
développé  cette  théorie  au  point  de  vue  de  ses  rapports  avec  les  fonctions 
elliptiques  dans  une  Note  insérée  à  la  fin  de  Y  Annuaire  des  Mathémati- 
ciens, édition  de  1902  (Carré  et  Naud).  Les  limites  de  cet  Ouvrage  ne 
nous  permettent  pas  d'exposer  en  détail  ces  propositions.  Nous  en  signa- 
lons les  points  essentiels  dans  les  exercices  faisant  suite  au  Chapitre,  en 
indiquant  sommairement  les  démonstrations  (Exercices  16  et  suivants). 

399.  Cas  d'intégrabilité  de  Mm4  Kowaleski.  —  Dans  un  Mémoire  cou- 
ronné par  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  en  1888,  et  inséré  au  Tome  XII 
des  Acta  Mathematica,  M"'e  Kowaleski  a  donné  un  nouveau  cas  d'inté- 
grabilité   des    équations    du    mouvement  d'un    corps  solide  pesant  autour 


B^ 

dt 

<4r 

dt 
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d'un  point  fixe.  Voici  d'abord  la  forme  sous  laquelle  Mme  Kowaleski  prend 
les  équations  du  mouvement. 

Appelons  comme  précédemment  y,  y',  y"  les  cosinus  des  angles  que  font 
les  axes  liés  au  corps  Ox,y,  -s  avec  l'axe  fixe  Ozu  vertical  vers  le  haut,  et 
£,  Y),  Ç  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  par  rapport  à  ces  axes, 
coordonnées  qui  sont  des  constantes.  Le  poids  P  a  pour  projections  sur 
les  axes  mobiles  xyz 

-Py,     -Py\     -Py", 

et  pour  moments  par  rapport  à  ces  axes 

L  =  -  P(7jf  -  Çy'),         M  =  -  P(Çy  -  £y"),         N  =  -  P(?y-  rj ). 
Les  trois  équations  d'Euler  deviennent  donc 

A^+(G-B)^rJ=P(ry'_riy"), 

(58)  {  B^  +  (A-G)r/>  =  P(^-Çy)5 

(B-A)Jpgr  =  P(iÏY-{T')- 

A  ces  équations  joignons  les  trois  suivantes,  déjà  données  par  Poisson  : 
si,  sur  l'axe  0^l5  l'on  porte  un  segment  OH  égal  à  l'unité,  l'extrémité  H  de 
ce  segment  a  pour  coordonnées,  par  rapport  aux  axes  mobiles  Oxyz,  y,  y' 
et  y".  La  vitesse  relative  Yr  de  ce  point  H,  par  rapport  aux  axes  mobiles, 
a  donc  pour  projections  sur  ces  axes 

dy       df       dft 

dt  '       dt  '       dt  ' 

la  vitesse  d'entraînement  Ve  du  même  point,  dans  le  système  des  axes 
mobiles,  a  pour  projections  sur  ces  axes 

ç"{—-h',  n—p-f,  pf—qr; 

la  vitesse  absolue  de  ce  point  a  alors  pour  projections  sur  les  axes  mobiles 
les  sommes  des  projections  de  la  vitesse  relative  V;-  et  de  la  vitesse  d'en- 
traînement \e  (n°  43).  Mais,  comme  le  point  H  est  immobile,  sa  vitesse 
absolue  est  nulle  ;  on  a  donc 

dt  +rf-n  =•> 

dy' 
(59)  {  -±  +  ry  —  pf=o. 

dy" 
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Ces  équations,  jointes  aux  équations  (58),  forment  un  système  de  six 
équations  du  premier  ordre   définissant/),  q,  r,  y,  y',  y"  en  fonction  de  /. 

On  connaît,  de  ce  système,  deux  intégrales  algébriques  en  p,  q,  r> 
v,  y',  y"  fournies  par  les  théorèmes  généraux;  ce  sont  (n°  394)  l'intégrale 
des  forces  vives  et  l'intégrale  des  aires  sur  le  plan  horizontal  x^  Oyx  :  à 
ces  intégrales  nous  pouvons  joindre  la  relation  évidente 

y*+y'2-+-y"'2=  ï* 

La  question  est  alors  de  découvrir  une  nouvelle  intégrale.  Dans  le  cas 
de  Lagrange  et  Poisson  (A  =  B,  \  =  ïj  =  o),  cette  nouvelle  intégrale  est 
r  =  r<).  Dans  le  cas  de  Mme  Kowaleski,  on  suppose  encore  l'ellipsoïde 
d'inertie  de  révolution,  mais  on  le  suppose  particularisé  de  façon  que 

A=  B  =  2G; 

on  suppose  de  plus  le  centre  de  gravité  G  dans  le  plan  de  l'équateur  Ç  =  o. 
Dans  ce  cas,  on  peut  toujours  choisir,  comme  axe  O  x  lié  au  corps,  l'axe  OG 
situé  dans  le  plan  de  l'équateur  et   faire   ainsi   que  t]  =  o.  Les  trois  équa- 

P£ 

tions  (58)  s'écrivent  alors,  en  posant  —  =  c. 


dp  dq  .,  dr  , 


Multipliant  la  deuxième  par  i  et  ajoutant  à  la  première,  on  a 

2dt(p~*~iq^  =—ri(p-+-  iq)+-cfi. 

De  même,  multipliant  la  deuxième  des  équations  (59)  par  i  et  ajoutant  à 
la  première,  on  a 

2£(y  +  *Y)  =— .r?(ï  ■+■  *Y)  +  i'Kp  +  *'?)• 

L'élimination  dey"  entre  ces  deux  équations  donne 
d 


dt 


[(p  +  iqf  -  c(y  +  if)]  =  -  ri[{p  +  iqy-  c(Y  -h  «Y)]. 


ou  encore 

o?  log  [(p  H-  ty  )2  _  c  (  y  -h  if  )] 
dt 


=  —  ri. 


En  changeant  t'en  —  i,  on  a  une  deuxième  relation  de  même  forme;  cette 
nouvelle  relation,  ajoutée  à  la  précédente,  donne 

d\oz\(p  +  iq)*—c(*[  +  tyy]     _  d\o«\(p  —  ig)*-c(«(  —  ii)\  _ 

dt  +  tf*  -0' 
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d'où,  en  intégrant  et  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

[(p-h  IqY—  c(y+  if)]  \(p  —  iq')*—  c(y—  *Y)]  =  const. 

On  a  ainsi  une  nouvelle  intégrale  algébrique.  Le  problème  peut  alors 
s'achever  par  des  quadratures  comme  on  le  verra  dans  le  Mémoire  de 
Mme  Kowaleski.  Des  méthodes  plus  simples  de  réduction  aux  quadratures 
ont  été  données  par  M.  Kotter  (Acla  math.,  t.  XVII)  et  par  M.  KolossofF 
{Math.  Annalen,  LV1  Band). 

Peu  de  temps  après  la  publication  de  son  Mémoire,  Mme  Kowaleski 
annonçait  à  plusieurs  savants  qu'elle  avait  trouvé  une  infinité  d'autres  cas 
intégrables;  mais  elle  mourut  sans  avoir  publié  ses  recherches  et  l'on  ne 
retrouva  rien  à  ce  sujet  dans  ses  papiers.  M.  Roger  Liouville  s'est  proposé 
de  retrouver  ces  résultats,  et,  dans  un  Mémoire  présenté  au  concours  du 
prix  Bordin,  en  1894,  et  inséré  aux  Acta  math.,  t.  XX,  il  a  énoncé  ce 
résultat  que,  si  le  problème  admet  une  quatrième  intégrale  algébrique,  il 
faut  que  l'on  ait 

Ç  =  o,         A  =  B  =  — , 

n 

où  n  est  un  entier  quelconque.  La  démonstration  rigoureuse  du  fait  que 
ces  conditions  sont  suffisantes   pour   qu'il  existe    une   quatrième  intégrale 
algébrique  et  la  formation   de   cette  intégrale  appellent  de  nouvelles  re- 
cherches. Dans  le  cas  de  Mme  Kowaleski,  n  =  1  ;  dans  le  cas  où  l'ellipsoïde 
d'inertie  est  une  sphère,  cas  qui  rentre  dans  celui  de  Lagrange,  n  =  2.  Les 
seules  autres  valeurs  de  n,  admissibles  au  point  de  vue  mécanique,  sont  3 
et  4,  à  cause  de  la  relation  d'inégalité  G  S  A  -+-  B  qui  a  lieu    entre  les  mo- 
ments principaux  d'inertie  d'un  solide  et  qui  devient  ici  C^2A. 
Dans  un  autre  cas  particulier  caractérisé  par 

Ç  =  o,        Ar-_B-4C, 

on  peut  ramener  l'intégration  à  des  quadratures  lorsque  la  constante  des 
aires  sur  le  plan  horizontal  est  nulle.  Voyez  un  article  de  M.  Kolossofî 
Sur  le  cas  de  M.  Goriatchojf  de  la  rotation  d'un  corps  pesant  autour 
d'un  point  fixe  (Bendiconti  del  Circolo  di  Palermo,  10  août  1902), 
suivi  d'observations  de  M.  Marcolongo. 


IV  —  AUTRES  PROBLEMES;  EMPLOI  D'AXES  MOBILES  DANS 
LE  CORPS  ET  DANS  L'ESPACE;  FROTTEMENTS  ET  RÉSIS- 
TANCES DE  MILIEUX. 

400.  Exemple  de  l'emploi  d'axes  mobiles  dans  le  corps  et  dans 
l'espace  pour  obtenir  les  équations  générales  du  mouvement  d'un 
solide  de  révolution  suspendu  par  un  point  de  son  axe.  —  Nous 
avons  indiqué  dans  le  n°  386  une  méthode  générale  pour  former 
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les  équations  du  mouvement  quand  on  emploie  des  axes  mobiles 
dans  le  corps  et  dans  l'espace.  Nous  donnerons  ici  une  application 
de  celte  méthode,  en  considérant  le  cas  particulier  d'un  corps  de 
nature  telle  que  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  fixe  O  soit 
de  révolution.  Les  équations  que  nous  obtiendrons  ainsi  ont  été 
employées  par  Puiseux  dans  la  théorie  du  mouvement  de  la  Terre 
autour  de  son  centre,  parResal  et  par  Slesscr  (Quar  ter  ly  Journal, 
1861). 

Les  axes  fixes  étant  appelés  Ox\  yKz{,  et  l'ellipsoïde  d'inertie 
relatif  au  point  O  étant  de  révolution,  prenons  les  axes  mobiles 
suivants  :  soit  d'abord  Oz  l'axe  de  révolution;  l'axe  Ox  sera 
perpendiculaire  au  plan  5,0s  (fig-  ^34)  et  l'axe  Oy  perpendi- 

Fig.  234. 


culaire  au  plan  xO  z  dans  un  sens  tel  que  le  trièdre  Oxyz  ait  la 
même  orientation  que  le  trièdre  O  xs  yKzK. 

Dans   ces  conditions,  l'axe    Ox  est  dans   le  plan  XiOy\  et  la 

position  du  trièdre  mobile  est  définie  par  l'angle  <b  =  x{Ox, 
compté  positivement  dans  le  sens  positif  des  rotations  autour  de 

Ozt,  et  par  l'angle  §  =  ztOz  compté  positivement  dans  le  sens 
positif  des  rotations  autour  de  Ox.  Pour  déterminer  la  rotation 
instantanée  Q  du  trièdre  de  référence  Oxyz,  remarquons  que  l'on 
amène  ce  trièdre  de  la  position  a\ctuelle  à  la  position  infiniment 
voisine  par  une  rotation  dty  autour  de  Ozt  suivie  d'une  rotation 
<:/0  autour  de  Ox.  La  rotation  û  du  trièdre  est  donc  la  résultante 
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de  deux  rotations  iI/=  -~  autour  de  O  zt  et  8'  =  -r  autour  de  Ox, 

*         at  dt 

et  ses  composantes  P,  Q,  R,  suivant  Oxyz,  sont 
(£2)  P  =  6',         Q  =  <|/sin6,         R  =  ^'cos6. 

Quant  à  la  rotation  instantanée  to  du  corps  solide,  on  l'obtient 
comme  il  suit.  Une  fois  ^  et  0  connus,  la  position  du  trièdre 
Oxyz  est  connue,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  définir  la  position  du 
solide  par  rapport  à  ce  trièdre;  pour  cela,  il  suffit  de  connaître 
l'angle  cp  que  fait  une  droite  OA  invariablement  liée  au  corps  et 
située  dans  le  plan  xOy  avec  l'axe  Ox,  cet  angle  étant  compté 
positivement  dans  le  sens  positif  des  rotations  autour  de  Oz. 

On  amène  alors  le  corps  d'une  position  à  la  position  infini- 
ment voisine  en  le  faisant  tourner  des  angles  d<b,  d§,  d<?  autour 
de  OzK,  Ox  et  O^  ;  la  rotation  instantanée  w  du  corps  est  la 
résultante  de  trois  rotations  ']/,  9',  cp'  autour  des  trois  mêmes 
axes,  et  Ton  a,  pour  les  composantes  de  cette  rotation, 

(w)  p  =  6',         q  =  <j/sin6,         /*  =  <J/cos0 -ï- cp'. 

Moment  résultant  des  quantités  de  mouvement.  —  Gomme 
l'ellipsoïde  d'inertie  en  O  est  de  révolution  autour  de  O^,  les 
axes  Ox,  Oy,  Oz  sont  des  axes  principaux  d'inertie,  et  les  mo- 
ments d'inertie  par  rapport  à  Ox  et  O  y  sont  égaux  à  une  même 
constante  A,  quoique  ces  axes  se  déplacent  dans  le  corps.  L'ex- 
trémité cr  du  moment  résultant  0<r  des  quantités  de  mouvement  par 
rapport  à  O  a  pour  coordonnées,  par   rapport  aux  axes  mobiles, 

(6o)  Gx=hp.         <jy=Ag,         a-=C/\ 

Equations  du  mouvement.  —  Appelons  OS  le  moment  résul- 
tant des  forces  par  rapport  à  O,  et 


Xi 


Sy,  S; 


ses  projections  sur  Ox,  Oy,  Oz.  On  obtiendra  les  équations  du 
mouvement  (n°  383),  en  écrivant  que  la  vitesse  absolue  du  point  cr 
est  égale  et  parallèle  à  OS;  on  a  ainsi  les  trois  équations  générales 
dun°386 

_5  _^  Qa-—  RaJ=  S*, 
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Actuellement,  a>,  oy,  iz  ont  les  valeurs  ci-dessus  (60)  ;  en  outre, 

on  a 

V  —  p,        Q  =  <7,         R  =  g  cotO; 

les  équations  deviennent  alors 

A  -£■  -h  (G/-  —  kq  cot6)  q  =  S.r, 

(61)  <  A  -^  —  (C/*  —  A<7  cotO)/>  =  Sr, 

c£  =sz. 

En  y  remplaçant/?,  </,  /*  par  leurs  expressions  ci-dessus,  desi- 
gn ant  les  dérivées  par  rapport  à  t  par  des  accents,  et  réduisant,  on  a 

A 6"—  Af2sin6cos0H-  Cr<|/sin8  =  S.,., 

,  Ad/sin6-i-2Ad/e'cose  — C/-6'        =  Sr. 

(62)  \ 

G  —  —  G  cl^'~^  ^  cosQ)  _  g 

dt  dt 


\ 


Ces  équations  sont  surtout  utiles  dans  le  cas  où,  Sz  étant  nul, 
les  moments  S^  et  Sx  sont  indépendants  de  cp,  c'est-à-dire  de 
l'angle  dont  le  corps  a  tourné  autour  de  son  axe.  Alors  r  est 
constant  et  les  deux  premières  équations  définissent  9  et  d»  en 
fonction  de  t.  C'est  ce  qui  se  présente  dans  la  méthode  donnée 
par  Puiseux  pour  le  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  centre 
de  gravité. 

On  peut  remarquer  que  l'on  obtient  l'équation  des  forces  vives 
en  multipliant  la  première  de  ces  équations  par  d§,  la  deuxième 
par  sinB^'l»,  la  troisième  par  r  dt,  et  ajoutant.  On  a  ainsi 

d  -  [A(6'2-h  <psin20)  +  Cr2]  =  S^  cfà-+-  Sy  sinO  db  +  Szr  dt. 

401.  Sur  quelques  propriétés  des  solides  de  révolution  en  rotation 
rapide.  —  Lorsqu'un  solide  de  révolution  suspendu  par  un  point  de  son 
axe  est  animé  d'une  rotation  rapide  autour  de  son  axe,  et  qu'on  essaie  de 
changer  la  direction  de  l'axe  dans  l'espace  en  appliquant  des  forces  en  des 
points  de  l'axe,  il  se  présente  des  circonstances  paradoxales  que  nous 
nous  proposons  de  mettre  sommairement  en  évidence. 

Supposons  qu'un  corps  de  révolution  suspendu  par  un  point  O  de  son 
axe  Oz  soit  soumis  à  des  forces  telles  que  la  somme  de  leurs  moments 
par  rapport  à  Vaxe  de  révolution  Oz  soit  constamment  nulle.   Pour 
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se  représenter  cet  ensemble  de  forces  d'une  façon  simple,  on  peut  le  ré- 
duire,  comme  nous  allons  le  montrer,  à  une  force  ar  appliquée  perpendi- 
culairement à  l'axe  Oz  en  un  point  déterminé  H  pris  sur  l'axe,  et  à  une 
autre  force  F'  appliquée  en  0.  En  effet,  on  sait  qu'on  peut  réduire  un 
système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  à  une  force  unique  <ï>  appli- 
quée en  O,  et  à  un  couple  dont  l'axe  OS  est  le  moment  résultant  des 
forces  par  rapport  au  point  O.  Actuellement,  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  à  Oz  étant  nulle,  la  projection  S-  de  S  sur  Oz  est 
nulle.  L'axe  OS  du  couple  est  donc  perpendiculaire  à  Oz,  et,  comme  on 
peut  faire  tourner  un  couple  dans  son  plan  pourvu  qu'on  n'altère  pas  son 
moment,  on  peut  prendre  pour  bras  de  levier  du  couple  une  portion  OH 
de  l'axe.  Le  couple  est  alors  formé  d'une  force  F  appliquée  au  point  H  de 
l'axe,  perpendiculairement  à  l'axe,  et  d'une  force  égale  et  opposée — F 
appliquée  en  O.  Les  forces  <I>  et  —  F  se  composent  en  une  force  unique  F' 
appliquée  en  O,  et  la  réduction  annoncée  est  faite. 

La  force  F'  est  détruite  par  la  résistance  du  point  fixe  0  :  elle  n'a 
aucune  influence  sur  la  nature  du  mouvement,  et  elle  intervient  seulement 
dans  le  calcul  de  la  pression  sur  le  point  0.  Le  mouvement  a  donc  lieu 
sous  l'action  de  la  seule  force  F.  On  voit  donc  que  le  problème  général 
énoncé  se  ramène  toujours  au  cas  simple  où  l'on  appliquerait,  sur  l'axe  de 
rotation,  une  seule  force  F  normale  à  l'axe. 

Traitons  maintenant  ce  problème. 

Prenons  les  axes  mobiles  du  numéro  précédent,  l'axe  Ox  étant  perpen- 
diculaire au  plan  z^O  z  {Jlg.  234)  et  l'axe  Oy  perpendiculaire  au  plan 
zOx. 

Appelons  X,  Y,  o  les  composantes  de  F  suivant  ces  trois  axes,  et  z  =  h 
la  cote  du  point  d'application  H  de  cette  force.  Les  moments  de  F  par 
rapport  aux  axes  Oxyz  sont 

S.r  =  — /iY,         Sy=/iX,         S-=o. 
La  troisième  des  équations  (6i)  du  numéro  précédent  donne 

dr 

dt=°'         r  =  r* 

et  les  deux  autres  deviennent 

(  A  -^-  -h  (Gr0  —  A<7  cot6)  q  =  —  A  Y, 
(63)  ? 

A~dt  —(G/o— A^cot6)/?  =      hX. 

Supposons  qu'à  l'instant  initial  le  corps  soit  mis  en  rotation  autour  de 
Oz(p0  —  <7o  =  o,  r0=^  o)  et  qu'aucune  force  n'agisse  (X  =  Y  =  o);  alors  ce 
mouvement  de  rotation  persiste  indéfiniment;  l'axe  Oz  conserve  une 
direction  fixe  dans  l'espace;  p  et  q  restent  nuls;  cela  résulte  des  pro- 
priétés élémentaires  des  axes  principaux  d'inertie  en  un  point  (n°  361). 
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Détermination  de  la  force  F  qii il  faut  faire  agir  sur  le  point  H 
pour  faire  prendre  à  V axe  Oz  un  mouvement  donné.  Le  corps  étant 
dans  l'état  de  rotation  stable  dont  nous  venons  de  parler,  faisons  agir  au 
point  11  de  l'axe  la  force  F(X,  Y,  o),  de  façon  à  modifier  la  direction  de 
l'axe,  en  faisant  décrire  au  point  H  une  certaine  courbe  suivant  une  cer- 
taine loi,  courbe  qui  sera  nécessairement  sur  une  sphère  de  centre  O  et 
de  rayon  OH. 

Pour  définir  analytiquement  le  mouvement  qu'on  veut  imprimer  au 
point  II  de  l'axe  Oz,  il  suffit  de  se  donner  0  et  ^  en  fonction  de  t,  car  ces 
deux  angles  définissent  la  direction  de  Oz.  Nous  supposons  que  le  mou- 
vement qu'on  imprime  au  point  H  se  fasse  dans  des  conditions  ordinaires, 
c'est-à-dire  que  la  vitesse  et  l'accélération  de  H  restent  inférieures  à  une 
limite  déterminée,  ou.  ce  qui  revient  au  même,  que  les  fonctions  6  et  ^ 
de  t  et  leurs  dérivées  des  deux  premiers  ordres  6',  <J/,  6",  <]/'  restent,  en 
valeurs  absolues,  inférieures  à  une  limite  déterminée.  Dans  ces  conditions, 
les  quantités 

p  =  §\        çr  =  <Vsin6,       pq  cot6  =  ^'6'  cos6,        q-  cot6  =  <j/2  sin  6  cos6 

et  les  dérivées  —£-  »  —/-  resteront  aussi,  en  valeurs  absolues,  inférieures  à 
dt     dt 

une  limite  déterminée  X. 

Si  r0  était  nul,  la  force  nécessaire  pour  produire  ce  mouvement  pren- 
drait une  certaine  détermination  F0(X0,  Y0,  o)  donnée,  à  chaque  instant, 
par  les  formules  (63),  où  r0  =  o, 

I   v         A   dq         A 

A  dp        A     . 

la  grandeur  de  cette  force  serait  donc  de  l'ordre  des  quantités 

8'f,     "if\     6",     Y- 

Supposons,  au  contraire,  r0  très  grand  par  rapport  à  la  limite  X  (rota- 
tion initiale  très  rapide  autour  de  Oz);  alors  la  force  F  capable  d'imprimer 
au  point  H  le  même  mouvement  sera  donnée  par  les  formules  (63),  et  l'on 
aura,  par  comparaison  avec  les  expressions  de  X0,  Y0, 

|  X  ^  X0—  ^pro, 

<65)  ']  G 

(  Y=Y0-^r0. 

Dès  que/»  et  q  prendront  des  valeurs  sensibles,  cette  force  F  différera 
donc  de  quantités  très  grandes  de  la  force  F0  qui  produisait  le  même 
mouvement  de  H  quand  r0  était  nul.  On  a  ainsi  l'explication  de  ce  fait 
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que  quand  on  veut,  avec  la  main,  changer  l'orientation  de  Taxe,  on 
éprouve  une  résistance  inattendue  d'autant  plus  grande  que  r0  est  plus 
grand.  Maison  peut  aller  plus  loin  et  montrer  que  la  force  F  est  approxi- 
mativement^ chaque  instant,  perpendiculaire  au  déplacement  élémen- 
taire qu'on  imprime  au  point  II  à  cet  instant.  D'une  façon  rigoureuse, 
le  vecteur  ayant  pour  projections  X  —  X0,  Y  —  Y0,  o,  c'est-à-dire  la  diffé- 
rence géométrique  (F)  — (F0),  de  F  et  F0,  est  perpendiculaire  au  dépla- 
cement élémentaire  du  point,  et  ce  vecteur  diffère  très  peu  en  direction 
de  F,  car  F0  est  très  petit  par  rapport  à  F.  En  effet,  remarquons  que  la 
vitesse  absolue  v  du  point  H  de  Oz  a  pour  projections  sur  les  axes  Oxyz 

(66)  vx  —  qh,         vy=—ph,  vz=o. 

En  remplaçant  dans  les  équations  (65)  p  et  q  par  leurs  expressions  en 
fonction  de  vx  et  vy,  on  a 

x  _  x«  =  -^r  çy      Y  —  Y°  =  -  -\r  **  ; 

ces  formules  montrent  que  le  vecteur  (F)  —  (F0),  de  projections  X  —  X0, 
Y  —  Y0,  o,  et  la  vitesse  v  du  point  H  de  projections  vx,  vy,  o  sont  rectan- 
gulaires. On  voit,  en  outre,  que  la  grandeur  de  (F)  —  (F0)  est  égale  à 

celle  de  v  multipliée  par  le  facteur  très  grand  -=—  •    On  peut  résumer  ce 

Ai2 

résultat  par  l'énoncé  suivant  qui  a  l'avantage  de  définir  la  direction,  le 
sens  et  la  grandeur  du  vecteur  (F)  —  (F0)  quand  le  vecteur  v  est  donné. 

Soit  u  la  vitesse  que  prendrait  V extrémité  v  du  vecteur  v  appliqué 
en  H  si  ce  vecteur  tournait  autour  de  Vaxe  Oz  avec  la  vitesse  angu- 
laire r0  ;  le  vecteur  (F)  —  (F0)  est  en  grandeur,  direction  et  sens  égal 

Q 

et  opposé  au  produit  de  u  par  le  facteur  —  • 

En    effet,  l'extrémité  du  vecteur  p,  appliqué  en  H,  a  pour  coordonnées 

si   ce   point   tournait   autour   de   O2   avec  la  vitesse   r0,  il  prendrait  une 
vitesse  u  ayant  pour  projections 

ux——  r0vy,         uy=r0çx,         u~=  o. 

Les   formules  précédentes  deviennent  alors 

G  G 

X  —  X0  =  —  ~  ux,         Y  —  Y0  =  —  —  uy\ 

ce  qui  démontre  le  théorème. 


CHAPITRE    XX. 


MOUVEMENT    d'U*N    SOLIDE. 


20Q 


Réciproquement,  si  l'on  fait  agir  sur  le  point  H  une  force  F(X,  Y,  oï 
de  V ordre  de  grandeur  de  r0,  et  si,  daus  le  mouvement  que  cette  force 
imprime   au  point   H,  la  vitesse  et  l'accélération  du  point  H  restent,  en 
valeurs  absolues,  très  petites  par  rapport  à  /*0,  la  vitesse  du  point  II  est,  à 
chaque  instant,  sensiblement  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  force  F. 

En  elTet,  les  équations  (63)  où  l'on  remplace  p  et  q  par  leurs  valeurs  (66  ) 
en  fonction  de  vx  et  vy  dans  les  termes  en  r0p  et  r0q  donnent 


G 

ir- 

C_ 
h* 


7^  =  -^~ 
x 


hi 


pq   cot6 


dq 
~dt 


Dans  chacune  de  ces  équations,  le  deuxième  terme  du  second  membre 
est  très  petit;  donc  vx  et  vy  sont  sensiblement  proportionnels  à  —  Y  et  X, 
ce  qui  démontre  le  théorème  :  le  sens  de  v  résulte  de  l'énoncé  précédent. 

On  trouvera  de  nombreuses  indications  sur  d'intéressantes  expériences 
propres  à  mettre  ces  propriétés  en  évidence  dans  l'Ouvrage  intitulé  Théorie 
élémentaire  des  Gyroscopes,  par  Gruey  (Glermont-Ferrand,  librairie 
Ferdinand  Thibault,  1879)  et  dans  une  brochure  du  même  auteur  Sur  le 
Stréphoscope  universel,  ou  Boîte  gyroscopique  (l)  éditée  par  l'imprimerie 
Chaix  en  i883. 

On  pourra  consulter  également,  pour  l'étude  de  la  résistance  que  l'on 
éprouve  quand  on  veut  changer  l'orientation  de  l'axe  d'un  corps  en  rota- 
tion rapide,  la  fin  du  premier  volume  de  la  Theçrie  des  Kreisels,  de 
MM.  Klein  et  Sommerfeld. 

402.  Frottement.  —  Nous   traiterons,  comme   exemple  du   mouvement 
d'un  solide  avec  frottement,  le  problème  suivant  : 
Une  plaque  homogène   pesante  infiniment  mince,  ayant  la  forme  d'un 

Fis:.  235. 


triangle  équilatéral  A1A2A.3,  de  côté  a,  repose  par  le    sommet  Aj  sur  un 
plan  horizontal  P  sur  lequel  elle  glisse   avec  frottement,   tandis   que  le 


(')  Collin,  constructeur,  118,  rue  Montmartre,  Paris. 
A.,  II. 
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côté  A2  A3  glisse  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  P'  placé  au-dessus 
du  premier  (Jig.  235).  Le  triangle  est  percé,  en  son  centre  de  gravité  G, 
d'une  ouverture  infiniment  petite  dans  laquelle  passe  une  tige  verticale 
fixe  00'  parfaitement  polie  :  la  réaction  de  cette  tige  00'  sur  le  triangle 
est  donc  une  force  horizontale  appliquée  en  G.  Enfin,  on  suppose  le  plan 
du  triangle  incliné  de  45°  sur  la  verticale. 

A  l'instant  t  =  o,  on  imprime  au  triangle,  autour  de  00',  une  vitesse 
angulaire  to0  dans  le  sens  positif  des  rotations.  On  demande  d'étudier  le 
mouvement  du  système  et  de  calculer  les  réactions  normales  des  plans  P 
et  P'  sur  le  triangle. 

i°  Montrer  que,  si  la  vitesse  angulaire  initiale  (o0  a  une  certaine  valeur  \x, 
la  réaction  du  plan  P  sur  le  sommet  At  est  nulle. 

20  Indiquer  ce  qui  arrive  suivant  que  w0  est  inférieur  ou  supérieur  à  \±, 
et  suivant  que  le  sommet  Ai  peut  ou  non  s'élever  au-dessus  du  plan  P. 
{Agrégation,  1894.) 

Appelons  Ni  la  réaction  normale  du  plan  P  sur  le  sommet  Ai  et  remar- 
quons que  les  réactions  normales  du  plan  P'  sur  le  côté  A2A3  peuvent  se 
réduire  à  deux  forces  verticales  N2  et  N3  appliquées  aux  sommets  A2  et  A3  : 
ces  réactions  seront  comptées  positivement  vers  le  haut.  Prenons  pour 
axes  liés  au  corps  solide  mobile  un  axe  Gx  dirigé  suivant  GAi,  un  axe  G  y 
parallèle  à  A2A3,  et  un  axe  G^  normal  au  plan  du  triangle  et  dirigé  vers 
le  haut;  alors  l'équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  G  est  de 
la  forme 

A(3?2  +  JK2)  -t-2Â^=[. 

En  effet,  tout  d'abord,  par  raison  de  symétrie,  le  plan  du  triangle  est 
un  plan  principal  d'inertie  relatif  au  point  fixe  G.  Ensuite  chacun  des 
plans  menés  par  l'axe  0^  et  une  des  hauteurs  du  triangle  est  un  plan  de 
symétrie  du  corps  solide,  c'est-à-dire  un  plan  principal  relatif  au  point  G; 
il  y  a  donc  trois  plans  principaux  d'inertie  passant  par  l'axe  principal  Gz  : 
cela  ne  peut  arriver  que  si  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  G  est  de 
révolution  autour  de  Gz;  ainsi  les  moments  d'inertie  A  et  B  sont  égaux; 
de  plus  le  moment  G,  par  rapport  à  Gz,  est  égal  à  A -h  B  ou  à  2  A,  car 
le  z  de  tous  les  points  du  corps  étant  nul, 

A  =  2mjK2,         B  =  2m#2,         c  =  2/rc(a?2  +  ^2). 

On  vérifiera  d'ailleurs  facilement  qu'en  appelant  M  la  masse  du  triangle, 

on  a 

Ma2 
A  = 


24 


Le  point  Ai  décrit  une  circonférence  de  centre  O  dans  le  sens  des  rota- 
tions positives  autour  de  00';  le  frottement  est  alors  une  force  appliquée 
en  Ai,  égale  à  /Ni  et  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse  de  Ai,  c'est- 
à-dire  parallèlement  à  la  direction  négative  de  l'axe  Gy. 


\, 
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a  y/3 


2 1  I 


Soit  /  le  tiers  de  la  longueur  de  la  médiane  /  =s 


•  Les  coordonnées 


des  différents  points  A!A2A3  par  rapport  à  Gx,  Gy,Gz  et  les  projections 
des  forces  Nh  N2,  N3,/Ni  sur  ces  axes  sont 


A! 


X    =  2  l, 

7  =  0, 


A, 


=  o 


X 

— 

— 

i 

a 

y 

== 

2 

z  =  o 


X 

= 

— 

/ 

y 

= 

'2 

5 

2 


Y  =  o 


Z  =       N, 


N, 


/s 


•? 


X  =  —  N2 12. 

2 

Y  =  o 

o 


N- 


X  =  -  N,  ^ 


Y  =  o 


/N, 


Z  =      N,  i- 


/; 


X  =  o 
Z  =  o 


L'ellipsoïde  d'inertie  ayant  pour  équation 

À(^2  +  72)  +  2A52=  I, 

le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  faisant  avec  les  axes  Gxyz  des 
angles  de  cosinus  a,  (3,  y  est 


A(a«-t-  p2)  +  2Ay5 


/; 


•3 


est 


Le  moment  d'inertie  par  rapport  à   00' (  a  = -,  (3  =  o,  y 

donc 

M^=  — • 

2 


D'ailleurs,  comme  le  corps  tourne  autour  de  00'  avec  une  vitesse  angu- 
laire co,  les  composantes  de  cette  rotation  suivant  les  axes  sont 


fi 


p  =  —  w  — , 

2 


q  =  o, 


r  = 


fi 


W  1/2 


Le  centre  de  gravité  G  étant  fixe,  on  a  d'abord,  en  projetant  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  sur  00', 


(O 


o  =  NjH-NaH-Nj,  —  M  g. 


Écrivons  ensuite  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement 

par  rapport  à  00'  :  comme  le  corps  tourne  autour  de  00'  avec  la   vitesse 

tu,  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  cet 

3  A 
axe  est  M/c2w  =  — co;  d'autre  part,  le  frottement  seul  a  un  moment  non 
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nul  égal  à  —  l/N{  \/-i.  On  a  donc 


3  A  du) 


(»)  v^=-'/»./ 


i     dl 


2 


Enfin,  l'équation  d'Euler,  relative  à  l'axe  Gy, 

B^-h(A-G)jDr  =  S(^X  —  a?Z), 

donne,  d'après  les  valeurs  de/?,  g,  r, 

(3)  ^!=_/N1v/'I+-/(N2+N3)v/2. 

'  2  2 


En  éliminant  N2-t-N3  entre  (i)  et  (3),  on  a 

A 


(4)  mlV/2"=~(^-a>2)J 


. ...          ,               .   ,  M gl  Ji         .     ,,        ,     ,  ,  ,      .         . 

ou  [jl2  désigne  la  quantité  — 2-r ?  qui,  d  après  les  valeurs  de  /  et  A,  se 

A. 

réduit  à  4  —  s/§-  Remplaçant  dans  (i)  INi  par  sa  valeur  (4),  on  a  pour 
Téquation  du  mouvement 

(5)  ^=_X(^_co2), 

if 
en  appelant  \  la  constante  -=—  •  Cette  équation  donne  immédiatement  w 

en  fonction  de  t  par  des  exponentielles.  La  discussion  comporte  trois  cas  : 

i°  Soit  w0  <  [j..  La  réaction  Nt  est  bien  positive;   -j-  étant  négatif,  w  va 

en  décroissant  constamment  et  s'annule  au  bout  du  temps 


"  *  J,,.  ^ 


<r/to 


A  ce  moment  le  triangle  s'arrête  et  se  trouve  dans  les  mêmes  conditions 
que  s'il  était  abandonné  à  lui-même  sans  vitesse;  il  reste  donc  immobile. 

2°  Soit  tû0  =  [j.;  alors  N^=  o;  -y-  =  o;  co  =  w0  :  le  mouvement  de  rota- 
tion est  uniforme,  le  triangle  ne  pèse  pas  sur  le  plan  inférieur. 

3°  Soit  w0  >  fi..  Alors  Nj  est  négatif  au  début  :  cela  veut  dire  que  le 
sommet  Aj  tend  à  se  soulever.  Si  ce  sommet  est  simplement  posé  sur  le 
plan,  il  se  soulève  effectivement  et  devient  libre;  on  a  alors  un  autre  pro- 
blème. Mais  on  peut  imaginer  qu'on  empêche  le  sommet  A!  de  se  soulever, 
par  exemple  en  perçant  le  plan  d'un  trou  circulaire  et  recourbant  un  peu 
la  pointe  At  de  façon  qu'elle  appuie  sous  le  plan;  la  réaction  Ni  est  alors 
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dirigée  vers  le  bas,  et  sa  valeur  absolue  est  —  Ni.  La  force  de  frottement 

a  pour  valeur  absolue 

-/N„ 

et  l'équation  (2)  des  moments  donne 

3  A  du)  ,- 

d'où 

Comme  w0  >  tu,  —r-  commence  par  être  négatif,  o>  diminue,  et,  quand  co 

tend  vers  \x,  t  augmente  indéfiniment.  Le  mouvement  tend  donc  à  devenir 
une  rotation  de  vitesse  angulaire  [Jt.. 

En  ce  qui  concerne  les  réactions  Ni  et  N2,  nous  avons  déjà  obtenu  la 
somme  Ni-f-  N2  :  on  calculera  Ni  —  N2  en  écrivant  l'équation  d'Euler  rela- 
tive à  l'axe  Gx. 

Remarque.  —  On  peut  obtenir  le  moment  d'inertie  G  sans  intégration, 
en  remarquant  que  l'homogénéité  donne,  pour  le  moment  d'inertie  d'un 
triangle  équilatéral  de  côté  c  et  de  masse  M  par  rapport  à  son  centre,  une 
expression  de  la  forme  /cMc2,  où  k  est  un  nombre  à  déterminer.  Décom- 
posons le  triangle  donné  de  côté  a  et  de  masse  M  en  quatre  triangles   de 

masse  —  et  de  côté  —  obtenus  en  joignant  les  milieux  des  côtés.  Trois  de 
4  2  J 

ces  triangles  ont  leurs  centres  de  gravité  à  la  même  distance  — - —  de  G. 

Ecrivant  que  le  moment  d'inertie  total  par  rapport  à  G  est  la  somme  des 
moments  d'inertie  des  quatre  triangles,  on  a 

INI 

ÂM«2=  4/,  - 

4    \2 

d'où 

12 

403.  Résistance  de  milieu.  —  Imaginons  une  sphère  homogène  mobile 
autour  de  son  centre  O.  Une  ailette  plane,  de  forme  quelconque,  mais  de 
masse  négligeable,  dont  le  plan  passe  par  le  centre,  est  invariablement 
liée  à  la  sphère;  trouver  le  mouvement  de  la  sphère,  dans  l'air,  en  admet- 
tant que  la  résistance  de  l'air,  sur  chaque  élément  de  l'ailette,  est  une  force 
normale  proportionnelle  à  la  composante  de  la  vitesse  de  cet  élément  sui- 
vant la  normale  à  l'élément. 

Prenons  le  plan  de  l'ailette  pour  plan  des  yz  et  le  diamètre  perpendi- 
culaire pour  axe  Ox,  les  axes  Oxyz  sont  entraînés  avec  la  sphère  :  ce 
sont  des  axes  principaux  d'inertie.  En  appelant  /?,  q,  r  les  composantes 
de  la  rotation  instantanée,  un  élément  d'ailette  ds  ayant  pour  coordonnées 
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o,  y,  z  a  une  vitesse  v  de  projections 

vx=qz  —  ry,      vy  =  —pz,       vz  =  py. 

La  composante  de  cette  vitesse  normale  à  l'élément  clv,  c'est-à-dire  au 
y>\anyOz,  est  vx;  la  résistance  de  l'air  sur  cet  élément  a  donc  pour  pro- 
jections 

X  = —  kvxds,         Y  =  o,         Z  =  o, 

k  désignant  une  constante  positive. 

On  peut  toujours  supposer  qu'on  a  pris  pour  axes  Oz  et  O  y  les  axes 
principaux  d'inertie  de  la  surface  de  l'ailette  par  rapport  au  point  O,  de 
sorte  que,  cfo  désignant  un  élément  superficiel  de  l'ailette,  on  ait 

/  yz  da  =  o. 

Gela  posé,  la  somme  des  moments  L  des  forces  de  résistance  X,  Y,  Z  par 
rapport  à  Ox  est  nulle.  Par  rapport  à  Oy,  cette  somme  est 

M  =  S(zX-irZ)  =  —  A-  f(gz  —  ry)z  di  =  —  aq, 
où  a  est  une  constante  positive 

a  =  k  !  z*  d<7. 

De  même,  en  prenant  les  moments  par  rapport  à  0,5, 

N  =  Z(#Y—  yX)  ==  A  f{qz—  ry)yda  =  —  br, 


où  b  est  positif.  Les  équations  d'Euler  sont  alors,  puisque  A  =  B  =  C, 

.  dp  .   dq  .  dr  , 

A  —  =  o,  A  — 4-  —  —  ciq ,  A  —  =  —  or: 

dt  '  dt  *'  dt 

a  b        _ 

on  en  tire,  en  posant  --  =  a,   —  =  fi, 

J\.  A. 

P  =  Po,         q  =  Ço  e~at,         r  =  r0  e-$*. 

Gomme  a  et  fi  sont  positifs,  q  et  r  tendent  vers  zéro  quand  t  augmente, 
et  le  mouvement  tend  vers  une  rotation  autour  de  l'axe  Ox  perpendicu- 
laire au  plan  de  l'ailette. 
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EXERCICES. 

1.  La  force  vive  d'un  corps  mobile  autour  d'un  point  fixe  est  égale  au  produit 
géométrique  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  par  la  rotation 

instantanée  toa  cosw,  a.  (Resal.) 

2.  Démontrer  que  les  projections  pv  g{,  r\  de  la  rotation  instantanée  w  sur  les 
axes  fixes  Oxiyyv  zx  ont  pour  expressions 

/?i  ^  6'  cos^-+-cp'  sin6  sin^, 
gl~  G'  sin^  —  ce'  sinG  cos^, 
r,  =  <]/-+-  cp'  cos6. 

3.  Stabilité  de  la  rotation  autour  des  axes  principaux  d'inertie.  —  Les 
équations  d'Euler  sont  satisfaites  pour  g  =  o,  r  =  o.  Pour  savoir  si  la  rotation 
correspondante  est  stable,  on  peut  opérer  comme  il  suit  :  supposons  g  et  /'  très 
petits  au  début,  et  voyons  s'ils  restent  très  petits. 

Dans  cette  hypothèse,  le  produit  gr  peut  être  négligé,  et  l'on  a  pour  la  pre- 
mière équation  d'Euler  -J-  =  o,  p  =  p0.  Les  deux  autres  deviennent 

(i)  B^=(C-A)/»,r,  C|£  =  (À-B)Afc 


d'où 


cV-g  _       (A  — C)(A-B)w 


p&q=  —  n  Qi 


dt-  ~  BC  r° 

n  étant  une  constante.  On  en  tire 

(  C  —  A  )  pn  r\    . 

g  =  g   cos  rit  H ' l        sin  nt, 

n  B 

.,  .  .    dg        C  —  A 

car  pour  t  =  o,  g  =  g0,  et,  d  après  (i),  -^  =       fi      /?0r0. 

On  trouve  de  même  r,  et  l'on  voit  que  g  et  r  restent  très  petits.  La  rotation 

est  stable.  On  trouverait  le  même  résultat  autour  du  grand  axe  O.S. 

Mais  pour  l'axe  moyen,  en  supposant/?  et  r  très  petits  au  début  et  négligeant 

,     ,     r  d2  p  „  . 

pr,  on  trouve  g  =  #„,  puis  une  équation  de  la  forme  —~  —  -t-n*p;  en  intégrant, 

on  voit  que  p  est  une  fonction  de  la  forme  aent-\-  be~~nt  qui  augmente  indéfini- 
ment avec  t  :  l'hypothèse  que  l'on  a  faite  que  p  et  r  restent  petits  est  donc 
inadmissible;  la  rotation  autour  de  l'axe  moyen  est  instable. 

4.  Autre  méthode  pour  obtenir  l'éguation  de  l'herpolhodie.  —  Comme  le 
pôle  m  et  l'extrémité  w  de  la  rotation  instantanée  sont  en  ligne  droite  avec  O  et 
qu'on  a  w  =  O  rn  y/i,  le  lieu   du  point  rn  est  homothétique  du  lieu   du  point  o>. 

Les  coordonnées  relatives  du  point  w  par  rapport  aux  axes  mobiles  sont  p, 
g,  r.  Dans  l'espace  absolu,  le  point  œ  décrit  une  courbe  plane  dans  un  plan 
parallèle    au  plan  IT,  c'est-à-dire  au  plan  x,  Oy1}  puisque  Oz{  est  dirigé  suivant 
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0<t.  La  courbe  lieu  du  point  w  se  projette  donc  en  vraie  grandeur  sur  le  plan 
x\  ®Yv  Or  w  est  la  résultante  des  trois  rotations  6',  »',  <Y  dirigées  comme  on  l'a 
vu  (n°  382). 

La  projection  wt  de  m  sur  le  plan  xx  Oyv  a  des  coordonnées  absolues/?!  et  qx 
que  l'on  calcule  aisément  en  remarquant  que  /?,,  par  exemple,  est  la  somme  des 
projections  de  6',  <p',  t|/  sur  Oxr  On  a  ainsi  les  valeurs  de  l'exercice  2.  Le  point 
(.},(/?,,  qt),  ainsi  déterminé  dans  le  plan  xxOyti  décrit  une  courbe  homothétique 
à  l'herpolhodie.  Si  l'on  appelle  pj  et  y,  ses  coordonnées  polaires,  on  a 

Pi-hiÇi=  p^'/.i  =  (6' — iz>'  sin6)et':'. 

D'après  les  formules  (  20)  du  n°  388  qui  donnent  0  et  <p,  et  la  formule  (21)  don- 
nant <]/,  on  aura  /?,  et  q{  en  fonction  uniforme  du  temps. 

5.  Démonstration  de  M.  de  Saint-Germain  de  la  non-existence  des  points 
d'inflexion  de  l'herpolhodie.  —  Soient  R,  Rx  les  rayons  de  courbure  des  cônes 
qui  ont  pour,  bases  la  polhodie  et  Therpolhodie,  en  un  point  de  la  génératrice 
commune  :  la  Cinématique  donne  une  relation  de  forme  connue, 

où  ds  est  l'élément  d'arc  de  la  courbe  lieu  du  point  o>;  s'il  y  avait  inflexion, 
Rl  serait  infini  et  Ru  dt  =  ds',  or  les  équations  du  mouvement  de  Poinsot  montrent 
que  c'est  impossible  quel  que  soit  le  signe  de  D  —  R.  (  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  26  avril  i885.) 

6.  On  donne  un  tétraèdre  non  pesant  OARG  dans  lequel  l'angle  trièdre  O  est 
trirectangle,  et  dont  les  arêtes  OA,  OR,  OC  ont  respectivement  pour  longueurs 
a,  b,  c. 

i°  Déterminer  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  central  d'inertie,  c'est-à-dire 
de  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  G  du  tétraèdre,  dans  l'hypo- 
thèse suivante 

a  =  y/2,         b  =  1 ,       c  =  y/3  ; 

20  On  imprime  au  tétraèdre  une  rotation  initiale  autour  d'un  diamètre  GD  de 
l'ellipsoïde  central,  et  l'on  propose  d'étudier  le  mouvement  de  ce  tétraèdre  autour 
de  son  centre  de  gravité  G.  On  déterminera  sa  position  dans  l'espace  à  une 
époque  quelconque, 

Les  composantes  />0,  ^0,  /'0  de  la  rotation  initiale  par  rapport  au  grand  axe,  à 
l'axe  moyen  et  au  petit  axe  de  l'ellipsoïde  central  d'inertie  ont  respectivement 
pour  valeurs 

Po  =  V  6  +  fi ,         <7o  =  o,         /-0  =  V  6  —  v/o  • 

(Agrégation,  1890). 

Réponse.  —  Le  centre  de  gravité  étant  immobile  au  début  reste  immobile.  Le 
corps  tourne  donc  autour  d'un  point  fixe  sans  qu'aucune  force  agisse  sur  lui.  Il 
prend  un  mouvement  à  la  Poinsot.  Il  faut  calculer  numériquement  A,  R,  G,  h  et 
l  ou  [j.  et  D.  On  trouve 

A  =  6  —  y/5,         B  =  6,         C  =  6  -h  v^- 

Les  données  initiales  correspondent  au  cas  singulier  où  la  polhodie  est  une 
ellipse  passant  par  l'axe  moyen  de  l'ellipsoïde  d'inertie. 

(De  Saint-Germain,  Nouvelles  Annales,  t..  IX,  1890.) 
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7.  Toute  ligne  géodésique  tracée  sur  un  ellipsoïde  de  révolution  allongé  se 
projette  sur  le  plan  de  l'équateur,  suivant  une  herpolhodie  qui  peut  être  engen- 
drée par  une  ellipse  à  centre  fixe  et  roulant  sur  ce  plan.  (Halphen,  Comptes 
rendus,  5  octobre  1887,  et  Traite  des  fonctions  elliptiques,  t.  II,  p.  249.) 

8.  Toute  ligne  de  thalweg  tracée  sur  un  paraboloïde  de  révolution,  à  axe 
vertical,  et  concave  vers  le  haut,  se  projette  horizontalement  suivant  l' her- 
polhodie due  au  roulement  d'une  ellipse  déterminée.  (  Floquet,  Bulletin  des 
séances  de  la  Société  des  Sciences  de  Nancy,  séance  du  ier  juillet  1889.) 

9.  L'herpolhodie  est   une  courbe  parcourue  par  un  point  dont  la  vitesse  aréo- 

laire  p2  -^  est  une  fonction  linéaire  de  p2,  la  vitesse  totale  étant  une  fonction  du 

second  degré  de  p2  dans  laquelle  le  coefficient  de  p4  est  négatif. 

(Darboux,  Note  à  la  Mécanique  de  Despeyrous.) 

10.  Si  l'on  fait  rouler  et  pivoter,  sans  glisser,  une  quadrique  quelconque  de 
centre  fixe  O,  sur  le  plan  fixe  n,  le  lieu  des  points  de  contact  m  sur  le  plan  est 
une  herpolhodie  généralisée.  Le  rayon  vecteur  de  l'herpolhodie  issu  du  pied  P  de 
la  perpendiculaire  OP  au  plan  n  et  la  tangente  à  cette  courbe  en  m  sont  deux 
tangentes  conjuguées  de  la  quadrique  qui  roule.  Pour  que  le  rayon  vecteur  P  m 
ne  tourne  pas  toujours  dans  le  même  sens,  ou  pour  que  la  courbe  présente  des 
rebroussements,  il  faut  que  le  rayon  vecteur  puisse  se  confondre  avec  la  tan- 
gente. Ces  deux  directions  conjuguées  ne  peuvent  se  confondre  que  si  la  qua- 
drique est  à  courbures  opposées,  c'est-à-dire  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

(Darboux,  ibid.) 

11.  Dans  la  seconde  représentation  du  mouvement,  diaprés  Poinsot  (n°  393), 
déterminer  la  trace  laissée  par  le  point  m'  sur  le  plan  tournant  n'. 

Réponse.  —  Le  rayon  vecteur  Om'  est  égal  au  rayon  vecteur  Pm  =  p  de  l'her- 
polhodie (jig.  281).  Si  l'on  appelle  y'  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  Om' 
avec  une  droite  OU  située  dans  le  plan  n'  et  entraînée  avec  lui,  on  a  2^  OU  ==  \x  t, 
car  n'  tourne  avec  la  vitesse  \x;  y'  =  y  —  \it,  car  Om'  et  Pm  sont  parallèles. 
Remplaçant  cfy  par  la  valeur  dy' -h  jjl  dt  dans  les  équations  de  l'herpolhodie,  on 
a  les  équations  qui  définissent,  en  fonction  de  t,  les  coordonnées  p  et  y'  du  point 
m'  dans  le  plan  n', 

(  p  ^lt    =  l±  ^  V/-(P2-«)(P2-6)(p2-c), 

(0  < 

L'aire  décrite  par  le  rayon  O  m'  sur  le  plan  n'  est  donc  proportionnelle  au 
temps. 

Le  mouvement  défini  par  les  équations  (1)  est  celui  d'un  point  matériel  solli- 
cité par  une  force  centrale,  issue  de  O,  ayant  une  expression  de  la  forme  ap  -+-  (3p2. 
(  Darboux,  Mécanique  de  Despeyrous,  Note  17.  —  Pinczon,  Comptes  rendus, 
avril  1887.) 

12.  Théorème  de  Siacci.  —  Le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe  O,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  peut  être  obtenu  en  fai- 
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sant  rouler  et  pivoter  une  quadrique  de  centre  O  ayant  les  mêmes  sections  circu- 
laires que  l'ellipsoïde  d'inertie  sur  une  quadrique  de  révolution  autour  de  Oc 
(Siacci,  In  memoriam  Dominici  Chelini,  Collectanea  mathemalica,  1881  ; 
voir  aussi  Greeniiill,  Fonctions  elliptiques,  Chap.  VII.) 

13.  Théorème  de  Mac-Cullagh.  —  Si  l'on  transforme  les  théorèmes  de  Poinsot 
par  polaires  réciproques,  par  rapport  à  une  sphère  de  centre  O,  on  voit  que  Tel- 

lipsoïde  (appelé  ellipsoïde  de  giration)  — — l — —  +  — -  =  1  étant  entraîné  par  le 

A  h>  G 

corps  passe  constamment  par  deux  points  fixes  situés  sur  le  moment  résultant, 

0<r,  des  quantités  de  mouvement,  symétriques  par  rapport  à  O. 

14.  Théorème  de  Gebbia.  —  En  transformant  de  même  le  théorème  de 
Siacci  (12),  on  voit  que  les  surfaces  homofocales  de  l'ellipsoïde  de  giration 
glissent  sur.  des  quadriques  fixes  de  révolution. 

15.  Dans  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  suspendu  par  un  point 
de  son  axe,  on  a  vu  que  u  =  cosÔ  varie  entre  les  deux  valeurs  us  et  u2.  Indiquer 
quelles  doivent  être  les  conditions  initiales  pour  que  ces  deux  valeurs  soient 
égales.  Alors  l'axe  du  cône  décrit  rigoureusement  un  cône  de  révolution  autour 
de  O-Sj  et  la  valeur  commune  de  ux  et  u2  est  nécessairement  ut). 

Réponse.  —  Il  suffit  de  déterminer  a  et  p  de  façon  que  le  polynôme  /(  u)  ait 
une  racine  double  u0  donnée  à  l'avance. 

16.  Dans  le  problème  de  Lagrange  et  Poisson,  démontrer  : 

i°  Que  l'extrémité  w  de  l'axe  instantané  reste  constamment  dans  un  plan  fixe 
dans  le  corps,  perpendiculaire  à  Taxe  de  figure  Oz,  et  décrit  dans  ce  plan  une 
herpolhodie  H; 

20  Que,  dans  l'espace,  le  même  point  w  décrit  une  courbe  située  sur  une 
sphère  S  ; 

3°  Que  le  mouvement  peut  être  obtenu  en  faisant  rouler  l'herpolhodie  H  re- 
gardée comme  attachée  au  corps  sur  la  sphère  fixe  S.  (Jacobi,  OEuvves,  t.  II. 
—  Halphen,  Comptes  rendus,  t.  G.  —  Darboux,  Journal  de  Mathématiques , 
i885;  Note  XIX  à  la  Mécanique  de  Despeyrous.  —  De  Saint-Germain,  Résume 
de  la  théorie  du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe.  Gaulhier- 
Villars,  1887.) 

Indications  sur  la  solution  : 

i°  Le   lieu  de  l'extrémité  w  de  l'axe  instantané  de  rotation  dans  le  corps 

est  une  herpolhodie.  Les  coordonnées  du  point  w,  par  rapport  aux  axes  mobiles, 

sont/?,  q,  r.  Comme  ;*  =  r0,  le  point  w  se  trouve  dans  un  plan  n  perpendiculaire 

à  l'axe  0,5  et  invariablement  lié  au  corps.   Dans  ce  plan  le  point  w  décrit  une 

courbe  H  qui  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  des  xy.  Les  coordonnées 

cartésiennes  d'un  point  o>  de  cette  courbe  rapportée  aux  axes  Ox  et  Oy  étant  y? 

et  q, 

p  =  vj/  sin6  sin  9  -4-  8'  coscp, 

q  —  ty'  sin 6  coscp  —  6'  sin cp, 
nous  appellerons  p  et  /  ses  coordonnées  polaires.  D'abord 
p2  =  p2  -+-  q2  =  a  —  a  cos  6  =  a  —  au. 
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Nous  tirons  de  là  u  =  —  j  et,  en  portant  dans  la  relation 


S-*^7ïîï. 


il  vient 


qui  est  bien  de  la  forme  indiquée  pour  l'hcrpolliodie,  car  le  polynôme  sous  le 
radical  commence  par  —  p6. 
D'autre  part, 

<L'  sinO 

q         b' tang?  _ „/4/sine 


tangX  =  J  =  ^Tmô '  Z  =  arC  t3ng  1  ""ft^ 

7  i  H-  — , s-; —  tans  C5 


Comme  nous  avons  posé  cos8  =  u,  nous  avons 


sinô  i  —  u2  t — u2  ,,       $  —  bi\u 


6'  du  \lf{u)  l~  u 

/  £/-,,  m  —  3 
y  =  arc  tang  —  ? 

dérivant  par  rapport  à  £,  remplaçant—  par  \J f{u),  cp'*par  sa  valeur  antérieu- 

3  —  bi\  u  ,  ,    . 

rement  trouvée  i\ —  u  £—  >  et  réduisant,  on  trouve 

i  —  u1 

(  a  —  au )  -/-'  = (a  — au)  H L , 

dt  2  2 

ou  encore,  puisque  a  —  a«=  p2, 

2  ûfX  _  /•„  (  6  —  2 )      _  6;-ua  — aft 

1     j  p    dt  2  P  2 

Les  équations  (i)  et  (2)  ont  la  forme  caractéristique  des  équations  d'une  her- 
polhodie,  car  le   terme  constant  dans  la  deuxième  équation  -(  br0  oc —  a[3)    est 

égal  à  ±  -  sj —  F(o).  Le  théorème  est  donc  démontré.  Le  cône  (C),  lieu  des  axes 

instantanés  Ou  dans  le  corps,  est  un  cône  ayant  pour  base  cette  herpolliodie  H. 

20  Le  lieu  du  point  10  dans  l'espace  absolu  est  une  courbe  sphé/igue  H,.  Si  l'on 
appelle  /?,,  qu-  rx  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  10  suivant  les  axes 
fixes  O-r,,  yv  zv  on  obtient  ces  trois  quantités  par  la  méthode  employée  pour 
trouver/?,  g,  r. 

La  rotation  0;  étant  la  résultante  des  trois  rotations  G',  cp',  <\>'  dirigées  suivant 
01,  0,s,  Oz{  (fig.  224),/?,  est  égal  à  la  somme  des  projections  de  ces  trois  der- 
nières rotations  sur  l'axe  Oxx\  g{  et  /",  sont  égaux  respectivement  à  la  somme  de 
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leurs  projections  sur  0y{  et  Ozv  On  trouve  ainsi 


(  /?,  =  0'  cos'-j;  -+-  ?'  sin  ô  sin  >]/, 


(3)  )  7,^0'sin^  —  cp'sinOcos^. 

'  r,  =  -y -h  o'  cos6. 

Telles   sont   les   coordonnées  du   point  w  par  rapport  aux  axes   fixes.    On   en 
déduit,  d'après  les  valeurs  de  4/  et  9',  en  fonction  de  cos6  ou  m, 

ri  =  P  +  ('  —  à)r0u. 

Puis,  comme  on  a  l'égalité  évidente 

on  a,  d'après  l'expression  de  p2 -\- q2  en  fonction  de  w, 

pf  +  gr|  -4-  r\  =  a  —  au  -+•  r|j. 

L'élimination  de  w  entre  les  deux  relations  précédentes  donne 
(S)  (I-à)r0(pl+q\-hrl)-i-arl=(i-b)(<x  +  rl)  +  a^ 


Cette  équation,  dans  laquelle  on  regarde  /?,,  qn  /',  comme  des  coordonnées 
courantes,  montre  que  le  point  w  est  constamment  situé  sur  une  sphère  S,  dont 
le  centre  est  sur  Ozl.  Le  point  w  décrit  donc  dans  l'espace  absolu  une  courbe 
sphérique  H;  :  pour  déterminer  cette  courbe,  il  faudrait  se  reporter  aux  équa- 
tions (3)  et  en  déduire  l'équation  différentielle  de  la  projection  de  H,  sur  un  des 
plans  coordonnés.  Mais  on  peut  alors  représenter  le  mouvement  de  la  façon  sui- 
vante. 

Le  mouvement  s'obtient  en  faisant  rouler  l'herpolhodie  H  invariablement 
liée  au  corps  sur  la  sphère  fixe  S.  En  effet,  le  mouvement  s'obtient  en  faisant 
rouler  le  cône  G  lié  au  corps  ayant  pour  base  la  polhodie  H,  sur  un  cône  fixe  C, 
ayant  pour  base  la  courbe  sphérique  Hr  Dans  ce  mouvement  la  courbe  H  roule 
sur  H,,  c'est-à-dire  sur  la  sphère  S,  qui  contient  Ht. 

Dans  le  cas  particulier  où  b  =  1,  on  a  A  =  B  —  G,  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif 
au  point  O  est  une  sphère;  la  sphère  S  se  réduit  alors  à  un  plan  fixe  IT,  per- 
pendiculaire à  Ozv  et  le  mouvement  s'obtient  en  faisant  rouler  l'herpolhodie  H 
sur  le  plan  fixe  TI1 . 

Alors  la  courbe  H,,  lieu  du  point  w  dans  l'espace,  est  située  dans  le  plan  IL  :  en 
formaut  son  équation  différentielle  en  coordonnées  polaires,  on  vérifiera  que  c'est 
aussi  une  herpolhodie  parcourue  par  w  suivant  la  loi  de  Poinsot. 

17.  Démontrer  que  la  courbe  sphérique  H,  de  l'exercice  précédent,  décrite  par 
l'extrémité  w  de  la  rotation  instantanée  dans  l'espace  absolu,  peut  être  engendrée 
comme  il  suit  : 

Si  trois  points  d'une  droite  invariable  sont  assujettis,  les  deux  premiers  à 
demeurer  sur  deux  sphères  différentes,  le  troisième  à  rester  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  des  deux  sphères,  si  de  plus  la  droite 
se  déplace  de  manière  à  demeurer  normale  à  la  trajectoire  de  l'un  de  ses 
points,  ce  qui  définit  complètement  son  mouvement  à  partir  d'une  position 
donnée,  le  point  de  la  droite  assujetti  à  rester  dans  le  plan  décrira  une  her- 
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polhodie,  tous  les  autres  décriront  des  courbes  sphériques  qui  sont  les  courbes 
H,  décrites  dans  l'espace  par  l'extrémité  w  de  l'axe  instantané.  (Darboux, 
Journal  de  Mathématiques,  4e  série, t t.  I,  Fasc.  IV,  i885.) 

18.  Intégrales  pseudo-elliptiques  de  M.  Greenhill,  pour  le  mouvement  d'un 
corps  pesant  de  révolution  suspendu  par  un  point  de  son  axe.  —  Supposons 
qu'une  toupie  soit  primitivement  mise  en  rotation  autour  de  son  axe,  comme 
dans  le  cas  traité  (n°  396),  puis  abandonnée  à  elle-même.  Appelons  u0  la  valeur 
initiale  de  cos6;  nous  avons  vu  qu'un  point  fixe  z  pris  sur  l'axe  de  la  toupie 
décrit  une  courbe  sphérique  ayant  des  rebroussements  sur  le  cercle  u  =  u0  et 
tangente  à  un  cercle  situé  au-dessous  du  premier  et  correspondant  à  la  racine  ux 
définie  par  l'équation 

a{\  —  m?)  —  62/'|  (u0 —  u{)  =  o. 

Supposons  l'intensité  de  la  rotation  initiale  ;*0  déterminée  de  telle  façon  que 
cette  valeur  de  ux  soit  nulle  : 

a  =  b-rlu,. 

Alors  la  courbe  sphérique  est  tangente  au  grand  cercle  horizontal  delà  sphère 
et  certaines  intégrales  deviennent  pseudo-elliptiques. 


En  effet,  dans  ce  cas,  l'expression  de  (  —  )    s'écrit 

\~dl)  =b'ro  u(uo—  ")  (i—  uu0), 


et  l'on  a 


c3  -  br   a°  ~  u 
dt  °  i  —  u- 


En  comptant   le  temps  t  à  partir  de  l'instant  où  u  =  u0,  et  supposant  que  ^ 
s'annule  avec  £,  on  a  alors  l'intégrale 

(a)  Vi  —  K2-eC**-"l')*  =   y1  —  uu0  —  î\Ju(u0 — w), 

où  s  désigne  la  constante  — - — -,  et    i  l'unité  complexe  \J — i.    C'est  ce    qu'il    est 

facile  de  vérifier  en  prenant  la  dérivée  logarithmique  des  deux  membres  par  rap- 

,  .      du       d'il  ,  ,  .        .        .  _ 

port  a  t,  et   remplaçant  ensuite  -r-  et  -r1-  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  u.  On 

dt        dt 

trouve  que  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  i  dans  les  deux  membres  sont 
identiques.  L'intégrale  (a),  dans  laquelle  on  égale  les  parties  réelles  et  les  par- 
ties imaginaires,  donne  les  deux  équations  suivantes,  que  nous  écrivons  en 
remettant  pour  u  sa  valeur  cosO  : 


!sin8cos(s£  —  i|/)  =       y/i  —  w„cos6, 
sinô  sin(s£  —  à)  —  —  \J (  u0  —  cosô)  cosô, 

ces  deux  équations  se  réduisant  à  une,  comme  on  le  voit,  en  faisant  la  somme 
des  carrés. 
Vérifier  de  même  que,  pour  des  conditions  initiales  convenables,  on  a  une  inté- 
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grale  de  la  forme 


sin20e2^-»')'=  (a—  D)  y/(  u'—  u)  (  u2  —  a) 
-+-  i  (  E  u~  —  F  u  )  \J  u  —  u , , 

/î,  D,  E,  F  étant  des  constantes  réelles  convenablement  choisies. 

On  peut  même  faire  disparaître  le  terme  séculaire  nt  par  une  particularisation 
encore  plus  grande  des  constantes  du  problème.  Alors  la  courbe  sphérique,  lieu 
du  point  z,  est  fermée.  Dans  le  cas  particulier  du  pendule  sphérique,  il  est  im- 
possible de  faire  disparaître  le  terme  nt. 

Pour  un  autre  choix  de  constantes  du  problème,  on  a  de  même  une  intégrale 
de  la  forme 

sin^e3^-"')^  (a2-D«+D')  /(a'—  u)  (u  —  u{) 

+  i(E«2  —  F  u  -+-  F'  )  \]u2  —  u, 

D,  D',  E,  F,  F'  étant  des  constantes  réelles.  On  peut  encore  ici  faire  disparaître 
le  terme  séculaire  nt. 

En  général,  ;j.  désignant  un  entier,  on  peut  trouver  des  cas  particuliers  où 
siniA6e;x(î'-"t)1'  est  donné  par  une  formule  rentrant  dans  le  premier  ou  le  second 
type  suivant  que  \x  est  pair  ou  impair,  dans  laquelle  figurent  devant  les  radicaux 
des  polynômes  de  degré  ;x  —  i.  (Greeniiill,  Proceedings  of  the  Lonclon  Mathe- 
matical  Society,  Vol.  XXV,  et  Fonctions  elliptiques,  traduction  de  Griess.) 

19.  Un  corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  est  sollicité  par  un  couple 
dont  l'axe  est  toujours  parallèle  au  moment  résultant  des  quantités  de  mouve- 
ment et  dont  le  moment  est  toujours  é^al  à  ce  moment  résultant  multiplié  par 
une  constante  a.  Mouvement  du  corps. 

Réponse.  —  Les  équations  du  mouvement  sont 

A^  +(C  —  B)?r  +  *Ajo  =  o, 

En  posant/*  =  e~^lp\  ...,  ~kt'=i —  e~lt,  ces  équations  se  réduisent  à 
A^'+(C-B)r/V=o,  ..., 

de  sorte  que  /?',  q' ,  r'  sont  les  mêmes  fonctions  de  t'  que  p,  q,  r  le  sont  de  t 
quand  il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures.  (  Voyez  Greenhill,  Fonctions  elliptiques, 
traduction  de  Griess,  p.  i55,  et  Padova,  Atti  clell'  Academia  di  Torino,  t.  XVI, 

i885-i886.) 

20.  Mouvement  d'une  sphère  homogène  mobile  autour  de  son  centre  dans  un 
milieu  résistant.  Cette  sphère  est  munie  à  sa  surface  d'ailettes  planes  de  nombre 
et  de  formes  quelconques,  dont  les  plans  passent  par  le  centre.  Trouver  le  mou- 
vement en  négligeant  les  masses  des  ailettes  et  supposant  que  la  loi  de  la  résis- 
tance est  la  même  que  dans  l'exercice  du  n°  403. 

Réponse.  —  Les  équations  d'Euler  sont  alors  des  équations  linéaires  simulta- 
nées à  coefficients  constants. 

21.  Un  corps  non  pesant  peut  se  mouvoir  autour  d'un  point  fixe  et  n'est  sou- 
mis à  aucune  force;  en  outre,  ce  corps  est  immobile.  A  l'instant  t,  on  fait  agir 
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sur  lui  une  force  F  donnée  en  grandeur  et  position.  Quelles  sont,  à  l'instant 
t-{-dt,  la  position  de  l'axe  instantané  de  rotation  et  la  vitesse  angulaire  de 
rotation? 

Même  question  si  l'on  fait  agir  plusieurs  forces. 

(Steiciien,  Crelle,  t.  43,  p.  161.) 

22.  Une  tige  pesante  d'épaisseur  infiniment  petite  est  mobile  autour  d'un  de 
ses  points  qui  est  fixe.  Trouver  son  mouvement. 

(Il  existe  sur  la  tige  un  point  qui  se  meut  comme  un  pendule  conique.) 
[Tissot,  Thèse  (Journal  de  Liouville,  t.  XVII,  i852.)] 

23.  Lorsqu'un  corps  tourne  autour  d'un  point  fixe  sous  l'action  de  forces  dont 
le  moment  par  rapport  à  l'axe  instantané  est  constamment  nul,  la  vitesse  de  rota- 
tion est  proportionnelle  au  rayon  vecteur  de  l'ellipsoïde  d'inertie  dirigé  dans  le 
sens  de  cet  axe.  La  réciproque  est  vraie. 

La  proposition  directe  s'applique  en  particulier  au  mouvement  d'un  corps  tour- 
nant autour  d'un  point  fixe  et  assujetti  à  rester  en  contact  avec  une  surface  fixe, 
sans  être  soumis  à  d'autres  forces  que  les  réactions  normales  de  la  surface. 
(  Flye  Sainte-Marie,  Journal  de  Liouville,  t.  III,  1877.) 

24.  Mouvement  d'un  solide  homogène,  pesant  de  révolution,  fixé  par  un  point 
de  son  axe  et  assujetti  à  s'appuyer  sur  un  cercle  fixe  dont  l'axe  passe  par  le 
point  de  suspension. 

i°  En  négligeant  les  résistances  passives; 

20  En  tenant  compte  du  frottement  de  glissement  de  la  surface  du  corps  sur  le 
cercle  fixe  et  supposant  la  composante  normale  de  la  réaction  du  cercle  dirigée 
perpendiculairement  à  la  droite  qui  joint  le  point  fixe  au  point  d'appui. 

(Astor,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1894,  p.  442-) 

25.  Dans  un  plan  fixe  se  trouve  une  circonférence  matérielle  homogène  de 
masse  m  dont  les  éléments  attirent,  suivant  la  loi  de  Newton,  les  éléments  d'un 
solide  dont  le  centre  de  gravité  est  assujetti  à  rester  fixe  au  centime  du  cercle. 
Trouver  le  mouvement  du  corps  en  supposant  que  ses  dimensions  soient  très 
petites  par  rapport  au  rayon  du  cercle. 

On  trouvera  la  solution  du  problème  à  l'aide  de  fonctions  6  à  deux  arguments, 
avec  de  nombreuses  indications  bibliographiques,  dans  la  dissertation  inaugurale 
de  M.  Oscar  Perron,  présentée  à  l'Université  de  Munich  en  1902  (  Wolf  und 
Sohn). 

Ce  problème  est  dans  un  rapport  étroit  avec  le  problème  du  mouvement  de  la 
Terre  autour  de  son  centre  de  gravité  :  dans  ce  dernier  problème  on  suppose 
ordinairement  que  l'ellipsoïde  central  d'inertie  est  de  révolution. 

20.  Interprétation  de  la  période  imaginaire  dans  un  mouvement  à  la 
Poinsot.  —  On  peut,  par  un  choix  convenable  des  conditions  initiales,  associer 
les  mouvements  deux  à  deux,  de  telle  façon  que  la  période  réelle  de  l'un  soit 
égale  à  la  période  imaginaire  de  l'autre  divisée  par  i.  (Appell,  Bulletin  de  la 
Société  mathématique  de  France,  t.  XXVI,  1898,  p.  98.  ) 
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CHAPITRE  XXI. 


CORPS   SOLIDE   LIBRE. 


I.  —  GENERALITES. 

404.  Équations  du  mouvement.  —  Pour  connaître  le  mouve- 
ment d'un  corps  solide  libre,  il  suffit  de  connaître  le  mouvement 
d'un  point  du  corps,  par  exemple  du  centre  de  gravité,  puis  le 
mouvement  du  corps  autour  de  ce  point. 

Imaginons  trois  axes  rectangulaires  fixes  0£,  Oyi,  OÇ(Jïg.  ^36) 

Fig.  236. 


I 


et  appelons  £,  r(,  Ç  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  par 
rapport  à  ces  axes.  Les  équations  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  donnent,  en  appelant  M  la  masse  du  solide, 


(0         Mg  =  ^. 


M 


d2  r\  ^  ^d^l 


cW- 


*1» 


dt'< 


=  2Fç, 


où  les  seconds  membres  sont  les  sommes  des  projections  des 
forces  appliquées  au  corps  sur  les  trois  axes  0£,  tj,  Ç. 

Menons  ensuite  par  le  centre  de  gravité  G  trois  axes  de  direc- 
tions fixes  G.T| ,  yt1  z^  par  exemple  trois  axes  parallèles  aux  axes 
fixes  0£,  yj,  Ç. 

Le  mouvement  du  corps  par  rapport  aux  axes  Qtx^y^  z{  est  le 
mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe  :  si  l'on  considère 
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trois  axes  G#,  y,  z  invariablement  liés  au  corps,  la  position  du 
corps  autour  de  G  sera  définie  par  les  trois  angles  d'Euler,  9,  cp,  >b 
des  axes  Gx,y,  z  avec  Gxt,  y{,  zx.  Nous  avons  obtenu  les  équa- 
tions du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe  en  appli- 
quant le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement.  Or  ce 
théorème  s'applique  au  mouvement  relatif  autour  du  centre  de 
gravité  (n°  335)  :  nous  pourrons  donc  appliquer  à  ce  mouvement 
toutes  les  équations  établies  précédemment  pour  un  solide  mobile 
autour  d'un  point  fixe. 

Appliquons,  en  particulier,  les  équations  d'Euler.  Prenons  pour 
axes  Gx,  yy  z,  liés  au  corps,  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs 
à  G,  et  appelons  A,  B,  C  les  trois  moments  principaux  d'inertie. 
A  chaque  instant,  les  vitesses  des  points,  par  rapport  aux  axes 
G#,,  yK ,  -Gt,  sont  les  mêmes  que  si  le  corps  était  animé  d'une 
rotation  instantanée  co  de  composantes  /?,  q,  r  suivant  les  axes 
Gx,  y,  z.  Le  moment  résultant,  par  rapport  à  G,  des  quantités  de 
mouvement  relatives  est  un  segment  Gcr,  ayant  pour  projections 
Ayj),  B^,  G/'  sur  les  axes  Gx,  y,  z.  On  a  alors,  en  appelant  L, 
M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces  appliquées  au  solide 
par  rapport  à  ces  mêmes  axes,  les  trois  équations  d'Euler 

A.$  +  (C-B>,r  =  L. 
(a)  {  B^  +  (A-G)/-/>==MJ 

C^-+.(B-À)/rçr=N. 

On  a  ainsi  six  équations  (i)  et  (2)  déterminant  les  six  para- 
mètres Ç,  r\,  Ç,  0,  c?,  <l)  en  fonction  de  t.  En  général,  les  seconds 
membres  de  ces  équations  dépendront  des  six  paramètres,  et  même 
de  leurs  dérivées  premières,  si  les  forces  dépendent  des  vitesses; 
de  sorte  qu'il  faudra  considérer  simultanément  les  six  équations. 

Dans  le  cas  où  le  corps  solide  n'est  pas  entièrement  libre,  les 
six  paramètres  sont  assujettis  à  certaines  relations;  mais  alors  des 
réactions  inconnues  s'introduisent. 

Remarque.  —  Les  axes  Gx,  y,  z  étant  les  axes  principaux,  la 
force  vive  du  corps,  dans  son  mouvement  relatif  autour  du  centre 
de  gravité,  est  A/?2  -+-  B^2  -+-  Cr2. 

A.,  IL  i5 
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Exemples  simples.  —  Dans  les  trois  exemples  suivants,  on  peut  inté- 
grer séparément  les  équations  (i),  puis  les  équations  (2). 

i°  Solide  pesant  dans  le  vide.  —  D'abord  le  centre  de  gravité  décrit 
une  parabole  comme  un  point  pesant  dans  le  vide.  Ensuite,  les  forces 
extérieures,  les  poids,  ayant  une  résultante  unique  appliquée  au  centre  de 
gravité  G,  les  quantités  L,  M,  N  sont  nulles  :  le  mouvement  du  corps  au- 
tour de  G  est  identique  au  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe,  dans  le  cas  où  les  forces  ont  une  résultante  unique  passant  par 
ce  point  :  c'est  donc  un  mouvement  à  la  Poinsot. 

20  Corps  solide  dont  les  éléments  sont  attirés  par  un  centre  fixe  0 
proportionnellement  à  la  masse  et  à  la  distance.  —  Les  attractions  ont 
une  résultante  unique  appliquée  au  centre  de  gravité  G  et  égale  à  l'at- 
traction qu'exercerait  le  point  O  sur  la  masse  totale  concentrée  en  G. 
Donc  le  point  G  décrit  une  ellipse  de  centre  O  (n°  223),  et  le  mouvement 
autour  de  G  est  un  mouvement  à  la  Poinsot. 

3°  Planète  supposée  formée  de  couches  sphériques  concentriques  et 
homogènes.  —  On  démontre,  dans  la  théorie  de  l'attraction,  que,  si  une 
planète  était  un  solide  formé  de  couches  sphériques  concentriques  et  ho- 
mogènes, l'attraction  newtonienne  d'un  point  extérieur  \x  sur  les  points  de 
la  planète,  admettrait  une  résultante  unique  appliquée  au  centre  de  gra- 
vité G  et  égale  à  l'attraction  du  point  [Jt.  sur  la  masse  totale  de  la  planète 
supposée  concentrée  en  G.  Alors,  quel  que  soit  le  nombre  des  points  atti- 
rants [jl,  la  résultante  de  leurs  attractions  sur  la  planète  serait  appliquée 
en  G  et  égale  à  celle  de  tous  les  points  sur  la  masse  de  la  planète  concen- 
trée en  G.  Le  mouvement  de  la  planète  autour  de  son  centre  de  gravité 
serait  alors  celui  d'un  corps  mobile  autour  d'un  point  fixe  G  quand  les 
forces  ont  une  résultante  passant  par  le  point;  mais  actuellement  l'ellip- 
soïde d'inertie  relatif  au  point  G  est  évidemment  une  sphère  et  tout  axe 
passant  par  G  est  principal;  le  mouvement  autour  de  G  consisterait  donc 
en  une  rotation  autour  d'un  axe  de  direction  fixe  dans  le  corps  et  dans 
l'espace.  Les  phénomènes  de  précession  et  de  nutation  n'existeraient  pas. 

405.  Mouvement  d'un  ensemble  de  solides.  —  Quand  il  s'agit 
d'un  ensemble  de  solides,  leurs  réactions  mutuelles  sont  des 
forces  intérieures  au  système.  Dans  certains  cas,  il  y  a  avantage  à 
considérer  un  des  corps  comme  isolé;  alors  il  faut  regarder 
comme  extérieures  à  ce  corps  toutes  les  forces  données  et  les 
actions  exercées  sur  lui  par  les  autres  corps  du  système. 


II.  —  CORPS  PESANT  EN  CONTACT  AVEC  UN  PLAN 

HORIZONTAL. 

406.  Historique.  —  Le  mouvement  d'un  corps  pesant  en  contact  avec  un 
plan  fixe  a  été  étudié  pour  la  première  fois  par  Poisson.  Dans  les  Tomes  5 
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et  8  du  Journal  de  Crelle,  Cournot  reprit  les  équations  de  Poisson  et  les 
appliqua  aux  cas  où  l'on  tient  compte  du  frottement.  Le  cas  particulier 
du  mouvement  d'une  sphère  avec  frottement  sur  un  plan  horizontal  (bil- 
lard) a  été  traité  par  Goriolis  dans  un  Ouvrage  publié  en  i835.  Puiseux 
{Journal  de  Liouville,  t.  XIII  et  XVII;  1848  et  1852)  applique  les  équa- 
tions de  Poisson  au   mouvement  d'un  solide  pesant  de  révolution  sur  un 
plan  horizontal  parfaitement  poli,  en  étudiant  principalement  les  varia- 
tions de  l'angle  que  fait  l'axe  de  révolution  avec  la  verticale.  Dans  le  qua- 
trième Volume  du  Quarterly  Journal  of  Mathematics,  1861,  M.  Slesser 
forme  les  équations  du  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  assu- 
jetti à  rouler  et  pivoter  sans  glisser  sur  un  plan  horizontal,  ce  qui  revient 
à  supposer  que  le  coefficient  du  frottement  de   glissement  est  infini,  de 
façon  à  rendre   tout   glissement   impossible;    il   emploie,   pour  traiter  le 
problème,  des  axes  mobiles  dans  le  corps  :  cette  même  méthode  est  suivie 
par  Routh  {Ri g id  Dynamics,  t.  II).  Le  problème  du  roulement  avec  pivo- 
tement d'un  corps  pesant  sur  un  plan  a   été   traité   aussi  par  Neumann 
{Mathcmatische  Annalen,  t.  XXVII,  1886).  Citons  enfin  un  Mémoire  de 
Schouten   :  Propriétés  générales  du  roulement  exact  d'un  corps  de 
révolution  sur   un  plan   horizontal  appliquées  au  mouvement  d'un 
corps  de  révolution  autour  d'un  point  fixe  de  son  axe  (  Verslagen  der 
Koninklijke  Akademievon  Wetenschappen  te  Amsterdam,  t.  V,  1889). 
Ces  méthodes  générales  s'appliquent  en  particulier  au  cas  du  cerceau    ce 
cas  a  été  traité  déjà  par  Ferrers  {Quarterly  Journal,   1872);    il   a   été 
repris    par  M.   Carvallo   {Journal   de   l'Ecole  Polytechnique ,   2e   série, 
Cahiers  V  et  VI  ;  1900  et   1901),  et  par   MM.   Korteweg  et  Appell  {Niew 
Archief  voor   Wiskunde,  2e  série,  t.  IV,  juillet  1899;  Rendi  Conti  del 
circolo  mathematico  di  Palermo,  août  1899;  Les  mouvements  de  rou- 
lement en  Dynamique,  Collection  Scientia,  1899,  n°  4). 

Nous  reviendrons  sur  ces  questions  comme  application  des  équations  de 
la  Mécanique  analytique. 

<407.  Corps  pesant  de  révolution  glissant  sans  frottement  sur  un 
plan  horizontal  fixe.  —  Imaginons  un  corps  solide  pesant  assujetti  aux 
conditions  suivantes  :  i°  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  G 
est  de  révolution  autour  d'un  axe  Qz\  20  le  corps  touche  un  plan  hori- 
zontal fixe  par  une  surface  de  révolution  autour  du  même  axe.  Ces  con- 
ditions sont  remplies,  en  particulier,  pour  un  solide  homogène  pesant  de 
révolution. 

Représentons  la  méridienne  de  la  surface  de  révolution  par  laquelle  le 
corps  doit  toucher  le  plan  fixe  {fig.  '23y).  Le  plan  tangent  en  un  point  P 
de  cette  méridienne  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  -sGP  sur  lequel 
il  a  pour  trace  PT.  Soit  Ç  la  distance  GQ  du  centre  de  gravité  au  plan 
tangent  et  0  l'angle  de  cette  perpendiculaire  avec  Gz:  Ç  est  une  fonction 
de  6 
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qui  est  déterminée  dès  que  la  méridienne  est  donnée.  Inversement,  on 
peut  se  donner  a  priori  une  relation  de  cette  forme  :  la  surface  corres- 
pondante a  pour  méridienne  une  courbe  enveloppe  des  droites  PT  vérifiant 
cette  condition,  il  est  évident,  en  outre,  que,  la  méridienne  étant  donnée, 
la  distance  QP,  que  nous  appellerons  p,  est  aussi  une  fonction  connue  de  0. 
Pour  déterminer  cette  fonction,    remarquons  que,  par  rapport  aux  axes 

Fig.  237. 


Gx  et  Gz  situés  dans  le  plan  de  la  méridienne,  la  tangente  PT  a  pour 

équation 

x  sin0 —  z  cos6  =  y(0). 

La  méridienne  étant  l'enveloppe  de  cette  droite  quand  6  varie,  on  obtient 
les  coordonnées  du  point  de  contact  P  en  associant  à  l'équation  précédente 
sa  dérivée  par  rapport  à  0 

^cosô  H-  s  sinô  =/'(0). 

Cette  dernière  équation  représente  donc  une  droite  passant  par  P  :  c'est 
la  normale  PR;  sa  distance  au  point  G  est  égale  à  QP.  On  a  donc 

p=±/'(0). 

Ceci  posé,  plaçons  le  solide  sur  un  plan  horizontal  fixe  £Or),  et  soit  P 
le  point  de  contact  de  la  surface  de  révolution  considérée  avec  le  plan 
{fig.  238).  Choisissons  dans  le  plan  fixe  deux  axes  rectangulaires  fixes  0£, 
Or)  et  prenons  un  axe  vertical  OÇ  vers  le  haut.  Soient  £,  tj,  Ç  les  coordon- 
nées du  centre  de  gravité  G,  0,  cp,  <\i  les  angles  d'Euler  définissant  la  posi- 
tion des  axes  principaux  d'inertie  Gx,  y,  z  liés  au  corps  par  rapport  à  des 
axes  Gxu  yi,  Z\  parallèles  aux  axes  fixes  0£.  t),  Ç;  l'axe  Gz  est  dirigé 
suivant  l'axe  de  révolution  :  les  moments  d'inertie  principaux  autour  de 
Gx  et  Gy  sont  alors  égaux,  A  =  B. 

On  voit  que  Ç  est  la  distance  GQ  du  centre  de  gravité  G  au  plan  tan- 
gent £07),  et  que  la  droite  GQ  fait  précisément  avec  l'axe  Gz  de  la  sur- 
face l'angle  0  ;  on  a  donc  la  relation 


(0 


c=/w, 
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/(G)  étant  une  fonction  connue.  C'est  cette  relation  (1)  qui  exprime  que  le 
corps  touche  le  plan  horizontal. 

Les  forces  agissant  sur  le  corps  sont,  en  appelant  M  sa  masse,  le  poids 
M^  appliqué  en  G  et  la  réaction  normale  R.  du  plan  appliquée  en  P. 

Fig.  238. 


Ces  deux  forces  étant  verticales,  on  a,  en  écrivant  deux  des  équations 


du  mouvement  du  centre  de  gravité, 


(a) 


M  %±  =  o. 
dP 


Le  point  Q,  projection  horizontale  du  centre  de  gravité,  est  donc  animé 
d'un  mouvement  rectiligne  uniforme. 

i°  La  projection  horizontale  de  G  est  fixe.  —  Nous  supposerons 
d'abord,  pour  simplifier,  que  la  vitesse  initiale  imprimée  au  centre  de  gra- 
vité est  nulle  ou  verticale.  Sa  projection  horizontale  est  alors  nulle  au 
début  et,  comme  cette  projection  reste  constante,  elle  est  toujours  nulle. 
Dans  ce  cas,  le  point  Q  est  fixe  et  le  centre  de  gravité  ne  fait  qu'osciller 
sur  la  verticale  de  ce  point. 

Appliquons  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  absolu.  La  force 

,,etotaleeStégaleàIaforee,,eM(J)%leIama5setoWleeoneentrée 

en  G,  plus  la  force  vive  A(/?2-f-  q%)  -+-  C/'2  dans  le  mouvement  relatif  au- 
tour de  G.  D'autre  part,  le  travail  de  la  réaction  normale  du  plan  est  nul, 
le  travail  élémentaire  du  poids  est  — Mg  dÇ.  On  a  donc  l'intégrale  des 
forces  vives 


(3) 


M 


\dt) 


+  A(^+^)  +  cr2  =  _2M^i;+  h. 


Remarquons  ensuite  que  les  forces  appliquées  au  corps,  réaction  du 
plan  et  poids,  ont  leurs  moments  nuls  par  rapport  à  G-Si;  comme  le  théo- 
rème des  moments  s'applique  au  mouvement  relatif  autour  du  centre  de 
gravité,  on  voit  que,  dans  ce  mouvement  relatif,  la  somme  des   moments 
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des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Gzt  est  constante.  La  projec- 
tion sur  G^!  du  moment  résultant  Gaj  des  quantités  de  mouvement  rela- 
tives est  donc  constante.  Or  les  projections  de  Gai  sur  les  axes  Ox,  y,  z 
étant  A/>,  Aq,  Gr,  on  a 

(4)  A/?  sinôsincp-hA^rsinôcoso  +  Cr  cosO  =  K. 

Enfin,  les  deux  forces  appliquées  au  corps,  réaction  et  poids,  rencontrent 
l'axe  de  révolution  Gz,  donc  N  =  o,  et  la  troisième  équation  d'Euler  est, 
puisque  A  =  B, 

(5)  Cdt=°>         ,=r°- 

Dans  les  équations  (3)  et  (4)  remplaçons  r  par  r0,p  et  q  parleurs  valeurs 
en  fonction  des  dérivées  0',  cp',  4/(11°  382),  l  par /(6)  et  ~  par/'(Q)G'. 
Ces  équations  prennent  la  forme 

I  [n-cy»(0)]e'«+*'»Bin«e  =  a-a/(e), 

j  <|/sin*8  =  p  — 6r0cosG, 

où  a  et  [3  sont  des  constantes  arbitraires,  tandis  que  a,  6,  c  sont  des  con- 
stantes positives  déterminées 

M  7        G  M 

Ces  deux  équations  (6)  donnent  6  et  ^  en  fonction  du  temps;  cp  est  ensuite 
déterminé  par  la  relation 

(7)  r0=  ep'-f-  ij/  cosQ. 
L'élimination  de  <]/  entre  les  deux  équations  (6)  donne 

(8)  (^  )   [i-hc/'2(6)]sin28  =  [a  —  a/(ô)]  sin2G  —  (  p  —  br0  cosQ)2, 

d'où  £  en  fonction  de  G  par  une  quadrature.  Si  /(G)  est  une  fonction  ra- 
tionnelle de  sinG  et  cosG,  cette  quadrature  sera  hyperelliptique  en  prenant 

comme  variable  tang-«  L'angle  Q,  partant  de  00,   ne  pourra  prendre  que 

d*es  valeurs  rendant  positive  la  fonction  du  second  membre 

*(8)  =  [a  — a/(8)]sin26— (p  — 6/'0cos6)2. 

Remarquons  que  /"(G)  désignant  la  distance  du  centre  de  gravité  au 
plan  fixe  est  toujours  fini,  et  substituons  à  la  place  de  0  les  valeurs  o,  0O, 
tu  :  nous  aurons  pour  <ï>(G)les  signes  — ,  -4-,  — ,  car  la  valeur  initiale  G0 
donne  évidemment  pour  G'  une  valeur  réelle.  La  valeur  G0  est   donc  com- 
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prise  entre  deux  racines  réelles  0t  et  02  de  4>(6)  et  0  ne  pourra  qu'osciller 
entre  ces  racines.  La  discussion  est  donc  analogue  à  celle  que  nous  avons 
faite  en  détail,  dans  le  Chapitre  précédent,  pour  le  mouvement  d'un  corps 
pesant  de  révolution,  mobile  autour  d'un  point  de  son  axe.  L'élimination 
de  dt  permettra  d'exprimer  également  ^  et  cp  en  fonction  de  0  par  des  qua- 
dratures. 

Courbe  décrite  sur  le  plan  par  le  point  de  contact.  —  Le  point  Q 
étant  supposé  fixe,  nous  le  prendrons  comme  origine  d'un  système  de 
coordonnées  polaires  dont  l'axe  polaire  QX  sera  parallèle  à  Ga^.  Le  rayon 
vecteur  QP  =  p  est  une  fonction  connue  de  0, 

P=±/'(6), 

déterminée  par  la  forme  de  la  surface  de  révolution  par  laquelle  le  corps 
touche  le  plan.   L'angle  polaire   ^  =  XQP  est  égal  à  ty -\ •  En  effet,  le 

plan  GQP  coïncide  avec  le  plan  projetant  horizontalement  l'axe  de  révolu- 
tion, c'est-à-dire  avec  le  plan  ZiGz;  or  la  normale  GI  à  ce  plan  fait  avec 
Gxi  l'angle  ty\   la  normale  QH  au  rayon  vecteur  QP,  dans  ie  plan  hori- 


égal  à  ty  H — .  On  a  donc 


zontal,  fait  donc  avec  QX  un  angle  égal  ^,  et  l'angle  XQP  =  ^  est  bien 

c 

\  ^L        d^  _     (3 —  6rocos0 

(9^  ~dt  ~"di  ~~         sin20 

L'élimination  de  dt  entre  cette  équation  et  l'équation  (8)  donne  ^  en 
fonction  de  6  par  une  quadrature,  et  comme  0  est  lié  à  p  par  une  équa- 
tion connue  p  =  ±f  (Q),  on  aura  ^  en  fonction  de  p  par  une  quadrature. 

2°  Cas  général.  —  Nous  avons  supposé  le  point  Q  immobile.  En  général, 
ce  point  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme.  On  étudiera 
alors  le  mouvement  du  corps  par  rapport  à  des  axes  Q,  X,  Y,  z\,  de  direc- 
tions fixes,  ayant  pour  origine  le  point  Q.  Gomme  ces  axes  sont  animés 
d'un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme,  le  mouvement 
relatif  du  corps  est  donné  par  les  mêmes  équations  que  le  mouvement 
absolu  (n°  334);  comme,  dans  ce  mouvement  relatif,  la  projection  hori- 
zontale Q,  du  centre  de  gravité,  se  fait  constamment  à  l'origine,  on  est 
ramené  au  cas  que  nous  venons  de  traiter. 

408.  Exemples.  —  i°  Toupie.  —  La  toupie  est  un  corps  pesant  de 
révolution  reposant  par  une  pointe  P  sur  un  plan  horizontal  fixe.  On  peut 
regarder  cette  pointe  comme  une  sphère  de  rayon  infiniment  petit  ayant 
son  centre  en  P(Jig.  239,  a).  Le  corps  pesant  touche  alors  le  plan  hori- 
zontal par  cette  sphère.  La  distance  Ç  =  GQ  est  ici  donnée  par  la  formule 

Ç  =  /cos0, 
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où  l  désigne  la  longueur  GP  ;  puis  p  =  QP  =  /  sinO.  II  faudra  donc,  dans 
les  équations  précédentes,  faire  /(  6)  =  l  cosO,  p  =  /sinO.  Le  deuxième 
membre  de  l'équation  (8)  devient  un  polynôme  du  troisième  degré  en  cosO, 
identique  à  celui  qui  se  rencontre  dans  le  problème  de  Lagrange  et  de 
Poisson. 

2°  Pièce   de  monnaie.  —  Une  pièce  de  monnaie  de   rayon  l,  glissant 
sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  fixe,  est  un  solide  de  révolution  en 

Fig.  239. 


contact  avec  le  plan  par  une  surface  réduite  à  une  circonférence  {fig.  289,  b). 
L'axe  de  la  surface  est  la  normale  Gz  au  plan  de  la  pièce,  la  méridienne  un 
point  de  la  circonférence.  On  a  actuellement 

GQ  =  Ç=/sin0,         PQ  =  p  =  /cosO. 

Il  faudra  donc  prendre 

/(6)  =  Jsinô,         p  =  /cos0. 

3°  Remarque  de  Puiseux  {Journal  de  Liouville,  t.  XIII). —  On  peut, 
quelle  que  soit  la  forme  de  la  surface  de  révolution,  prendre  r0  assez  grand 
pour  que  G  reste  aussi  voisin  qu'on  le  veut  de  sa  valeur  initiale  ô0.  En  effet, 
d'après  l'équation  (8),  il  faut  que,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement, 
la  fonction 

<ï>(0)  =  [a  —  a/(6)]sin26  —  (  p  —  br0  cos6)2 


soit  positive. 

Plaçons-nous  dans  les  conditions  initiales  suivantes  :  animons  le  corps 
d'une  rotation  r0  très  grande  autour  de  son  axe  de  figure  Gs,  puis  posons 
ce  corps  sur  le  plan  sans  donner  de  vitesse  au  centre  de  gravité.  Alors  p,  q, 

dP     dr\     dt  1     v  1,.  •    •  •  1  1         i>        «    1 

—r  •>  ~t  -=-  sont  nuls  a  1  instant  initial  :  on  en  conclut,  d'après  les  expres- 
dt    dt     dt  'ii 

sions  àep  et  q  en  fonction  de  <]/  et  6',  que  <]/  et  0'  sont  nuls  aussi  à  l'instant 

initial,  c'est-à-dire  pour  6  =  00.  D'après  les  formules  (6),  on  a  donc 

a  =  a/(0o),         (3  =:  6rocos0o, 
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et  la  fonction  <J>(G)  devient 

<L(0)  =  a[/(0o)  —  /(0)]  sin^O  -  b*r* (cos80—  C086:)*, 

où  la  racine  0o  est  en  évidence.  Supposons  que  G  aille  d'abord  en  crois- 
sant, il  ne  pourra  pas  aller  jusqu'à  tt,  car  6  =  u  rendrait  4>(ô)  négatif; 
donc  6  oscillera  entre  la  valeur  60  et  une  valeur  Gt  qui  est  la  première 
racine  de  4>(0)  rencontrée  entre  G0  et  7c.  Nous  voulons  montrer  que  l'on 
peut  prendre  r0  assez  grand  pour  que  Gt  soit  aussi  près  qu'on  le  veut  de  60. 
Écrivant  que  Oi  annule  4>(G),  on  a 

(cosGo-cosgo^  fLS^1[/(eo)-/(ei)]. 

°    '  0 

Soit  D  le  maximum  de  la  distance  du  centre  de  gravité  du  corps  au  plan 
qu'il  touche,  dans  toutes  les  positions  possibles, /(G0) — /(Qi  )  est  moindre 
que  2D,  sin2Q1  est  moindre  que  i,  et  l'on  a 


(cosGo—  cosGi)2  < 


u   '  0 


On  peut  donc  prendre  r0  assez  grand  pour  que  %i  et,  par  suite,  G  diffèrent 
de  G0  d'aussi  peu  qu'on  le  veut. 

4°  Théorie  du  pied  équilibriste  ou  gyroscope  Gerçât.  —  Les  calculs 
précédents  s'appliquent  au  mouvement  d'un  solide  de  révolution  assujetti 
à  des  liaisons  quelconques,  sans  frottement,  qui  s'expriment  analytique- 
ment  par  une  équation  de  la  forme  Ç  =y(G),  où  Ç  est  la  hauteur  du  centre 
de  gravité  au-dessus  d'un  plan  fixe  et  6  l'angle  de  l'axe  de  révolution  avec 
la  verticale;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  dans  l'appareil  suivant  qui, 
au  premier  abord,  paraît  assujetti  à  des  liaisons  d'une  tout  autre  nature 
que  celles  que  nous  venons  d'étudier. 

Le  pied  équilibriste  ABCDE(Jig-.  240)  est  formé   d'un  fil  métallique  de 


Fik. 


>4o. 


imm,  5  de  diamètre  environ.  Il  se  compose  à  peu  près  d'un  demi-cercle 
vertical  ABC  muni,  au  bas,  d'un  appendice  BDE  quia  pour  but  de  le  faire 
reposer,  sur  le  plan  horizontal,  par  la  partie  DE  qui  est  rectiligne  et  per- 
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pendiculaire  au  plan  du  cercle  ABC.  En  A  et  G,  le  fil  est  doublement 
recourbé  de  façon  à  former  deux,  coussinets  qui  reçoivent  les  extrémités 
de  l'axe  de  la  toupie  gyroscopique.  Dans  cette  position,  le  plan  moyen  du 
tore  de  la  toupie  passe  par  DE  :  le  centre  de  gravité  de  la  toupie  est  sur 
son  axe  dans  le  plan  mené  par  DE  perpendiculairement  à  l'axe  AG . 

Si  la  toupie  ne  tourne  pas,  l'équilibre  est  instable,  le  tout  bascule  autour 
de  DE.  Mais  si  la  toupie  tourne  sur  elle-même  avec  une  grande  vitesse 
(environ  cinquante  tours  par  seconde),  le  système  semble  être  en  équi- 
libre stable  quand  le  plan  DBE  est  vertical.  De  là  le  nom  de  pied  équili- 
briste  donné  par  l'inventeur  à  ce  jouet.  En  réalité,  le  pied  exécute  autour 
de  la  position  apparente  d'équilibre  des  oscillations  manifestées  par  un  son. 

La  masse  de  la  toupie  étant  très  grande  par  rapport  à  celle  de  la  mon- 
ture et  du  pied,  négligeons  complètement  ces  dernières  :  la  monture  et  le 
pied,  ayant  alors  une  masse  nulle,  ne  servent  qu'à  établir  entre  la  toupie 
et  le  plan  une  liaison  géométrique  qui  s'exprime  comme  il  suit.  Appelons 
Ç  la  distance  du  centre  de  gravité  G  de  la  toupie  au  plan  horizontal,  /  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  G  sur  DE;  quand 
l'appareil  s'incline  autour  de  DE,  l'axe  de  la  toupie  fait  avec  la  verticale 
ascendante  un  angle  G  et  l'on  a  Ç  =  /sinG.  Cette  relation  étant  identique 
à  celle  qui  se  présente  dans  le  cas  d'une  pièce  de  monnaie  mobile  sur  un 
plan  horizontal,  les  équations  du  mouvement  dans  le  cas  actuel  se  dé- 
duisent des  équations  générales  précédentes  en  supposant/(6)  =  /  sin6. 
La  remarque  de  Puiseux  s'applique  :  en  supposant  r0  suffisamment  grand, 
G  reste  aussi  voisin  qu'on  le  veut  de  60. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'axe  AC  est  primitivement  horizontal  et  part 

du  repos,  G  commence  par  être  égal  à  -j   G'   et   <]/  commencent  par   être 

nuls.  Les  équations  générales  montrent  alors  que  G  reste  égal  à— >  que 

P  =  o,  et  que  <j/  =  o,  ty  =  constante. 

(Pour  les  détails  de  la  discussion,  voir  un  article  de  M.  Carvallo,  Bul- 
letin de  la  Société  mathématique,  t.  XXI,  i8g3.) 

409.  Remarque  de  Thomson.  —  Nous  venons  de  voir  que  si  le  corps 
est  animé  d'une  rotation  rapide  autour  de  son  axe,  puis  posé  sur  le  plan 
sans  vitesse  imprimée  au  centre  de  gravité,  le  mouvement  est  stable,  en 
ce  sens  que  l'angle  de  l'axe  de  rotation  avec  la  verticale  est  sensiblement 
constant.  Jl  est  très  remarquable  que,  si  l'on  impose  de  nouvelles  liaisons 
au  corps,  ces  liaisons,  au  lieu  de  renforcer  la  stabilité,  peuvent  la  faire 
disparaître. 

Prenons,  par  exemple,  une  toupie  dont  la- surface  latérale  est  en  partie 
un  cylindre  de  révolution,  et  plaçons-la  entre  deux  plans  verticaux  fixes, 
Il  et  IT,  parfaitement  polis,  parallèles  au  plan  \  OÇ,  de  telle  façon  que  l'axe 
Gz  de  la  toupie  soit  assujetti  à  rester  dans  un  plan   fixe  parallèle  au  plan 

TU 

£OÇ.  Dans  ces  conditions,  l'angle  <\>  est  constant  et  égal  à—;  <j/=o.  La 
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mise  en  équation  est  la  même  que  précédemment,  à  condition  de    tenir 


compte  de  cette  condition   ^ 


TC 


de  faire /(0)  =  /cosO,  puisqu'il   s'agit 


d'une  toupie,   et  d'ajouter  aux  forces  extérieures   les    réactions   normales 
des  deux    plans   II  et  II',  réactions   qui   sont   horizontales  et  rencontrent 
l'axe  G z  du  corps. 

La  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité  G  étant  nulle,  la  projection  hori- 
zontale Q  de  ce  point  est  fixe. 


Le  théorème  des  forces  vives  appliqué  au  mouvement  absolu  donne 
[première  équation  (6)  où  <{/  =  o,/(6)  =  /cosG] 

6'2(i  +  c/9-sin2  0)  =  a  —  a/cosQ. 

Si  l'on  suppose  la  toupie  animée  au  début  d'une  rotation  ;-0  autour  de 
son  axe  de  figure  supposé  immobile,  6'  doit  être  nul  pour  G  =  60.  On  a 
donc  a  =  al  cosG0, 

6'2(n-c/2sin29;  =  «Z(cosG0—  cosG). 

Comme  le  second  membre  doit  être  positif,  6  partant  de  G0  ne  peut  que 
croître,  et  la  toupie  se  renverse.  On  a,  en  outre,  cp' =  r0. 

La  même  remarque  s'applique  au  pied  équilibriste  (n°408,  4°  )  :  si  l'on 
empêche  la  base  DE  de  tourner,  en  Ja  plaçant  dans  une  fente  du  parquet, 
l'appareil  se  renverse. 

410.  Corps  pesant  touchant,  par  une  surface  cylindrique,  un  plan 
horizontal  poli.  —  Le  corps  va  toucher  le  plan  horizontal  tout  le  long 
d'une  génératrice  PP\  Prenons  les  mêmes  axes  fixes  0£,  rh  Ç  et  les  mêmes 
axes  mobiles  Gx{,  y\,  z^  que  dans  la  question  précédente;  puis,  choisis- 
sons pour  axes  liés  au  corps  la  parallèle  Gx  aux  génératrices  du  cylindre 
menée  par  le  centre  de  gravité,  et  deux  axes  rectangulaires  Q  y  et  Gz 
dans  le  plan  de  la  section  droite.  La  perpendiculaire  Ç  =  GQ,  abaissée  du 
point  G  sur  le  plan  horizontal,  fait,  avec  Gz,  l'angle  appelé  0  :  la  forme 
de  la  section  droite  étant  donnée,  on  aura  encore  une  relation  géométrique 
de  la  forme  Ç=y(G).  De  plus,  l'axe  Gx  étant  parallèle  au  plan  horizontal 
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est  dans  le  plan  a?iGjKi,  l'angle  d'Euler  o>  est  nul.  Les  expressions  de  p, 
q,  r  deviennent  donc 


(10) 


p  =  0',         g  =  <[/sin 


/-  =  <]/  cosO. 


On  voit  que  la  projection  horizontale  Q  du  centre  de  gravité  est  encore 
animée  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  car  les  seules  forces  exté- 

Fig.  242. 


Heures,  poids  et  réactions  normales  du  plan,  sont  verticales.  Le  cas  général 
peut  se  ramener  au  cas  où  Q  est  immobile. 

Actuellement,  les  axes  Gx,  y,  z  n'étant  pas  principaux,  la  force  vive  du 
corps  dans  son  mouvement  autour  du  centre  de  gravité  est 

2T  =  A/?2-f-B^2-{-  O2  —  iT>qr  —  lErp  —  2F pq, 

et  les  projections  du  moment  résultant   G^  des  quantités  de  mouvement 
relatives  sur  les  axes  Gx,  y,  z  sont 

dT     dT     dT 
dp      dq       dr 

Le  théorème  des  forces  vives  appliqué  au  mouvement  absolu  donne 
donc,  d'après  le  théorème  de  Kœnig  et  les  valeurs  de/?,  q,  r, 

/   [A-f-M/'2(6)]6'2 
(M)  +(Bsin26  +  Ccos26  —  2D  sin6  cos6)<]/2 

(  _  2(Fsin6-l-Ecos0)6'^'r=  —  2M^/(9)  +  /i. 

D'autre  part,  la  somme  des  moments  des  forces,  par  rapport  à  l'axe  Gz\, 
est  nulle.  La  projection  sur  Gzt  du  moment  résultant  Gaj  des  quantités 
de  mouvement  relatives  est  donc  constante.  Ce  qui  donne 


dT 


dT 


'  dp  dq 


dr 


Actuellement,  comme  cp  est   nul,  les    trois   cosinus  y,  y'»  Y"  sont  y  =  o, 
Y'=  sin6,  y"=  cos6.  On  a  donc 

sin6(B^  —  Fjd  — D/')-hcos6(Gr  — Dgr  —  Ep)  =  K 
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ou,  enfin, 


(12)     (Bsin?-6  +  Ccos2G  —  2D  sinO  cosG)<|/—  (F  sinô  4- E  cos8)0'  =  K. 

Ces  deux  équations  donnent  0  et  ^  en  fonction  de  t.  L'élimination  de  <]/ 
donne  une  équation  de  la  forme 


~di 


d'où  l'on  tire  -^  en  fonction  de  6,  puis  t  en  fonction  de  6  par  une  quadra- 


ture. On  a  ensuite  <\>  en  fonction  de  6  par  une  autre  quadrature.  L'angle  6 
ne  peut  prendre  que  des  valeurs  rendant  positive  la  quantité  W(6).  Nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  cette  discussion  et  de  chercher,  comme 
précédemment,  le  lieu  du  point  P  projection  du  centre  de  gravité  sur  la 
génératrice  de  contact. 

Si  le  corps  est  un  prisme  reposant  par  une  arête  PP'  sur  le  plan,  on 
pourra  prendre  le  plan  GPP'  pour  le  plan  des  xz  :  alors  GQ  =  Ç  =  /cosô, 
/  désignant  GP. 

Remarque. —  Le  corps  étant  abandonné  à  lui-même  sans  vitesse,  cher- 
chons s'il  peut  arriver  que  la  génératrice  de  contact  PP'  se  déplace  paral- 
lèlement à  elle-même.  (Agrégation,  1893.)  Dans  cette  hypothèse,  les  valeurs 
initiales  de  6'  et  <]/  sont  nulles,  et  il  faut  voir  si  4/  peut  rester  nul  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement.  On  a  donc  K  =  o;  comme  6'  n'est  pas  nul, 
l'équation  (12)  montre  que,  pour  que  <]/  reste  constamment  nul,  il  faut  et 
il  suffit  que  E  =  o,  F  =  o  :  cela  veut  dire  que  le  plan  de  la  section  droite 
yGz  mené  par  G  est  un  plan  principal  d'inertie  relatif  au  point  G. 


411.  Mouvement  avec  frottement  d'une  sphère  homogène  pesante 
sur  un  plan  horizontal  (bille  de  billard).  —  Prenons  dans  le  plan  hori- 
zontal, sur  lequel  se  meut  la  sphère,  deux  axes  fixes  0£,  Orj;  nous  pren- 

Fig.  243. 


drons  pour  axe  des  Ç  une  verticale  dirigée  vers  le  haut.  La  bille  est  sou- 
mise à  deux  forces  :  son  poids  M  g  appliqué  en  son  centre  G  et  la  réaction 
du  plan  appliquée  au  point  de  contact  A  ;  cette  dernière  force  a  une  com- 
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posante  verticale  N  et  une  composante  horizontale  F,  dont  les  projections 
sur  les  axes  0£  et  Ot]  sont  X  et  Y. 

Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  sont  ainsi 

Ç  étant  constant,  la  dernière  donne 

N  =  Mg; 

la  composante  normale  de  la  réaction  est  donc  toujours  égale  au  poids  de 
la  bille.  Les  lois  du  frottement  de  glissement  montrent  alors  que  la  com- 
posante tangentielle  F  a  une  intensité  constante 

F=fM#. 

Pour  un  observateur  entraîné  par  le  centre  de  gravité,  la  sphère  semble 
tourner  autour  de  ce  point;  soit  to  la  vitesse  instantanée  à  l'époque  t, 
nous  désignerons  par/?,  g,  r  ses  composantes  suivant  trois  axes  Gx,  y,  z 
parallèles  aux  axes  fixes  menés  par  le  centre  de  la  sphère.  Nous  appli- 
querons dans  ce  mouvement  relatif  le  théorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  par  rapport  aux  axes  z,  x  et  y.  La  vitesse  relative  d'un 
point  quelconque  m(x,  y,  z)  ayant  pour  projections 

V.r  =  gz  —  rjr,         \y  =  rx—pz,  V-  =  py—g  x, 

le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de  ce  point,  par  rapport  à  Gs, 
a  pour  expression 

m  (  x  Y  y  —  y  \  x  )  =  mi  (  x2  -+■  y2  )  —  p/nxz  —  g  myz . 

Faisons   la   somme   de   toutes   les   quantités  analogues  pour  les  divers 
points  de  la  sphère,  nous  aurons 

-Lîn{x\y—yYx)  =  MKV, 

puisque  les  sommes  Iimxz,  "Lmyz  sont  nulles  et  que  2/n(a?2-t-j'2)  est  le 
moment  d'inertie  MK2  de  la  sphère  par  rapport  à  un  diamètre.  Les  forces 
appliquées  à  la  bille  rencontrent  toutes  deux  Oz,  par  conséquent  on  a 
l'équation 

-f-(MK2r)  =o 

qui  montre  que  la  composante  verticale  de  la  rotation  reste  constante. 
Par  un  calcul  semblable,  nous  aurons,  pour  les  axes  Gx  et  Gy, 

(2)  MK2^  =  RY,         MK2-7-=—  RX, 

v    J  cil  dt 
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où  les  seconds  membres  sont  les  moments  de  F  par  rapport  aux  axes  Gx 
et  Gy. 

Appliquons  maintenant  la  deuxième  loi  du  frottement,  savoir  que  F  est 
en  sens  inverse  de  la  vitesse  du  point  de  la  sphère  qui  est  en  A.  La  vitesse 
absolue   de    ce    point    est    la    résultante    de    sa     vitesse    d'entraînement 

(  -f  >  -?>  -r  )  et  de  sa  vitesse  relative  Vr  =  —  7R,  Vv  =  +  pR.  Vz=±  o; 
\dt     dt     dt)  *     >     J  r    ' 

si  donc  nous  désignons  par  u  et  v  les  projections  de  la  vitesse  cherchée 

sur  0£  et  Orj,  nous  aurons 

il  nous  faut  exprimer  que  X  et  Y  sont  proportionnels  à  u  et  v\ 

u       X 

v   =  Y' 

Nous  allons  en  déduire  que  la  vitesse  (uv)  du  point  qui  est  en  A  a  une 
direction  fixe.  Nous  avons,  en  effet,  en  différentiant  les  dernières  équa- 
tions 

du        d1^  dq  dç        dl  tj  dp 

~di  " '  ~dP>~      ~dt'  dt  "  ~dtF-  +      ~dt} 

,  ,  ,  d'2£     d-r]     dp     dq 

dans  ces  équations,   remplaçons  ~—j—^  -r-r  1  ~t-j  —f-  par  leurs  valeurs  dé- 
duites de  (1)  et  (2),  nous  aurons 

du       X        _R*_  ±  =  1  R2   Y 

dt  "  M  "*"  MR2 Y  '  ^  ~    M  +  MK2     ' 


d'où  nous  tirons,  par  division. 


et,  par  conséquent, 


ou,  en  intégrant, 


du        X 

dv  =  Y 


u 

—  =  const. 

v 


La  force  de  frottement  est  ainsi  constante  en  grandeur  et  direction.  Le 
mouvement  du  point  G  se  faisant  sous  l'action  de  cette  seule  force,  la  tra- 
jectoire de  ce  point  est  une  parabole. 

Les  composantes  X,  Y  de  la  force  de  frottement  étant  constantes,  les 
projections  u,  v  de  la  vitesse  du  point  qui  est  en  A  sont,  d'après  les  équa- 
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lions  (3),  des  fonctions  linéaires  du  temps.  Ces  quantités  u,  v  décroissent 
en  valeurs  absolues.  Si  nous  supposons,  par  exemple,  u  positif,  X  est  né- 
gatif d'après  les  lois  du  frottement;  il  en  est  de  même  de  — ,  et  la  com- 
posante u  décroît  :  elle  arrivera  nécessairement  à  zéro  au  bout  d'un  temps 
fini  T,  puisqu'elle  dépend  linéairement  du  temps;  si  u  était  négatif,  X 
serait   positif  et   ce    serait   en    croissant    que    u   s'approcherait   de    zéro. 

Puisque  le  rapport  —  est   constant,   les   deux   composantes  de  la  vitesse 

s'annulent  au  même  instant.  A  partir  de  ce  moment  T  il  n'y  a  plus  de  glis- 
sement, et  le  roulement,  accompagné  de  pivotement,  qui  se  produit  alors, 
est  stable;  car  si  en  dérangeant  la  bille  on  produisait  un  petit  glissement, 
d'après  ce  qui  précède,  le  glissement  disparaîtrait  dans  un  temps  très 
court. 

A  partir  de  l'instant  T  le  mouvement  est  donc  un  roulement  avec  pivo- 
tement. La  réaction  tangentielle  du  plan  est  alors  une  force  F,  de  direction 
inconnue,  assujettie  à  la  condition  F<jfN.  Nous  allons  voir  que,  si  l'on 
néglige  le  frottement  de  roulement  et  pivotement,  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  devient,  à  partir  de  l'instant  T,  rectiligne  et  uni- 
forme et  F  devient  nul.  En  effet,  si  nous  continuons  à  appeler  X  et  Y  les 
projections  de  F  dans  cette  deuxième  phase,  les  équations  (i)  et  (2)  sub- 
sistent sous  la  même  forme  Si  entre  ces  équations  nous  éliminons  X  et  Y, 
nous  aurons 

d*-\        \^dq_  d*i\        K2  dp 

{a  }  dïï  +   R"  ~dt  ~  °'  ~dtï  ~~  R"  ~di  ~  °' 

Gomme,  dans  cette  nouvelle  phase,  il  y  a  roulement  et  pivotement,  les 
quantités  u  et  v  sont  nulles  et  l'on  a 

Tirant  de  là  p  et  q  pour  les  porter  dans  (4),  on  trouve 

d*-  £  d1  r) 

dV-  ~  °'  If-  """  °' 

Le  mouvement  de  G  est  donc  rectiligne  et  uniforme,  et  les  équations  (1) 
montrent  que  X  et  Y  et,  par  suite,  F  sont  nuls. 

Suivant  une  remarque  de  Goriolis,  les  équations  (4)  étant  obtenues  par 
l'élimination  de  X  et  Y  ont  lieu  quelle  que  soit  la  réaction  tangentielle  du 
plan  :  elles  s'appliquent  donc  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  aussi 
bien  à  la  première  qu'à  la  deuxième  phase.  Or  ces  équations  s'intègrent 
immédiatement  et  donnent 

d\        K2  dri        K2 

(5)  *-*•■**=">  dï-RP  =  b- 
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Pour  interpréter  ces  formules,  prenons   un   point  II   situé  au-dessus  cl  11 

K2        2 

centre  à  une  distance  GH  =  — —  =  -  R;  ses  coordonnées  relatives  à  Gx,  y,  z 

li         5  J 

K2 

seront  o,   o,  -=r  ;   il  en   résulte  que  les  premiers  membres   des    équations 

précédentes  sont  les  projections,  sur  0^  et  Or),  de  la  vitesse  absolue  du 
point  de  la  bille  qui  à  l'instant  considéré  est  en  H;  on  voit  que  la  vitesse 
de  ce  point  est  constante  en  grandeur  et  en  direction  :  elle  peut  être  con- 
sidérée comme  donnée  par  l'état  initial  du  mouvement  et  est  indépendante 
de  toute  hypothèse  sur  la  loi  de  la  force  tangentielle  F.  En  particulier, 
dans  le  mouvement  final  (deuxième  phase),  u  et  v  sont  nuls  et  l'on  a 

dt    _   „  R  dTi     _  n  R  . 

dt        1     ■  dt  r     ' 

en  portant  ces  valeurs  de  p  et  q  dans  les  équations  (5),  il  vient 
/  K*\    d\  l  K2\    drt 

K2       2 

et,  comme  =r-  =  -?  les  composantes  de  la  vitesse  finale  du  centre  de  gra- 
vité sont 

d\         5  dr.         5 

al        7  dt         7 

ces  composantes  sont  ainsi  connues  en  fonction  des  conditions  initiales 
qui,  d'après  (5),  servent  à  calculer  a  et  b. 

Par   exemple,  il  peut  arriver  que,   dans  les  équations  (5),  les  valeurs 

initiales  de  -^  y  —r-  soient  positives,  mais  que  les  valeurs  initiales  de  p  et  q 

soient  choisies  de  telle  façon  que  a  et  b  soient  négatifs.  Alors,  au  début, 
le  centre  de  gravité,  supposé    situé  dans  l'angle  positif  £  Or),  s'éloigne  du 

point  0;  mais  dans  la  phase  finale  -j-*  ~  sont  négatifs  et  la  bille  revient 

en  roulant  et  pivotant  de  façon  à  se  rapprocher  de  O. 

412.  Cerceau.  —  Imaginons  un  solide  pesant  qui  remplisse  les  condi- 
tions suivantes  : 

i°  Le  solide  est  terminé  par  une  arête  vive  ayant  la  forme  d'un  cercle  K 
de  rayon  a  ; 

20  Le  centre  de  gravité  G  du  corps  est  situé  au  centre  du  cercle  K  ; 

3°  L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  G  est  de  révolution 
autour  de  la  perpendiculaire  Gtz  au  plan  du  cercle. 

Supposons  ensuite  que  le  corps  solide  ainsi  constitué  soit  assujetti  à 
rouler  sans  glisse?'  sur  un  plan  horizontal  fixe  FI. 

L'intégration  des  équations  de  ce  problème  de  mécanique  peut  être 
A.,  II.  .6 
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ramenée  à  des  quadratures  si  l'on  introduit,  comme  élément  analytique, 
la  fonction  hypergéométrique  de  Gauss;  ce  fait  a  lieu  en  particulier  pour 
le  mouvement  du  cerceau  (1). 

Soit  II  le  point  de  contact  du  cercle  K  avec  le  plan  fixe  (jig.  244)-  Pour 

Fi g.  244. 


étudier  le  mouvement  du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité  G,  pre- 
nons d'abord  trois  axes  Gxxyxzx  de  directions  fixes,  Gzx  étant  la  verticale 
ascendante;  puis  trois  axes  mobiles  Gxyz  qui  sont  :  i°  un  axe  Gz  normal 
au  plan  du  cercle  K;  i°  un  axe  Gx  perpendiculaire  au  plan  zGz^:  3°  un 
axe  Gy  perpendiculaire  aux  deux  premiers. 

L'axe  Gx  est  une  horizontale  du  plan  du  cercle  K;  l'axe  G  y  est  une 
ligne  de  plus  grande  pente  ascendante  du  plan  du  cercle;  le  point  II  se 
trouve  sur  la  partie  négative  de  Gy. 

Ces  axes  mobiles  sont  identiques  à  ceux  que  nous  avons  employés  dans 
le  n°  400  pour  l'étude  du  mouvement  d'un  solide  de  révolution  suspendu 
par  un  point  de  son  axe.  Nous  désignerons,  comme  dans  ce  numéro,  par  0 
et  <1»  les  angles  zx  Gz  et  X\Gx,  et  par  P,  Q,  R  les  composantes  suivant 
G  a?,  Gy,  Gz  de  la  rotation  instantanée  il  du  trièdre  Gxyz  : 


(û) 


P  = 


Q  =  <]/sinO,         R  =  <j/cosG. 


Une  fois  connue  la  position  du  trièdre  Gxyz,  pour  connaître  la  position 
du  corps  il  suffit  de  connaître,  en  outre,  l'angle  <p  que  fait  un  rayon  G  M 
du  cercle  K  invariablement  lié  au  cercle  avec  Gx.  La  rotation  instan- 
tanée a)  du  corps  solide  est  alors  la  résultante  de  la  rotation  il  du  trièdre 
Gxyz  et  d'une  rotation  cp' autour  de  Gz;  les  composantes  p,  q,  r  de  cette 
rotation  sont  donc  (n°  400) 


(u>) 


P 


=  P  =  6'. 


q  =  Q=  <]/sinO, 


\\ 


Appelons  u,  v,  w  les  projections  de  la  vitesse  absolue  du  centre  de  gra- 
vité sur  les  axes  mobiles  Gxyz.  Gomme  ces  axes  sont  animés  d'une  rota- 


(')    Voyez  Korteweg  et  Appelé,  Rendiconli  ciel  Circolo  Matematico  di  Pa- 
levmo,  août  1899. 
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t  ion  instantanée  12,  les  projections  de  l'accélération   absolue  J  du  point  G 
sur  ces  mêmes  axes  sont,  d'après  des  formules  connues  (t.  I,  n°  Ci), 

du 

4-Q  —  R», 


Forces.  —   Prenons,  pour  simplifier,  la  niasse  du  corps  pour  unité  :  les 
forces  appliquées  au  solide  sont  : 

i°  Le  poids  g  appliqué  en  G,  et  ayant  pour  projections  sur  Gx,  Gy,Gz 

o,     — ^sin6,     — ^cosO; 

2°   La  réaction  du  plan  appliquée  en  ÏJ,  et  ayant  pour  projections 

X,     Y,     Z. 

Les  équations  du  mouvement  peuvent  alors  s'écrire  comme  il  suit  : 
Equations  du  mouvement  du  centre  de  gravité.  —  La  projection  de 
l'accélération  J  du  point  G  sur  chacun  des  trois  axes   Gxyz  est  égale  à  la 
so  mme  des  projections  des  forces  extérieures  sur  le  même  axe.  On  a  ainsi 
les  trois  équations 

-4-Qw  _  RP    —  X, 
i  6  i  /   j    +Rh-  ?w  =  Y  —  g  sfn 0, 


où  il  faut  faire 


P  v   — Qu  =  Z — £-cos0, 


P—p,         Q  =  <7,         R  =  <7cot0. 


Equations  du  mouvement  autour  du  centre  de  gravité.  —  Appelons 
A,  A,  G  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  Gxyz.  Soit,  dans  le 
mouvement  relatif  autour  de  G,  Ga  le  moment  résultant  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  à  G;  ce  vecteur  Ga  a  pour  projections  sur  Gxyz  : 

ax=Ap,  <7y=zAq,  c7.=  C/\ 

D'autre  part,  le  moment  résultant  GS  des  forces  extérieures  par  rapport 
à  G  se  compose  du  moment  du  poids  qui  est  nul  et  du  moment  de  la  réac- 
tion (X,  Y,  Z)  appliquée  au  point  H  de  coordonnées  (o,  — «,  o).  Le  mo- 
ment résultant  GS  a  donc  pour  projections  les  moments  de  la  réaction 
par  rapport  aux  axes  Gxyz 

Sx  =  —  aZ,         S  j  =  o,         S- =  aX. 

Pour  exprimer  le  théorème  des  moments  dans  le  mouvement  autour 
de  G,  on  écrit  que  la  vitesse  relative   du    point   a   par   rapport   aux   axes 
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GxiyiZ^  de   directions  fixes  menés  par  G  est  égale  au  vecteur  GS.  On  a 
ainsi  les  équations  (n°  386) 


de* 

~dT~ 


+  Qff-—  R(Ty=  Sa-, 


c'est-à-dire,  comme  P  =  jd,  Q  =  q,  R  =  #  cotO, 

[   \(lJ2  +(Gr-  AtfcotOW/  =—  «Z, 

(7)  <  A-y-  —  (G/-  —  A<7  cotO;/?  =  o, 

f  r  clr  v 

\       dt 

Conditions  géométriques.  —  Pour  écrire  que  la  circonférence  K  roule 
sur  le  plan,  il  faut  écrire  que  la  vitesse  du  point  matériel  H  au  contact  est 
nulle.  Cette  vitesse  est  la  somme  géométrique  de  la  vitesse  de  translation 
(u,  v,  w)  des  axes  G%\y\Zu  égale  et  parallèle  à  la  vitesse  de  G,  et  de  la 
vitesse  due  à  la  rotation  00  autour  de  G  ;  cette  dernière  vitesse  a  pour 
composantes,  suivant  les  axes  Gxyz,  qz  —  ry,  . .  . ,  où  a?,  y,  z  sont  les 
coordonnées  de  H(o,  —  a,  o).  En  écrivant  que  les  trois  projections  de  la 
vitesse  du  point  matériel  H  sur  les  axes  Gxyz  sont  nulles,  on  a  ainsi  les 
équations 

(  8  )  u  -+-  ar  =  0,         v  =  o,         w  —  ap  =  o. 

En  remplaçant  u,  v,  w  par  leurs  valeurs  tirées  de  ces  dernières  rela- 
tions, dans  les  équations  (6),  on  a  un  système  de  six  équations  (6)  et  (7) 
définissant  6,  cp,  ty,  X,  Y,  Z. 

L'élimination  de  X,  Y,  Z  donnera  trois  équations  définissant  6,  cp,  ^  en 
fonction  de  t. 

Pour  achever  le  calcul,  on  peut  procéder  comme  il  suit  : 

Eliminons  X  entre  la  première  des  équations  (6)  et  la  dernière  des  équa- 
tions (7),  nous  aurons 

du  .  ,.        G  dr 

dt        1     "      J  a    dt 

ou,  en  remplaçant  u,  v,  w  par  leurs  valeurs  (8), 

dr 

(9)  (C-t-«2)  -£■  —  a'-pq  =  o; 

adjoignons  à  cette  équation  la  deuxième  des  équations  (7)  : 

.   dq         .  _ 

(10)  A  -j (G/1  —  Aq  cotO)/>  =  o. 
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Nous  aurons  ainsi  deux  équations  pouvant  servir  à  déterminer  q  et  r  en 
fonction  de  0.  En  effet,  remplaçons-y/»  par  —  :  le  facteur  dt  disparait, 
et  l'on  a  les  deux  équations 

(il)  <  , 

(   ^i-Cr  +  A?cote  =  o 

formant  un  système  d'équations  linéaires  et  homogènes  définissant  q  et  r 
en  fonction  de  0.  En  tirant  q  de  le  première  pour  le  porter  dans  la 
deuxième,  on  a,  pour  déterminer  /*,  l'équation  du  deuxième  ordre 

.      ,  d2  r        dr        A  Ca- 

v  d02        <70  Ad  H- A  a2 

Cette  équation  donne  r  en  fonction  de  0;  la  première  de  (ii)  donne  q. 
En  lui  adjoignant  l'équation  des  forces  vives 

w2-f-  e2-f-  <v2-f-  A(/>2  +  q-)+  Gr2  =  -  2#a  sinO  -+-  />, 

on  obtient  0  en  fonction  de  t  par  une  quadrature;  le  deuxième  membre  de 
cette  équation  est  le  double  du  travail  de  la  pesanteur  — gt,  Ç  désignant 
la  cote  asinO  du  point  G. 

Intégration  de  l'équation  (12).  —  Par  la  substitution 

cos28  =  s, 
l'équation  (12)  devient 

d'-r        /  i        3    \  dr               Ca2 
s(\  —  s)  ■-.-—  -+- 5     -y- — - — r  =  o. 

Cette  équation  est  celle  de  la  série  hypergéométrique  de  Gauss,  dans 
laquelle 

1  Q        t  C«2 


9/  '    r       2'  P       4A(G-ha2) 

On  sait  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Gauss  (Œuvres  com- 
plètes, t.  III,  p.  210)  est 

XF(a,  p,  y,  *")  -i-  [xa?1-YF(a  4-1  —  y,  [3  -+-  1  —  y,  2  —  y,  a?), 
X  et  ix  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Donc  l'expression  de  r  est 

r  =  XFTa.  3,  -,  cos2(A  +  p.  cosOF^a-^  I,  p+  I,  2,  cos20 

On  a  ensuite 

_  C  -h  a2   dr 

q  ~  ~^~  7/0  ' 
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ce  qui   donne   également   q   exprimé  par  des  séries   hypergéométriques . 

Enfin,  l'équation  des  forces  vives  où  p  —  —  donne  t  en  fonction  de  6  par 

une  quadrature. 

On  peut  également,  pour  intégrer  l'équation  (12),  employer  une  substi- 
tution indiquée  par  M.  Korteweg  {Rendiconti  del  Circolo  di  Palermo, 
août  1899).  Cette  équation,  en  effet,  se  transforme  par  la  substitution 


dans 
(i3) 


(  1  —  .r2  ) 


<P 


cos6  =  ce, 

dr  G  a- 


dx* 
Les  nouvelles  substitutions 


?.X 


dx        A  (  G  4-  a2  ) 


/'  =  o. 


x  =  ±  (  j  — ,  2  t) 


donneront 


Ga- 


.  d2  r        .  .  dr 

'  dt        À   G  +  a2j 


dt- 


r  =  o. 


Sous  cette  forme,  l'équation  s'identifie  avec  celle   de   la  série  hypergéo- 
métrique,  en  posant 

G  a2 


(«4; 


T 


a'+p'=i,         a'P' 


A(C  +  «2) 
Elle  possède  donc  l'intégrale  particulière 

F(af,p',i,  *). 
En  substituant  successivement  dans  cette  intégrale 


t  =  -(i±x), 
1 

on  obtient  l'intégrale  générale  de  l'équation  (10)  sous  la  forme 

(i5)  /•=  VF  Ta',  p',  r,  ^(H-*)l  +  [*■' F    «',  ?',  1,^(1  -*)] 

(x  =  cos6). 

Cette  solution  peut  présenter  des  avantages  dans  des  cas  particuliers,  à 
savoir  les  cas  où  0  peut  atteindre  l'une  des  valeurs  o°  ou  1800,  ou  s'en 
approcher  indéfiniment. 

En  premier  lieu,  elle  nous  avertit  que  le  même  mouvement  ne  peut  pas 
contenir  ces  deux  valeurs,  si,  du  moins,  r  n'est  pas  constamment  égal  à 
zéro.  Car,  si  V  diffère  de  zéro,  la  substitution  x  =  1,  et  si  fjt/  en  diffère,  la 
substitution  x  =  —  1,  conduirait  à  une  valeur  infinie  de  r  parce  qu'alors 
l'argument  de  la  série  devient  égal  à  l'unité  positive,  tandis  que  a'+^'-  7' 
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est  égal  à  zéro.  Or,  il  est  clair  qu'à  une  valeur  infinie  de  r  correspondrait 
une  valeur  infinie  de  la  force  vive,  valeur  qu'elle  ne  peut  pas  prendre. 

En  second  lieu,  elle  nous  apprend  que,  pour  que  0  puisse  atteindre  par 
exemple  la  valeur  6  =  o°,  la  constante  X'  doit  être  égale  à  zéro. 

L'expression  pour  /■  se  réduit  donc,  dans  ce  cas,  à  la  forme  plus- simple 


=  jjl'  F  fa',  fi',  i,  I(i  — a?)J 


Il  est  évident  qu'un  mouvement  contenant  0  =  o°  ne  serait  pratiquement 
réalisable  jusqu'au  bout  que  dans  des  cas,  comme  celui  du  cerceau,  où  toute 
la  masse  est  concentrée  dans  un  seul  plan.  (Korteweg,  loc.   cit.) 


EXERCICES. 

1.  Dans  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  assujetti  à  glisser 
sans  frottement  sur  un  plan  horizontal,  l'axe  de  révolution  peut-il  passer  par  la 
verticale?  Quelles  doivent  être  les  conditions  initiales  pour  qu'il  en  soit  ainsi? 

2.  i°  Une  plaque  pesante  ABC  dont  le  périmètre  contient  un  segment  recti- 
ligne  AB  s'appuie  par  ce  côté  AB  sur  un  plan  fixe  qui  est  horizontal  et  sur 
lequel  AB  glisse  sans  frottement. 

Cette  plaque,  qui  est  immobile  à  l'origine  du  temps,  est  abandonnée  à  l'action 
de  la  pesanteur. 

On  demande  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que,  pendant  le  mou- 
vement, le  côté  rectiligne  AB  se  déplace  parallèlement  à  sa  position  initiale. 

2°  La  condition  demandée  est,  en  particulier,  satisfaite  pour  une  plaque  homo- 
gène dont  le  périmètre  est  une  demi-circonférence  de  cercle. 

On  considère  une  plaque  homogène,  demi-circulaire,  dont  le  rayon  est  égal  à 
im;  on  suppose,  en  outre,  qu'à  l'origine  du  temps  la  plaque  est  immobile  et  fait 
avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  3o°. 

On  demande  de  trouver,  <lans  ces  hypothèses  particulières,  une  limite  supé- 
rieure et  une  limite  inférieure  du  temps  qui  s'écoule  depuis  l'origine  jusqu'à 
l'instant  où  la  plaque  semi-circulaire  vient  coïncider  avec  le  plan  horizontal. 

(Agrégation,  i8q3.) 

3.  Equations  du  mouvement  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  horizontal  par- 
faitement poli.  —  On  suppose  le  corps  terminé  par  une  surface  convexe  quel- 
conque S,  définie  comme  il  suit.  Soient  Gxyz  les  axes  principaux  d'inertie  re- 
latifs au  centre  de  gravité  :  menons  un  plan  tangent  P  à  la  surface  S  et  appelons 
Y?  ï'i  y"  'es  cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  G  s,  au  plan  P  avec  les 
axes  Gxyz;  la  distance  Ç  du  plan  tangent  P  au  point  G  est  une  fonction  connue 
de  y.  y',  Y ">  et  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  de  contact  sont  également  des 
fonctions  connues  de  y,   y',  y"  :   par  exemple,   si    S  est   un  ellipsoïde  ayant  des 

axes  a,  6,  c  dirigés  suivant  Gxyz,  on  a  pour  Ç  la  valeur  y/a2y'2-f-  b'-y'2-\-  c2y"2. 

Supposons  alors  le  corps  placé  sur  un  plan  horizontal  fixe  P  et  prenons  les 
mêmes  axes  fixes  Gî-r,^  que  dans  le  cas  où  la  surface  S  est  de  révolution  (n°407). 

Appelons  6,   ?,  ^  les   angles  d'Euler  du  trièdre  Gxyz  avec  le  trièdre  Gar^ylzl 
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parallèle  aux  axes  fixes.  Le  corps  étant  Langent  au  plan  horizontal,  la  verti- 
cale Gzl  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  et  le  Ç  du  centre  de  gravité  est  une 
fonction  connue  des  cosinus  y,  y',  y"  qui  ont  pour  valeurs  sinôsin<p,  sinôcoscp, 
cos6.  On  a  donc 

C  =/(»,*); 

de  plus  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  de  contact  par  rapport  aux  axcsG^rK^ 
sont  aussi  des  fonctions  connues  de  0  et  «p. 

D'après  cela  la  position  du  corps  dépend  de  cinq  paramètres  ç,  t\,  0,  9,  •]>. 

Les  seules  forces  extérieures  étant  le  poids  et  la  réaction  normale  R  dirigée 
parallèlement  à  Gs,.  on  a  d'abord  (mouvement  de  G) 

M  £f  =  o,         Il  £5  =  o,  M^i  =  R-M^. 

c^2  d^  c/^2  & 

On  appliquera  ensuite  les  équations  d'Euler  au  mouvement  relatif  autour  de  G. 
Les  seconds  membres  L,  M,  N  de  ces  équations  sont  les  moments  de  la  réaction  R 
par  rapport  aux  axes  G x,  Gy,  Gz.  Or  R  a  pour  projections  sur  ces  axes  Ry, 
Ry',  Ry"  et  est  appliqué  au  point  de  contact  de  coordonnées  x,  y,  z. 

Donc  L,  M,  N  ont  pour  valeurs  R  {y  y" —  zy'  ),  R(zy  —  X'f),  B{xy' —  y  y  ),  où 
les  trois  parenthèses  qui  multiplient  R  sont  des  fonctions  connues  de  6  et  cp.  On 
a  ainsi  six  équations  pour  définir  e,  v\,  6,  cp,  ^  et  R  en  fonction  du  temps.  La 
projection  horizontale  de  G  est  animée  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme. 
On  a,  en  outre,  deux  intégrales  premières  fournies  par  les  théorèmes  généraux  : 
i°  forces  vives 

M  Ç'2 4-  kp2  +  Bq2 -h  C r2  =  -2M^Ç+/i. 

Dans  le  mouvement  autour  de  G  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement par  rapport  à  Gzt  est  constante 

kp  sin  6  sin  cp  +  Bq  si  118  cosep  +  Cr  cos6  =  k. 

4.  Comment  faut-il  modifier  les  formules  de  l'exercice  précédent  quand  le  corps 
pesant  est  limité  par  une  portion  de  surface  développable  et  touche  alors  le  plan 
horizontal  tout  le  long  d'une  génératrice  de  cette  surface? 

5.  Mouvement  d'un  cône  droit  de  révolution  homogène  et  pesant  glissant  sans 
frottement  sur  un  plan  horizontal. 

Le  cône  va  toucher  le  plan  suivant  une  génératrice  :  le  centre  de  gravité  étant 
sur  l'axe  du  cône  on  pourra  prendre  cet  axe  pour  axe  Gz.  La  Géométrie  montre 
que  Ç  et  6  sont  constants  :  d'ailleurs  A  =  R.  Les  réactions  du  plan  rencontrant 
toutes  Taxe  du  cône  Gz,  on  a  r=  r0;  les  théorèmes  des  forces  vives  et  des  mo- 
ments montrent  alors  que  cp'  et  cj/  sont  constants.  Les  angles  cp  et  i|>  varient  donc 
proportionnellement  à  t. 

6.  Trouver  le  mouvement  du  cône  de  l'exercice  précédent  en  supposant  qu'on 
ait  fixé  sur  la  base  du  cône  deux  points  matériels  égaux  diamétralement  op- 
posés. 

Alors  A  et  R  ne  sont  plus  égaux.  On  obtient  quatre  intégrales  premières  en 
appliquant  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  G,  le  théorème  des 
forces  vives  et  celui  des  moments  par  rapport  à  G -s,. 

7.  Une  sphère  creuse,  pesante  et  homogène,  glisse  sans  frottement  sur  un  plan 
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horizontal.  Un  point  M  pesant  glisse  sans  frottement  à  l'intérieur  de   la  spbère. 
Mouvement  du  système. 

Réponse.  —  Le  mouvement  du  système  dépend  de  7  paramètres  :  1  pour  fixer 
la  position  du  centre  de  la  sphère;  3  pour  fixer  la  position  de  la  sphère  autour 
de  son  centre,  et  2  pour  fixer  la  position  du  point  mobile  sur  la  sphère. 

Remarquons  d'abord  que  le  mouvement  de  la  sphère  autour  de  son  centre  C 
(qui  est  son  centre  de  gravité)  est  immédiatement  connu.  Les  forces  qui  sollici- 
tent la  sphère,  considérée  comme  un  système  isolé,  sont,  en  effet,  son  poids,  la 
réaction  du  plan  et  la  réaction  du  point  mobile,  toutes  passant  par  le  centre  C. 
D'après  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  généralisé,  le 
moment  total  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  au  point  C  est  donc  con- 
stant, et  le  mouvement  de  la  sphère  autour  de  son  centre  est  une  rotation  uni- 
forme autour  d'un  axe  passant  par  C  et  fixe  dans  la  sphère  et  l'espace. 

Dès  lors  il  suffira  de  quatre  intégrales  pour  achever  de  déterminer  le  mouve- 
ment. Deux  intégrales  sont  données  par  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  qui  montre  que  la  projection  horizontale  du  centre  de  gravité  du  système 
est  animée  d'une  translation  rectiligne  et  uniforme. 

Rapportons  alors  le  système  à  trois  axes  de  directions  fixes  ayant  pour  origine 
la  projection  g  du  centre  de  gravité  G  sur  le  plan  horizontal  qui  contient  le  centre 
de  la  sphère,  soit  (gxx,  gy{,  gzi)i  gz\  étant  vertical.  Pour  étudier  le  mouvement 
par  rapport  à  ces  nouveaux  axes,  il  n'y  aura  pas  à  changer  les  forces  extérieures 
appliquées  au  système,  parce  que  le  nouveau  trièdre  est  animé  par  rapport  à 
l'ancien  d'un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme. 

Soient  m'  la  masse  de  la  sphère,  m  celle  du  point.  On  a,  en  désignant  par  R 
le  rayon  de  la  sphère, 

CG  =  A  =  —t^ R,  MG  =  u  =  — ~—  R. 

m  +  ni  ni  4-  ni 

La  position  des  deux  points  M  et  G  est  définie  par  l'angle  6  de  la  projection 
horizontale  de  CG  avec  gxx  et  l'angle  cp  de  CG  avec  gzx.  Le  mouvement  du  point  C 
est  le  même  que  si  ce  point  élait  un  point  matériel  de  masse  ni'  auquel  seraient 
appliquées  toutes  les  forces  extérieures  appliquées  à  la  sphère  (pesanteur,  réac- 
tion normale  du  plan  horizontal,  réaction  du  point  M  sur  la  sphère  dirigée  selon 
MC).  Si  Ton  applique  au  système  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  à  gzx  et  le  théorème  des  forces  vives,  on  obtient  deux 
intégrales  premières  qui  définissent  6  et  cp  en  fonction  de  t 

sinJ^6'  =  const., 

(  ni'\2-h  m  ;j.-)  sin2cp8'2  -i-  [(  m'\--h  m  [x2  )  cos2cp  -h  ni  IV  sin2?  ]  cp'2 
=  —  2  mgR  cosep  -+-  const. 

Si  l'on  élimine  6'  entre  ces  deux  équations,  on  a  t  en  9  par  une  quadrature. 

[Painlevé,  Leçons  sur  l'intégration 
des  équations  de  la  Mécanique  (Ilcrmann).J 

8.  Mouvement  d'une  sphère  pesante  et  homogène  glissant  sans  frottement 
sur  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  Oz. 

Réponse.  —  Les  forces  extérieures  appliquées  à  la  sphère  sont  la  pesanteur  et 
la  réaction  de  l'ellipsoïde  (normale  à  la  surface)  :  ces  forces  passant  par  le 
centre   C  de  la   sphère,   le   mouvement  de   la   sphère  autour  de  ce  point  est   un 
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mouvement   de  rotation   uniforme  autour  d'un    axe  fixe  dans  l'espace  et  dans  la 
sphère. 

Quant  au  mouvement  du  centre  de  gravité  C,  c'est  celui  d'un  point  pesant 
mobile  sur  une  surface  de  révolution  parallèle  à  l'ellipsoïde  donné  (  n°  276).  Le 
théorème  des  forces  vives  et  le  théorème  des  moments  appliqué  à  Oz  donnent 
deux  intégrales  premières  qui  déterminent  le  mouvement. 

(Painlevé,  ibid.,  p.  3i.) 

9.  Un  corps  solide  pesant  et  homogène  admet  un  axe  de  symétrie.  Cet  axe  a 
un  point  fixe  O,  et  il  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  un  cercle  fixe 
horizontal  dont  le  centre  est  sur  la  verticale  de  O.  Mouvement  du  système. 

L'axe   de  symétrie  Oz  est  un   axe  principal  d'inertie  relativement  au  point  O. 

Soient  Ox  et  Oy  les  deux  autres  axes  principaux  d'inertie  relatifs  à  O,  Oz, 
la  verticale  du  point  O,  Oxv  et  Oyx  deux  horizontales  rectangulaires  fixes,  01  la 
trace  du  plan  yOx  sur  le  plan  y{Oxx. 

L'angle  z{Oz  est  constant  par  suite  des  liaisons.  La  position  du  solide  dépend 
donc  de  deux  paramètres 

xy0\  =  4*         cL         10.27  =  cp. 

Le  centre  de  gravité  G  du  solide  est  sur  Oz;  son  zl  est  constant,  et,  par  suite, 
le  travail  de  la  pesanteur  est  nul. 

Le  théorème  des  forces  vires  et  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  appliqué  à  0.S,,  que  la  réaction  de  O  rencontre  et  à  laquelle  la  pe- 
santeur est  parallèle,  donnent  deux  intégrales  premières  du  mouvement 

A/?2+  Bq2-h  Cr2=  h, 

\p  sin60  sin  cp  -+-  Bq  sin60  cosep  -f-  Cr  cos60  =  K. 

D'ailleurs  on  a 

p  =  <{/  sin60  sin cp,         q  —  <]/  sin0o  cos cp,         /•  =  <|'  cos60-4-  ce'. 

Remplaçant  et  éliminant  •y,  on  a  t  en  cp  par  une  quadrature. 

(Painlevé,  ibid.,  p.  32.) 

10.  Un  solide  de  révolution  pesant  et  homogène  est  traversé  suivant  son  axe 
par  une  aiguille  qui  lui  est  invariablement  liée  et  dont  les  extrémités  glissent 
sans  frottement  sur  deux  règles  L  et  L'  non  parallèles.  Mouvement  de  ce  corps. 

Réponse.  —  La  position  du  système  dépend  de  deux  paramètres  :  un  pour  dé- 
terminer la  position  de  l'aiguille  de  longueur  constante  AB,  et  un  pour  fixer 
l'orientation  du  solide  autour  de  cette  droite. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  une  intégrale  première  du  mouvement. 

D'autre  part,  les  forces  extérieures,  à  savoir  la  pesanteur  et  les  réactions  des 
règles,  ont  un  moment  nul  par  rapport  à  l'axe  de  révolution  AB;  si  donc  on 
étudie  le  mouvement  du  solide  autour  de  son  centre  de  gravité  G,  point  pour 
lequel  AB  est  axe  principal  d'inertie,  l'une  des  équations  d'Euler  montre  que  la 
composante  r  suivant  AB  de  la  rotation  instantanée  du  solide  dans  ce  mouve- 
ment est  constante.  D'où  encore  une  intégrale  première  du  mouvement. 

Ainsi  le  mouvement  dépend  de  deux  paramètres,  et  l'on  en  a  deux  intégrales 
premières. 
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Pour  faire  le  calcul,  ou  prendra  pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  droites  L  et  L';  pour  origine  le  milieu  de  leur  plus  courte  distance; 
pour  plan  des  xy  un  plan  perpendiculaire  à  Oc;  pour  axes  des  x  et  des  y  les 
bissectrices  des  projections  de  L  et  L'  sur  ee  plan. 

En  appelant  0  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  projection  de  l'aiguille  sur  1-e  plan 
des  xyy  et  y  l'angle  que  fait  un  plan  passant  par  l'aiguille  et  lié  au  solide  avec 
le  plan  projetant  l'aiguille  sur  le  plan  des  xy,  on  arrive  à  des  expressions  de  la 
forme 


m 


cos  > 6  -h  b  si n  a  6  +  C    ,. 
7  «0, 


eosO  -b'  sinO-hC 
1I/  +  8  cos  a  =  )\  t  H-  ;j-, 


X  et  [i  étant  des  constantes,  et  x  désignant  l'angle  constant  de  l'aiguille  avec  Oz. 
Ce  qui  précède  s'applique  au   cas  où  les  droites  L  et  L'  se  rencontrent.  Il  faut 
examiner  à  part  le  cas  particulier  où  les  deux  droites  sont  parallèles. 

[Painlevé,  Leçons  sur  l'intégration 
des  équations  de  la  Mécanique  (Hcrmann),  p.  36;  1895.] 

11.  Un  corps  solide  pesaut  a  deux  de  ses  points  A  et  B  qui  glissent  sans  frot- 
tement sur  deux  droites  fixes  parallèles  L  et  L'.  Mouvement  du  système. 

Le  centre  de  gravité  G  du  solide  n'est  plus  en  général  sur  la  droite  AB.  Soit  P 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  G  sur  AB.  Le  point  P  décrit  une  droite 
parallèle  à  L,  L'  et  que  nous  prenons  pour  axe  des  z.  L'axe  Ox  est  une  perpen- 
diculaire à  L  et  L'  menée  dans  le  plan  de  ces  droites. 

Les  deux  paramètres  par  lesquels  on  peut  définir  la  position  du  système  sont  Z, 
le  z  de  G,  et  y  l'angle  du  demi-plan  ABG  avec  le  demi-plan  ABz,  compté  positi- 
vement de  gauche  à  droite  autour  de  la  direction  AB. 

Le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  appliqué  à  O  z  nous  donne  une 
première  intégrale  du  mouvement  :  en  effet,  les  réactions  en  A  et  B  étant  nor- 
males à  L  et  à  L',  on  a 

dir 

dt-  ' 

(en  désignant  par  a,  (3,   y   les  composantes  suivant  Ox,  Oy,  Oz  de  la  pesanteur 
qui  s'exerce  sur  l'unité  de  masse);  donc 

ç  =  ±yt2-h'kt  ■+•  \i. 

Le  théorème  des  forces  vives  nous  fournit  une  autre  intégrale  où  figurent  y, 
y'.  Ç  et  %'.  Si  l'on  y  remplace  Ç  et  Ç'  en  fonetion  de  t,  on  trouve  que  t  s'élimine 
et  que  y  dépend  de  t  par  une  quadrature. 

On  trouve 

'Y2  [  A  -+-  cos2  y  ]  —  B  cos  y  H-  C  sin  '}  +  /(, 

en  désignant  par  A,  B,  C  des  constantes.  (Painlevé,  ibid.,  p.  38.) 

12.  Les  extrémités  A  et  A'  d'une  barre  homogène  pesante  de  longueur  il  et 
de  masse  M  sont  assujetties  à  glisser  sans  frottement  sur  deux  plans  horizontaux 
fixes  ayant  pour  équations  z  =  ±  a  :  chaque  point  de  cette  barre  est  attiré  par 
l'origine  O  proportionnellement  à  sa  masse  et  à  sa  distance.  Trouver  le  mouve- 
ment de  la  barre  et  les  réactions  des  plans. 
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On  appellera  \  eL  ï)  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  de  la  barre  dans  le 
plan  x Qy,  0  l'angle  constant  que  fait  la  barre  avec  la  verticale,  9  l'angle  que 
fait  la  projection  de  la  barre  sur  le  plan  xOy  avec  l'axe  Ox  et  \x  l'attraction  du 
point  O  sur  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance. 

dy 

Chercher  la  surface  décrite  par  la  barre    quand   la   valeur  initiale   de    -~    es! 

égale  à  ;j..  (Dans  certains  cas  particuliers  cette  surface  est  un  hyperboloïde.) 

(Licence .) 

13.  On  considère  un  corps  solide  S  pesant,  ayant  la  forme  d'un  cône  droit  dont 
le  rayon  de  base  est  R.  Le  centre  de  gravité  de  ce  corps  est  situé  en  un  point  O 
de  l'axe  de  révolution  du  cône,  à  une  distance  R  de  sa  base.  L'ellipsoïde  d'inertie 
du  corps  S  relatif  au  centre  de  gravité  O  est  une  sphère. 

Le  cône  S  est  mobile  autour  de  son  centre  de  gravité  O,  supposé  fixe,  et  la 
circonférence  de  sa  base  est  tangente  à  un  plan  horizontal  fixe  II  situé  au-dessous 
du  point  O  à  une  distance  R  de  ce  point. 

Etudier  le  mouvement  du  corps  S  en  supposant  que  la  circonférence  de  base 
du  cône  glisse  avec  frottement  sur  le  plan  II. 

Calculer  la  réaction  du  plan  n  et  celle  du  point  f\xe  O. 

Conditions  initiales.  —  Soient  00'  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur 
le  plan  II  et  OC  la  position  initiale  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O 
sur  la  base  du  cône  : 

A  l'époque  t  =  o,  Taxe  instantané  de  rotation  est  situé  dans  l'angle  COO',  et  le 
sens  de  la  rotation  initiale  est  choisi  de  telle  sorte  que  le  corps  S  appuie  sur  le 
plan  n.  (Agrégation,  1890.) 


14.  Imaginons  un  solide  pesant  qui  remplisse  les  conditions  suivantes  : 

i°  Le  solide  est  terminé  par  une  arête  vive  ayant  la  forme  d'un  cercle  K  de 
centre  II  et  de  rayon  a; 

20  Le  centre  de  gravité  G  du  corps  est  situé  sur  la  perpendiculaire  II  z  élevée 
par  le  centre  H  au  plan  du  cercle  K; 

3°  L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  G  est  de  révolution  autour 
de  cette  perpendiculaire  HG~. 

Supposons  ensuite  que  le  corps  solide  ainsi  constitué  soit  assujetti  à  rouler 
sans  glisser  sur  un  plan  horizontal  fixe  et  cherchons  les  équations  du  mouvement. 

Soit  P  le  point  de  contact  du  cercle  K  avec  le  plan  fixe.  Prenons  comme  ori- 
gine mobile  G  et  comme  trièdre  de  référence  les  axes  suivants  :  i°  la  droite  G  y 
parallèle  à  la  droite  PH  qui  joint  le  centre  du  cercle  K  au  point  de  contact  P; 
20  la  droite  WOz  normale  au  plan  du  cercle  K;  3°  la  droite  Gx  perpendiculaire 
au  plan  zGy. 

Désignons  par  6  l'angle  de  G  s  avec  la  verticale  ascendante  G  zx  et  par  ^  l'angle 
de  Gx  avec  une  horizontale  fixe.  Ces  deux  angles  déterminent  la  position  du 
trièdre  Gxyz. 

Pour  fixer  la  position  du  corps  solide  par  rapport  au  trièdre  Gxyz,  il  suffit  de 
connaître  l'angle  cp  que  fait  un  ra}ron  du  cercle  K,  invariablement  lié  au  corps, 
avec  l'axe  Gy.  La  rotation  instantanée  il  du  trièdre  et  celle  du  corps  10  sont 
données  par  les  mêmes  formules  que  dans  le  cas  du  cerceau  (  n°  412). 

En  appliquant  une  méthode  identique  à  celle  de  ce  numéro  et  faisant  HG  =  c, 
on  trouve  finalement  que  q  et  /'  sont  donnés  en  fonction  de  6  par  deux  équations 
linéaires  et  homogènes  simultanées  du   premier  ordre,  et  que  l'élimination  de  q 
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conduit  à  l'équation  linéaire 

d-  r  .  dr  Ca  .  . 

-—;  +  coie-rr  -+-  - —  (ccotQ  —  a)r 

c/02  «9        \  <(--{-  Ce- -+-  \L 

donnant  r  en   fonction  de  0.  En  remontant,  on  a  q  en  fonction  de  0. 
En  prenant  ensuite  l'équation  des  forces  vives 

ir  +  p2  +  w1  +  A  (  p-  -h  g2  )  ■+-  C  /•- 
=  —  2£r(asin6  +  C  COS0  )  -+•  À, 

un  obtient  0  en  fonction  de  /  par  une  quadrature. 

(Appell,  Rcndi   Conti  del  Circolo  Matemalico  di  Païenne-, 

août  1899.) 

On  peut,  par  une  méthode  analogue,  étudier  le  mouvement  d'un  corps  pesant 
de  révolution  assujetti  à  rouler  sans  glisser  sur  un  plan  horizontal  fixe.  Nous 
reviendrons  sur  ce  problème  en  Mécanique  analytique,  comme  exemple  de  sys- 
tèmes non  holonomes.  On  trouvera  une  étude  détaillée  de  ce  problème  dans 
l'Opuscule  intitulé  :  Les  mouvements  de  roulement  en  Dynamique  (  Collection 
Scientia,  C.  Naud,  éditeur). 

15.  Roulement  d'une  sphère  sur  une  surface  [Routh,  Advanced  part  of  a 
T réalise  on  the  Dynamics  of  a  System  of  Rigicl  Roclies  (London,  Macmillan 
and  C°,  1884,  p.  123)].  —  Soit  une  sphère  homogène  de  rayon  a  et  de  masse  r, 
assujettie  à  rouler  et  pivoter  sur  une  surface  donnée  et  sollicitée  par  des  forces 
qui  admettent  une  résultante  unique  passant  par  le  centre. 

Soit  G  le  centre  de  la  sphère.  Prenons  pour  axe  Gz  la  droite  joignant  le  point 
de  contact  de  la  sphère  avec  la  surface  au  point  G  et  pour  axes  Gx  et  Gy  deux 
axes  perpendiculaires  quelconques  :  le  plan  xGy  est  alors  parallèle  au  plan  tan- 
gent à  la  surface  au  point  de  contact. 

Appelons  V  la  vilesse  absolue  du  point  G  et  u}  v,  w  ses  projections  sur  les 
axes  mobiles  :  la  vitesse  V  étant  parallèle  au  plan  tangent  commun  à  la  sphère  et 
à  la  surface  sur  laquelle  elle  roule,  on  a  w  =  0.  Soient,  comme  plus  haut,  Q,  la 
rotation  instantanée  du  trièdre  Gxyz  et  P,  Q,  R  ses  composantes,  o>  celle  de  la 
sphère  et  p,  q,  r  ses  composantes. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  résultante  des  forces  appliquées  sui- 
vant Gx,  G  y,  Gz;  la  réaction  de  la  surface  se  compose  d'une  force  normale  R 
dirigée  dans  le  sens  G-;  et  d'une  force  tangentielle  dont  nous  appellerons  F  et  F' 
les  composantes  suivant  G x  et  Gy.  Désignons  aussi  par  k  le  rayon  de  gyration 

•  •       «         f        a  vio 

de  la  sphère  autour  d  un  diamètre  k  =  — -. 

r  .) 

Les  équations  du  mouvement  sont 

du       _.  à2      v  /.- 

-, R  v  —  -î —,  \  -+-  — 1-,  a  P  r, 

dt  «2-h/i2  a-^-k1 

dv       ,-,  ar      v  />-  _ 

— — h  R  u  =  —5 n  1  ■+'  — ; r-.  a  O  /". 

dt  a2 -h  k-  a-^r  k2 

Ces  équations  montrent  que  le  centre  de  gravité  se  meut  comme  le  centre  de 
gravité  d'une  sphère  identique  assujettie  à  glisser  sans  frottement  sur  la  même 
surface  et  sollicitée  :  i°  par  une  force  appliquée  en  G  et  ayant  pour  composantes, 
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k2                         k2 
suivant  Gx  et  G  r,  — = ^aP/'  et  —. —a()r;    >"  par  une  force  égale  à  la  force 

J     ax+  k2  ul-\-  k1      '  ' 


réellement  appliquée  (X,  Y)  réduite  clans  le  rapport   — - 


a*-hk' 


16.  Exemples.  —  Si  la  surface  fixe  sur  laquelle  roule  la  sphère  est  un  plan, 
P  et  Q  sont  nuls.  Si  donc  une  sphère  homogène  roule  et  pivote  sur  un  plan 
fixe  sous  l'action  de  forces  admettant  une  résultante  unique  qui  passe  par 
son  centre,  le  mouvement  du  centre  est  le  même  que  si  le  plan  était  parfaile- 

ment  poli  et  les  forces  appliquées  réduites  aux  -  de  leurs  valeurs.  (Roltii. 

loC   Cit.,    p.    T2Ô.) 

Pour  d'autres  exemples,  nous  renverrons  au  Traité  de  Routh  qui  contient  un 
grand  nombre  d'élégants  exercices,  notamment  le  roulement  d'une  sphère  sur 
une  sphère,  sur  un  cylindre,  sur  un  cône,  les  petites  oscillations  autour  d'une 
position  d'équilibre  stable  ou  d'un  mouvement  stable. 
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CHAPITRE  XXII. 

MOUVEMENT  RELATIF. 


I    -  THEOREMES  GENERAUX. 

413.  Équations  du  mouvement  relatif  d'un  point.  —  Les  équa- 
tions de  Lagrange  permettent,  comme  on  l'a  vu,  de  trouver  le 
mouvement  relatif  d'un  point  par  rapport  à  un  système  animé 
d'un  mouvement  connu  (nos  259,  263,  282)  et  nous  verrons  plus 
loin  que  ces  mêmes  équations  s'appliquent  au  mouvement  relatif 
des  systèmes  holonomes.  Une  théorie  particulière  du  mouvement 
relatif  n'est  donc  pas  indispensable;  néanmoins,  à  cause  de  l'im- 
portance de  la  question,  nous  la  traiterons  directement. 

Le  problème  se  pose  comme  il  suit  :  soit  un  système  de  forme 
invariable,  S,  animé  d'un  mouvement  connu  et  un  point  matériel  m 
sollicité  par  certaines  forces,  trouver  le  mouvement  relatif  de  ce 
point  par  rapport  au  système  S  qu'on  appelle  système  de  com- 
paraison. Pour  définir  le  mouvement  du  système  de  compa- 
raison S,  il  suffit,  comme  nous  l'avons  fait  en  Cinématique  (n°  45), 
de  définir  le  mouvement  de  trois  axes  Oxyz  invariablement  liés  à 
ce  système.  Le  point  m  possède,  à  chaque  instant,  une  vitesse 
absolue  Va,  une  vitesse  relative  Vr  par  rapport  au  système  de 
comparaison,  et  une  vitesse  d'entraînement  Ve;  entre  ces  trois 
vecteurs  a  lieu  la  relation  géométrique 

(Va)  =  (Vr)H-(V,). 

Pour  les  accélérations,  on  a  une  formule  analogue  avec  un 
terme  de  plus  :  soient  Ja  l'accélération  absolue,  Jr  l'accélération 
relative,  Je  l'accélération  d'entraînement  et  J7  un  certain  vecteur 
appelé  accélération  complémentaire ,  on  a  l'égalité  géométrique 
(n°  59) 

(0  (Ja)  =  (J|.)H-(Je)  +  (J'). 
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Ces  résultais  étant  rappelés,  venons  au  problème  qui  nous 
occupe  actuellement.  La  résultante  F  des  forces  agissant  sur  le 
point  m  est  égale  à  l'accélération  absolue  }a  du  point  multiplié 
par  la  masse  m.  On  a  donc,  d'après  (i)  la  nouvelle  égalité  géomé- 
trique 

(2)  (F)  =  (mJ,.)  -t-(mJc)  +  (wJ'j, 

d'où 

(3)  (mJr)=  (F)—  OJe)  —  (,/wJ'). 

Celte  égalité  géométrique  se  traduit  algébriquement  par  trois 
équations  obtenues  en  projetant  les  vecteurs  considérés  sur  les 
axes  mobiles;  on  obtient  ainsi  ce  qu'on  appelle  les  équations  du 
mouvement   relatif.  Les  projections  de  Jr  sur  les  axes   mobiles 

d-  x     d^  y     d^  z 
Oxyz  sont  -j^-»  —£  >  ~irj>  nous  appellerons  X,  Y,  Z  celles  de  la 

force    F,   (Je)x,    (J<?)j,   (J<?)z    celles   de   l'accélération   d'entraîne- 
ment J0  J^,,  J' ,  J~  celles  de  J7.  On  a  alors  les  trois  équations 

m  ~dtï  =X  —  fn  ( J*  )■*  —  m  J^, 

d^-y 

(4)  {  ™-jjr  =  Y  —  w(Je)y—  //ij;, 

m —r~   —Z  — m(Je)z — mJ-, 

Les  projections  de  J,?  et  J;  sont  connues,  car  on  connaît  le  mou- 
vement du  système  de  comparaison  S  ou  mouvement  d'entraîne- 
ment. 

Par  l'intégration  des  équations  différentielles  (4)  on  obtiendra 
x,  y,  z  en  fonction  de  t,  c'est-à-dire  les  équations  du  mouvement 
relatif  cherché  sous  forme  finie. 

Pour  rappeler  la  forme  des  équations  différentielles  (4)  on  donne 
des  noms  aux  deux  vecteurs  —  (mJe)  et  —  (mJ')  dont  les  projec- 
tions figurent  dans  ces  équations. 

On  appelle  force  centrifuge  ou  encore  force  d'inertie  d'en- 
traînement le  vecteur  — (mJe)  égal  et  opposé  au  produit  de 
l'accélération  d'entraînement  par  la  masse,  et  force  centrifuge 
composée  le  vecteur  —  (//J')  égal  et  opposé  au  produit  de  l'accé- 
lération complémentaire  par  la  masse. 
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En  résumé  :  Les  équations  du  mouvement  relatif  d'un  point 
par  rapport  aux  axes  mobiles  Oxyz  sont  les  mêmes  que  si  ces 
axes  étaient  fixes  et  si  Von  ajoutait  aux  forces  qui  agissent 
réellement  sur  le  mobile  deux  forces  fictives,  la  force  centri- 
fuge (ou  force  d'inertie  d' entraînement)  et  la  force  centrifuge 
composée. 

La  défini  lion    géométrique    de    la   force    centrifuge    composée 

—  (mJf)  résulte    immédiatement  de  celle  de  J7 .  Les  projections 

—  mj'xi  — mJ',  — mj'z  de  cette  force  sont,  d'après  les  valeurs 
données  pour  les  projections  J^.,  J' ,  Yz  (n°  59), 

if     dz  dy\  (    dx  dz\ 

V  '  dl  dt  I  V     dt       1   dt 

/     dy  dx  \ 

où  p,  q,  r  sont  les  projections  sur  Oxyz  de  la  rotation  instan- 
tanée to  du  système  de  comparaison. 

414.  Force  vive  relative.  —  On  peut  évidemment  faire  sur  les 
équations  (4)  toutes  les  combinaisons  analytiques  employées  dans 
l'étude  du  mouvement  absolu. 

Vuv  exemple,  on  formera  une  combinaison  analogue  à  celle  qui 
conduit  au  théorème  des  forces  vives,  en  multipliant  ces  équa- 
tions (  f)  respectivement  par  dx,  dy ,  dz  et  ajoutant.  Dans  cette 
combinaison  les  termes  provenant  de  la  force  centrifuge  composée 
disparaissent,  comme  il  résulte  des  expressions  (5),  et  l'on  obtient 
l'équation 


dm\\ 


—  X  dx  -h  Y  dy  -\-  Z  dz  —  m ( .1  e )x  dx  —  m (  J e ) v  dy  —  m(Je)zdz. 


La  différentielle  de  la  demi-force  vive  relative  est  donc 
égale  au  travail  élémentaire  des  forces  appliquées  au  point  et 
de  la  force  centrifuge.  Le  fait  que  le  travail  de  la  force  centrifuge 
composée  est  nul  résulte  géométriquement  de  ce  que,  cette  force 
étant  normale  à  la  vitesse  relative  Vr,  est  normale  au  déplacement 
relatif  dx,  dy,  dz. 

415.    Équilibre  relatif.  —    On  aura  les  équations  de  l'équilibre 
A.,  II.  17 


a58 
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relatif  en  supposant  dans  les  équations  précédentes 

fi  t*      fi  v      fi  ? 

nuls,    ainsi    que   -j->  -y- >  -r- ;  en  conséquence  (JP)  sera  nul  et  l'on 


aura 


X—  m(3e).. 


Y  —  m  (  Jt>  )y  =  o,         Z  —  m  (  Je)2  =  o)  ; 


on  obtient  donc  les  équations  de  l'équilibre  relatif  en  écrivant  que 
la  force  F  fait  équilibre  à  la  force  centrifuge. 

Un  point  x,  y,  z  satisfaisant  à  ces  trois  relations  est  toujours 
une  position  d'équilibre  relatif,  car,  si  l'on  y  place  le  mobile,  sans 
vitesse  initiale  relative,  des  trois  forces  dont  deux  fictives,  qu'on 
peut  considérer  comme  produisant  le  mouvement  relatif,  l'une, 
la  force  centrifuge  composée,  est  nulle  puisque  la  vitesse  relative 
est  nulle,  et  les  deux  autres  se  font  équilibre;  le  point  restera 
donc  au  repos  relatif. 

Application.  —  Position  d'équilibre  relatif  d'un  point  pesant  pouvant 
glisser  sans  frottement  sur  une  courbe  plane  G  tournant  autour  d'un  axe 
vertical  Os  de  son  plan  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w. 

Fi  g.  245. 


Nous  compterons  positivement  les  z  de  bas  en  haut. 

Les  forces  agissant  réellement  sur  le  point  considéré  m  sont  :  son  poids 
mg  et  la  réaction  normale  N.  Pour  avoir  les  conditions  d'équilibre  relatif, 
nous  pouvons  regarder  la  courbe  G  comme  fixe  et  écrire  qu'il  y  a  équilibre 
entre  ces  deux  forces  et  la  force  centrifuge  <ï>. 

Pour  calculer  cette  dernière,  nous  considérerons  le  point  géométrique 
du  système  de  comparaison,  c'est-à-dire  de  la  courbe  G,  coïncidant  avec  m  : 
dans  le  mouvement  d'entraînement  ce  point  décrit  le  parallèle  de  rayon 
p  =  Pm;  son  accélération  est,  par  suite,  co2p  et  dirigée  de  m  vers  P;  la 
force  centrifuge  4»  aura  donc  pour  valeur  mto2p  et  sera  dirigée  suivant  le 
prolongement  de  P  m.  Pour  qu'i    y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
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forces  <I>  et  mg  aient  une  résultante  R  normale  à  la  courbe.  Les  triangles 
semblables  m PQ,  m4>R  donnent 


PQ  = 


m 


<P 


W2 


Les  positions  d'équilibre  sont  donc  les  points    de  la  courbe  où  la  sous- 

ff 
normale  est  égale  à  —  >  le  pied  de  la   normale  étant  situé  au-dessus  du 

tu- 
point  P.  Si  au  point  A,  où  p  est  nul,  la  tangente  est  horizontale,  ce  point 
est  une  position  d'équilibre  quelle  que  soit  la  vitesse  de  rotation. 

Supposons,  par  exemple,  que   la  courbe  donnée  soit  une  parabole  d'axe 
vertical    tournant    autour    de    cet    axe;    le    sommet   est  la    seule    position 

o 

d'équilibre  relatif,  à  moins  que  le  paramètre  de  la  parabole  soit  égal  à  —  - 

auquel  cas  tous  les  points  de  la  parabole  répondent  à  la  question.  De  là 
résulte  que  la  surface  libre  d'un  liquide  animé  d'un  mouvement  de  rotation 
uniforme  autour  d'un  axe  vertical  est  un  paraboloïde  de  révolution,  puis- 
qu'on peut  assimiler  une  molécule  liquide  de  la  surface  à  un  point  matériel 
pesant  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  la  méridienne. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  circonférence  de  rayon  R  ayant  (Jig.  245,  11) 


Fii 


240. 


son  centre  Q  sur  l'axe  de  rotation,  la  condition  d'équilibre  devient 


OP  =  R  cosa  = 


g 


cosa  = 


g 


R 


Pour  qu'il  existe  une  position  d'équilibre  différente  de  A,   il  faut  donc 
que  co  soit  supérieur  à  {/%•  Lorsque  u>  croît,  a  augmente  constamment 

et  tend  vers  -  •  Ces  résultats  donnent  la  théorie  sommaire  du  régulateur 

de  Watt  dans  les  machines  à  vapeur. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  circonférence  de  rayon  R  dont  le  centre  G  n'est 
plus  sur  l'axe  de  rotation,  il  peut  y  avoir  deux  ou  quatre  positions  d'équi- 
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libre.  Proposant  la  solution  analytique  comme  exercice,  nous  nous  borne- 
rons à  la  remarque  suivante  (fig.  i\rh  IH)-  Soient  m  une  position  d'équi- 

g 
libre,  QP  la  sous-normale  correspondante  égale  à  —  >  O  la  projection  du 

centre  G  sur  l'axe  de  rotation  Oz.  Menons  la  droite  OE  égale  et  parallèle 
à  Q/«  et  prenons  OD  =  QC,  DE  =  G  m  =  R.   L'axe  EF,  mené  par  E  per- 

Fig.  245. 


(III) 
pendiculairement  à  0~,  occupe  une  position  connue,  car  OF  =  QP  = 


oj- 


l'axe  CDH  occupe  également  une  position  connue,  car  il  est  parallèle  à  O  z\ 
d'ailleurs  DE  ==  R.  La  droite  DE  est  donc  une  droite  de  longueur  R  passant 
par  un  point  donné  O  et  dont  les  extrémités  E  et  D  s'appuient  sur  deux 
axes  rectangulaires  donnés  CH  et  FE.  Pour  trouver  la  position  d'équilibre 
on  est  donc  ramené  à  ce  problème  de  Géométrie  :  par  un  point  O  mener 
une  droite  sur  laquelle  les  deux  axes  fixes  CH  et  FE  interceptent  une 
longueur  égale  à  R,  le  rayon  Cm  est  parallèle  à  cette  droite.  On  sait  que 
o  problème  de  Géométrie  admet  deux  ou  quatre  solutions,  suivant  que  le 
point  0  est  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  l'épicycloïde  obtenue  en  pre- 
nant l'enveloppe  des  droites  de  longueur  R  dont  les  extrémités  glissent 
sur  les  deux  axes  CH  et  FE.  Cette  remarque  a  été  tirée  par  M.  Gilbert 
des  équations  d'équilibre  [Application  des  équations  de  La  grange  au 
mouvement  relatif  {Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles, 
i883)l. 

Remarque.  —  Si  l'on  voulait  chercher  le  mouvement  du  point  sur  la 
courbe  mobile,  il  suffirait  d'appliquer  le  théorème  des  forces  vives  au 
mouvement  relatif,  en  remarquant  que  le  travail  élémentaire  du  poids  est 
—  mg  dz,  celui  de  la  force  centrifuge  <£,  moi-  p  dp  el  celui  de  la  force  cen- 
trifuge composée,  o.  On  aurait  alors  l'intégrale  des  forces  vives 


mvr.  =  —  'imsrz 


111  (X) 


P- 


Les  positions  d'équilibre  relatif  s'obtiennent  en  cherchant  les  positions 
du  mobile  pour  lesquelles  la  fonction  des  forces  du  second  membre  est 
maximum  ou  minimum;  à  un  maximum  de  cette  fonction  correspond  une 
position  d'équilibre  stable.  On  vérifiera   ainsi    que,  dans  le  cas  d'un  cercle 
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tournant  autour  d'un  axe  passant  par  son  centre,  la  position  d'équilibre  A 
(fig.  245,  II)  est  stable  quand  elle  existe  seule;  elle  est  instable  quand  la 
position  Qm  existe;  cette  dernière  est  alors  stable. 

416.  Mouvement  relatif  par  rapport  à  des  axes  animés  d'un  mou- 
vement de  translation.  —  Lorsque  le  système  des  axes  mobiles 
Oj')Z  est  animé  d'un  mouvement  de  translation,  la  rotation  instan- 
tanée to  de  ce  système  est  nulle,  la  force  centrifuge  composée  est 
donc  nulle,  et  il  suffit,  pour  écrire  les  équations  du  mouvement 
relatif,  d'ajouter  aux  forces  agissant  réellement  sur  le  point  la 
force  centrifuge.  Pour  déterminer  cette  dernière,  remarquons  que 
tous  les  points  du  système  de  comparaison  ont  la  même  accéléra- 
lion  ;  l'accélération  d'entraînement  est  donc,  quelle  que  soit  la 
position  du  mobile,  égale  à  l'accélération  J  de  l'origine  mobile. 
Si  le  mouvement  de  translation  des  axes  mobiles  est  rectiligne  et 
uniforme,  la  force  centrifuge  est  nulle  aussi,  car  J  est  nul. 

Exemple  :  Mouvement  d'une  planète  autour  du  Soleil.  —  Soient  S 
et  P  le  Soleil  et  une  planète.  M  et  m  leurs  masses,  r  leur  distance  ;  l'attrac- 

1  !  t-  r>,  f^  m       mil  11 

tion  des  deux   corps  est  r  =  r   =  '- ■•  Cherchons  le  mouvement  de  la 

/- 

planète  par  rapport  à  des  axes  Sxyz  de  directions  fixes  menés  par  S.  Ces 

axes  étant  animés  d'un  mouvement  de  translation,  l'accélération  d'entraînc- 

Fig.  246. 


ment  Je  de  P  est,  à  chaque  instant,  égale  à  l'accélération  de  l'origine  mo- 

ïT  -f 

bile  S  :  la  grandeur  de  3e  est  donc  —  =  ——  et  sa  direction  le  prolong^- 
ment  de  SP.  La  force  centrifuge  4>  qu'il  faut  ajouter  à  l'attraction  F'  de  S 
sur  P  est  donc  dirigée  suivant  PS  et  égale  à  mJe  =  f  —  •  Cette  force  com- 
posée avec  F'  donne  la  résultante 

/Mm       fmï    _  fm (M  -+-  m) 


r* 


Le  mouvement  relatif  est  donc  le  même  que  si  le  Soleil  S  était  fixe,  mais 
avait  une  masse  M  -h  m  (n°  23o). 
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417.  Exercice.  Mouvement  relatif  d'un  point  pesant  assujetti  à  rester 
sur  un  plan  incliné  P  parfaitement  poli  qui  tourne  avec  une  vitesse 
angulaire  constante  w  autour  d'une  verticale.  —  Prenons  pour  axe  des  .s 
l'axe  de  rotation  vers  le  haut,  pour  origine  0  le  point  où  cette  droite 
perce  le  plan,  pour  axe  Ox  l'horizontale  du  plan  et  pour  axe  Oy  une 
perpendiculaire  au  plan  xOz.  Le  trièdre  O  xyz  tourne  donc  autour  de  Oz 
avec  la  vitesse  co  ;  les  valeurs  de  p,  q,  r  sont  o,  o,  w  :  p  désignant  la  dis— 

Fig.  247. 


tance  du  mobile  à  l'axe  O^,  la  force  centrifuge  est  /??w2p,  et  ses  projec- 
tions sur  les  axes  Oxyz  sont  mu>-x,  fjioj^y,  o.  Soient  i  l'inclinaison  du 
plan  sur  l'horizon,  mN  sa  réaction  normale  comptée  positivement  au- 
dessus  du  plan  ;  les  équations  du  mouvement  relatif  sont,  en  désignant  par 
des  accents  les  dérivées  de  x,  y,  z  par  rapport  à  t  : 

x"  =  w2  x  +  1  wyf , 
y"  =  w2jk  -t-  N  sin  i  —  2wr',         z"  =  N  cosi  —  g. 

Eliminons  N  et  remplaçons  z  par  — ytangi  (équation   du   plan   P),  il 
vient 


y 


to2 y  cos2  1  -+-  g  sin  1  cosi  —  2 tax  cos2 1, 


Les  variables  x  et  y    sont  donc  données  en  fonction  de  t  par  deux  équa- 
tions linéaires  à  coefficients  constants  qu'on  intègre  en  faisant 

x  =  kekt,         y  =  AleAt ~  tang/\ 

J  w2 

A  étant  une  constante  arbitraire,  k  et  X  vérifiant  les  conditions 

,  £4  —  (1  —  3cos20^2w2+  w*  cos2*  =  o. 


2  k  w 

Cette  équation  admet  quatre  racines  ±  a,   dz  3  deux  à  deux  égales  et  de 

signes  contraires  :  /c2  sera  réel  quand  cos2i<  -•  Les  intégrales  sont  alors 
de  la  forme 


x 


y 


Ae«+  Ate-a'H-BcP'-f-  B^-P', 


g_ 
w2 


tangj 


2  3(1) 


)2(Ae^— A,e-^)+  ^      "'(Be^-  B,e-^). 


2(3 


w 
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Nous  renverrons  pour  une  discussion  détaillée  an  Recueil  d'Exercices 
sur  la  Mécanique  rationnelle,  par  M.  de  Saint-Germain  (Gauthier- 
Villars),  p.  3C)2.  Le  point  x  =  o,  io2^cos«  = —  g%vs\i  est  une  position 
d'équilibre  relatif. 


II.  —  MOUVEMENT  ET  EQUILIBRE  RELATIFS 
DES  SYSTÈMES. 

118.  Généralités.  —  Pour  obtenir  les  équations  du  mouvement 
relatif  d'un  système  par  rapport  à  des  axes  Qocyz  animés  d'un 
mouvemenl  connu,  on  peut,  d'après  ce  qui  précède,  regarder  les 
axes  mobiles  comme  fixes,  à  condition  d'ajouter  aux  forces  qui 
agissent  sur  chaque  point  m  du  système  la  force  centrifuge 
—  m(Je)  et  la  force  centrifuge  composée  — /??(J').  Lorsqu'on 
applique  le  théorème  des  forces  vives  à  ce  mouvement  relatif,  le 
travail  des  forces  centrifuges  composées  est  nul. 

419.  Mouvement  d'un  système  autour  de  son  centre  de  gravité. 
Théorème  des  moments;  théorème  des  forces  vives.  —  Imaginons  un 
système  en  mouvement  dans  lequel  le  centre  de  gravité  G  a  une  accéléra- 
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tion  J  :  éludions  le  mouvement  relatif  du  système  par  rapport  à  des  axes  Gx\ 
Gy\  G  z'  de  directions  fixes,  menés  par  G.  Tous  les  points  invariablement 
liés  aux  axes  mobile5  ont,  à  chaque  instant,  la  même  accélération  d'en- 
traînement, égale  à  J;  nous  appellerons  a,  b,  c  les  projections  de  J  sur 
les  axes  mobile^.  Pour  étudier  te  mouvement  relatif,  on  pourra  regarder 
ces  axes  mobiles  comme  fixes,  à  condition  d'ajouter  aux  forces  intérieures 
et  extérieures  agissant  sur  chaque  point  m  du  système  la  seule  force  cen- 
trifuge —  mJ  de  projections  — ma,  — m6,  — me  :  la  force  centrifuge 
composée  est  nulle  (n°  41(3).  On  a  alors,  en  appliquant  au  mouvement 
relatif  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvemenl  et  employant 
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les  notations  du  n"  335, 


i/Lm(x'CX   -y'%) 


dt 


dt 


dt 


le  centre  de  gravite  étant  à  l'origine  mobile,  la  dernière  somme  est  nulle, 
car  on  a,  par  exemple,  Zmbx'  =  bl*mx'  =  o.  Donc  le  théorème  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  s'applique  au  mouvement  relatif  d'un 
système  autour  du  centre  de  gravité,  comme  nous  l'avons  démontré  autre- 
ment (n°  33o).  Appliquons  de  même  le  théorème  des  forces  vives  au  mou- 
vement relatif  par  rapport  aux  axes  Gx'y'z',  en  regardant  ces  axes 
comme  fixes  et  introduisant  les  forces  centrifuges;  nous  aurons 

rf—  =  W{Xidx'-+-Xidy'-+-Zidz') 

+  SS(Xeda?'-+-  Yedy'  -\-  Zedz')  —  Sm(a  dx' -h  b  dy '-+-  cdz'). 

La  dernière  somme  est  encore  nulle,  car  lLmdx\  Zmdy',  Y*mdz'  sont 
nuls.  On  voit  ainsi  que  Ion  peut  appliquer  le  théorème  des  forces  vives  au 
mouvement  relatif  autour  de  G,  sans  tenir  compte  des  forces  fictives;  c'est 
ce  que  nous  avons  déjà  démontré  (n°  350). 

420.  Exemple  de  mouvement  relatif.  —  Les  extrémités  d'une  barre 
homogène  pesante  de  longueur  il  sont  assujetties  à  glisser  sans  frotte- 
ment, l'une  A  sur  un  axe  horizontal  0.2?,  l'autre  B  sur  un  axe  vertical  0/. 

Fig.  249. 


Trouver  le  mouvement  de  la  barre  en  supposant  que  le  système  xOy 
tourne  autour  de  Oy  avec  une  vitesse  angulaire  constante  a>.  (Routh, 
Ri gid  Dynamics,  Elementary  Part,  p.  343.) 

Les  forces  appliquées  à  la  barre  sont  le  poids  Mg  appliqué  au  milieu  G 
et  les  réactions  normales  des  axes  Ox  et  Oy.  Pour  trouver  le  mouvement 
relatif  de  la  barre  par  rapport  à  ces  axes,  on  peut  les  regarder  comme 
fixes,  à  condition  d'appliquer  à  chaque  point  m  la  force  centrifuge  4>  et  la 
force  centrifuge  composée  <ï>'.  Nous  appliquerons  ensuite  au  mouvement 
relatif  le  théorème  des  forces  vives,  en  nous  rappelant  que  le  travail  des 
forces  centrifuges  composées  est  nul,  et  en  remarquant  que,  dans  le  dé- 
placement relatif,  les  travaux  des  réactions  sont  nuls.  Appelons  MA2  le 
moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  au  point  G,  6  l'angle  qu'elle  fait 
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avec  O.r,  de  sorte  que  les  coordonnées  £  et  r,  du  centre  de  gravité  sonl 
/cosO  et  /sinO.  D'après  le  théorème  de  Kœnig,  la  force  vive  relative  de  la 
barre  est  M/20'2  +  MX:20'2,  0'  désignant  la  dérivée  de  0  par  rapporta  t.  Le 
travail  élémentaire  du  poids  est  Mgdt\f  c'est-à-dire  M  gl  cosO  dO.  Enfin 
la  force  centrifuge  <ï>,  appliquée  au  point  m  d'abscisse  x,  est  parallèle 
à  Ox  et  a  pour  valeur  mm-x',  son  travail  élémentaire  est  Jinx>-xdx\  si 
donc  on  désigne  par  p  la  distance  Bm,  on  a  x  =  p  cosO,  et,  quand  la  barre 
glisse,  dx  =  —  psinOûfl);  d'où,  pour  miù-xdx,  la  valeur 

—  m  <x>-  p2  sin  0  cos  0  dû. 

D'après  cela,  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  centrifuges  est 
—  I;  ni  p-  m-  sin  6  cos  6  <f6  ;  comme  'Lmp-  est  le  moment  d'inertie  de  la  barre 
par  rapport  au  point  B,  moment  égal  à  lAl/c2H-  M/2,  on  a,  pour  la  somme 
des  travaux  des  forces  centrifuges,  —  M  (À2 -h  l-)<x>-  sin  0  cos 6  d§.  L'équation 
des  forces  vives  est  donc,  en  remarquant  que,  pour  une  barre  homogène, 

k*  =  —  ?  et  divisant  par  M, 

(i)  d'~-W*  =  gl  cos  6^6—  ^tv2  sin  8  cos  Or/0, 

qui  donne  immédiatement  6'  en  fonction  de  0  par  une  quadrature.  En  sup- 
posant, pour  simplifier,  que  0'  soit  nul  pour  0  =  90,  on  aura 

(2)  0'2=  w2(sinô  —  sineoM-r^-  —  sin  8  —  sin0o  '); 

\   1  t  (x)  '  J 

d'où  l'on  tire  t  en  fonction  de  sin 6  par  une  intégrale  elliptique  de  pre- 
mière espèce  et  sinG  en  fonction  elliptique  de  t.  Dans  la  discussion,  il  faut 
remarquer  que  sinO  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  rendant  le  second 
membre  positif. 

Equilibre  relatif.  —  En  divisant  par  dt  l'équation  du  mouvement  (i) 
et  effectuant,  on  a 

(3)  ^  =  '^cosO  -u>2sin6cose. 
v    !  dl1         4  / 

On  obtient  les  positions  d'équilibre  relatif  en  égalant  le  second  membre  à 
zéro.  On  a  ainsi  cos0  =  o  qui  donne  la  position  verticale,  puis 

|/w2  sin 6  =  3  g 

qui  ne  donne  une  valeur  de  0  que  si  w  est  suffisamment  grand.  Pour  nous 
rendre  compte  de  la  stabilité,  appelons  a  la  valeur  de  0  correspondant  à 
une  de  ces  deux  positions,  et  faisons  0  =  a  -h  o,  où  cp  est  très  petit.  Nous 
aurons  alors,  en  substituant  et  développant  le  second  membre  suivant  les 
puissances  de  cp,  en  négligeant  les  puissances  supérieures, 

d'-o  [1g 


C4)  — j-ï   =  —  o  l  —   sin  a  -+-  to-  cos 2 a 

(tl-  \  i\i 
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Si  la  quantité  n  —   — -  sin  y.  -h  u>*  cos2a  est  positive,  la  position  d'équilibre 
4  ' 

correspondant  à  0  =  a   est  stable,  et  la  durée  des  oscillations  infiniment 

27T 

petites  autour  de  cette  position  est  ,  •  si  cette  quantité  est  négative, 
l'équilibre  est  instable.  On  vérifiera  que,  quand  la  position  d'équilibre 
verticale  f  a  =  —  )  existe  seule,  elle  est  stable;  quand  la  position  d'équi- 
libre oblique  existe  aussi,  c'est  elle  qui  est  stable,  et  la  verticale,  instable. 
Le  cas  intermédiaire,  où  —~  serait  égal  à  t,  mérite  une  attention  par- 
ticulière. Alors  les  deux  positions  d'équilibre  se  confondent  avec  la  ver- 
ticale;  si  l'on  fait  encore  0  = h  cp,  cp  étant  supposé  infiniment  petit,  les 

termes    en    c&    disparaissent,    et  l'on    a,    en    ne    gardant   que   les   premiers 
termes, 

G?2<p    _  lu*      s 

Ht*     ~  2    * "  ' 

L'équilibre  est  donc  stable,  car  cp  tend  à  diminuer  en  valeur  absolue. 
L'angle  cp  est  alors  donné  en  fonction  de  t  par  une  fonction  elliptique. 

La  barre  étant  abandonnée  sans  vitesse  dans  une  position  correspon- 
dant à  cp  =  co0(cp0  infiniment  petit),  le  temps  qu'elle  met  à  revenir  dans  la 
verticale  est  en  raison  inverse  de  l'amplitude  cp0,  comme  on  le  vérifiera 
*ans  peine. 

4-21 .  Corps  solide.  —  Cas  particulier  dans  lequel  les  forces  centri- 
fuges ont  une  résultante  unique.  —  Quand  le  système  mobile  est  un 
corps  solide,  les  forces  centrifuges  se  composent,  en  général,  en  une  force 
et  un  couple;  les  forces  centrifuges  composées  également.  M.  Resal 
{Annales  des  Mines,  1 853 )  et  M.  Gilbert  {Annales  de  la  Société  scien- 
tifique de  Bruxelles,  1878)  ont  donné  divers  théorèmes  pour  la  réduc- 
tion de  ces  forces.  Voici  un  cas  où  les  forces  centrifuges  ont  une  résultante 
unique. 

Supposons  que  le  mouvement  des  axes  mobiles  Oxyz,  par  rapport  aux- 
quels on  cherche  le  mouvement  relatif  d'un  solide,  soit  une  rotation  de 
vitesse  angulaire  constante  w  autour  d'un  axe  fixe  AB,  et  supposons  en 
outre  que  la  parallèle  Gz',  menée  par  le  centre  de  gravité  G  à  l'axe  de 
rotation,  soit  un  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  G.  Alors  les  forces 
centrifuges  ont  une  résultante  unique  égale  à  la  force  centrifuge  qu'aurait 
la  masse  totale  concentrée  en  G. 

En  effet,  prenons  G z'  comme  axe  avec  deux  axes  perpendiculaires  Gx\ 
Gy',  et  soient  x'  =  a.  y' —  b  les  équations  de  l'axe  AB. 

La  force  centrifuge  <ï>  appliquée  à  un  point  m  est 

<I>  =  m  uj*  m/), 
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où  mp  est  la  distance  du  point  à  l'axe  AB;  ses  projections  sont 

mio2(x' — «),     mto-(y — b),  o. 

La  résultante  générale  de  toutes  ces  forces  a  donc  pour  projections 

Smui2(a?' — a),     Emio2^' — b),     o, 

-Mw'fl,     —  Mw2/;,     o, 
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car  Lmx',  ^my'  sont  nuls.   Le   moment   résultant  de  toutes  ces  forces  a 
pour  projections 

-Smw2z'(/-i),     2 /».o>2c' (>'—«),     2  miû*-(a y'  —  b.v'), 

quantités  qui  sont  toutes  nulles  parce  que   Taxe  Gz'  est  principal  pour  G. 

Les  forces  centrifuges  ont  donc  une  résultante  appliquée  en  G  ayant  pour 

projections 

-Mw2a,     —M  tu2  6,     o; 

c'est  une  force  égale  à  Mw2GG'  dirigée  suivant  G' G  en  appelant  G' la  pro- 
jection de  G  sur  l'axe  AB. 


422.  Bicyclettes.  —  Nous  empruntons  à  l'intéressant  Ouvrage  de 
M.  Bourlet  {Traité  des  bicycles  et  bicyclettes,  Gauthier- Villars)  l'appli- 
cation suivante  de  la  théorie  de  l'équilibre  relatif.  La  pièce  principale 
d'une  bicyclette,  celle  à  laquelle  toutes  les  autres  sont  fixées,  est  le  cadre, 
qui  affecte  généralement  la  forme  d'un  pentagone  rigide  RQEIS  (jig.  iSi). 
A  l'arrière  du  cadre  en  B  est  fixé  l'axe  de  la  roue  fixe  F.  En  avant,  le 
cadre  est  muni  d'une  douille  El  dans  laquelle  passe  le  tube  de  direction. 
Le  tube  de  direction  est  terminé  en  bas,  à  la  sortie  de  la  douille,  par  une 
fourche  EB  dans  laquelle  passe  la  roue  directrice  D  dont  l'axe  est  fixé  à 
cette  fourche  en  B'.  A  la  sortie  supérieure  de  la  douille,  le  tube  de  direc- 
tion porte  le  gouvernail  qui  est  un  tube  G.  sensiblement  horizontal,  ter- 
miné par  deux  poignées  que  le  cycliste  tient  dans  ses  mains.  Le  cavalier 


-,.68 
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est  assis  sur  la  selle  S,  fixée  au  cadre  dans  la  partie  moyenne  supérieure.  Le 
cadre  de  la  machine  présente  un  plan  de  symétrie  qui  contient  l'axe  de  la 
douille  El,  le  centre  de  la  selle  S  et  le  centre  R  de  la  roue  fixe  F.  Ce  plan 
est  appelé  plan  moyen.  Appelons  plan  d'une  roue  le  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  de  la  roue  en  son  milieu  :  le  plan  de  la  roue  fixe  coïncide 
toujours  avec  le  plan  moyen;  le  plan  de  la  roue  directrice  est  variable  par 
rapport   au   plan  moyen,  et,  lorsqu'il  coïncide  avec  lui,  les  deux  poignées 
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sont  à  égale  distance  du  plan  moyen  qui  est  alors  un  plan  de  symétrie 
pour  l'appareil,  abstraction  faite  de  la  chaîne  et  des  engrenages  dont  la 
masse  est  négligeable  dans  une  première  approximation. 

Appelons  A  et  B  les  points  de  contact  des  deux  roues  avec  le  sol;  nous 
supposons  que  l'axe  xy  du  tube  de  direction  passe  par  le  point  de  contact 
B  de  la  roue  directrice;  alors  le  point  B  est  un  point  fixe  du  plan  moyen, 
la  droite  AB  a  une  longueur  constante  indépendante  de  l'orientation  de  la 
roue  directrice  :  cette  droite  AB,  tangente  à  la  roue  fixe,  est  l'intersection 
du  plan  moyen  avec  le  sol  supposé  plan.  Nous  admettons  aussi  que  le  cava- 
lier ne  fasse  aucun  mouvement  du  torse  et  reste  placé  de  façon  que  le  plan 
de  symétrie  de  son  corps  coïncide  avec  le  plan  moyen.  Dans  ces  condi- 
tions, le  centre  de  gravité  G  de  la  machine  et  de  son  cavalier  est  très 
sensiblement  un  point  fixe  du  plan  moyen  (fig-  a'5i  bis).  Le  pied  G  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité  sur  la  base  AB  est  donc  un 
point  fixe  de  cette  base. 

Cherchons  d'abord  quelles  sont  les  traces  des  roues  sur  le  sol  en  suppo- 
sant que  le  plan  de  la  roue  directrice  fasse  un  angle  constant  avec  le  plan 
moyen.  Supposons  le  sol  plan  et  prenons-le  pour  plan  de  la  figure.  Soient 
A  et  B  les  points  de  contact  de  la  roue  fixe  et  de  la  roue  directrice,  AR 
et  BR'  les  droites  d'intersection  des  plans  des  deux  roues  avec  le  sol;  AR 
coïncide  en  direction  avec  AB. 

L'angle  6   de  BR'   avec  AB  est  constant  si  l'inclinaison  du  plan  moyen 
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sur  la  verticale  reste  constante.  Les  droites  AR  et  BR'  sont  très  sensible 
ment   tangentes   aux    traces  T   et  T  des  roues  sur  le  sol.  fl  est  facile  de 
voir  que  ces  traces   sont  alors  deux  cercles  ayant  pour  centre   commun  <o 
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le  point  de  rencontre  co  des  normales  en  A  et  B  aux  deux  traces.  En  effet, 
appelons  x,y  les  coordonnées  de  A,  b  la  longueur  AB,  «  l'angle  de  la  tan- 

Fig.  262. 


gente  AB  à  T  avec  un  axe   fixe  Ox  et,  par  suite,  oc  +  0  l'angle  de   la  tan- 
gente BR.'  à  T'  avec  le  même  axe.  On  a,  pour  les   coordonnées   du    point 

B(*',r'), 

x'  =  x  -f-  b  cosa,         y'  =  y  -\-  b  sina. 

Appelons  s  et  s'  les   arcs  des  deux   courbes  T  et  T'  et  différentions   les 
équations  précédentes  en  tenant  compte  des  relations  connues 


et 


dx  =  ds  cosa,         dy  =  ds  sin  a 
dx'  =  ds' cos (a  +  fJj,  .  .  . , 


il  vient 
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ds'  co  s  (a  h-  0)  =  ds  cos  a  —  b  sin  et  doc, 

ds'  sin  (a  -r-  0)  =  ds  si  11  a  -+-  b  cos  a  t/a. 

Ces  équations  développées  et  résolues  donnent,  pour 

ds'  cos  8         et         c/s'  sin  6, 

les  valeurs  ds  et  &  d-x.  Les  rayons  de  courbure  p  et  p'  des   deu\  traces  qui 

ds         ds 
ont  pour  valeurs  -y-  et  -r-  nous  sont  donc  donnés  par  les  formules 
r  d%        d% 

p'cos0  =  p,         p'jsin8  =  6, 

et  sont  constants.  La  figure  montre  que,  dans  le  triangle  AwB,  on  a 

p  =  Ao),         p'  =  Bw. 

Les  traces  sont  donc  des  cercles  de  centre  commun,  et,  dans  le  mouve- 
ment, la  droite  AB  tourne  autour  de  la  verticale  toio'  avec  une  vitesse 
angulaire  qui  est  constante  si  la  vitesse  du  cycle  l'est.  Prenons  alors  un 
système  de  trois  axes  rectangulaires  entraînés  par  AB  de  la  façon  sui- 
vante :  l'origine  G  est  la  projection  du  centre  de  gravité  sur  AB,  l'axe  Cz 
la  droite  AB,  l'axe  Cy  la  verticale  du  point  G,  l'axe  Gx  la  perpendiculaire 
au  planyCz.  Le  plan  xGy  est  donc  perpendiculaire  au  plan  moyen  qu'il 
coupe  suivant  une  droite  GM  formant  avec  la  verticale  l'angle  (3. 

Pour  que  le  cycle  ne  se  renverse  pas   et  que  (3  reste  constant,  il  faut  et 
il  suffit  qu'il  soit  en  équilibre    relatif  par  rapport  aux  axes  Cxyz.  Or,  le 


^="^71 — i 


mouvement  de  ces  axes  est  une  rotation  de  vitesse  angulaire  constante  u> 
autour  de  la  verticale  wto'.  Regardons  comme  nulle  la  masse  des  roues  qui 
est  très  petite  par  rapport  à  la  masse  totale;  négligeons  aussi  le  mouve- 
ment d'oscillation  des  jambes  que  nous  regarderons  comme  immobiles 
dans  une  position  moyenne.  Pour  exprimer  qu'il  y  a  équilibre  relatif,  il 
faut  écrire  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  réactions  du  sol,  la  pesanteur  et 
les  forces  centrifuges. 
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La  pesanteur  a  pour    résultante  le  poids   GP  =M'g]   les  forces   eenlri- 
fuges  ont  approximativement  une  résultante  GF  appliquée  en  G,  dirigée 

suivant  la  perpendiculaire  G'G  à  l'axe  de  rotation  oxo'  et  égale  à  Mco-GG' 


ou 


R 


?  V  désignant  la  vitesse  du   point  G  et  R  le  rayon   GG'  du  cercle 


qu'il  décrit  (Jîg.  i5^).  M.  tëourlet  justifie  cette  approximation  d'après  la 
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remarque  du  n°  421  :  l'axe  GG  est  sensiblement,  par  raison  de  symétrie, 
un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité;  l'angle  (3  que  fait 
la  verticale  du  point  G  avec  l'axe  GC  étant  ordinairement  un  petit  angle, 
la  verticale  du  point  G  diffère  peu  d'un  axe  principal  d'inertie.  On  peut 
donc  dire  que  la  parallèle  menée  par  G  à  l'axe  de  rotation  wco'  est  sensi- 
blement un  axe  principal  pour  le  point  G,  ce  qui  permet  d'appliquer  la 
remarque  du  n°  4-21. 

Cela  posé,  pour  éliminer  les  réactions  du  sol,  nous  exprimerons  que  la 
somme  des  moments  des  forces  F  et  P  par  rapport  à  l'axe  AB  est  nulle. 
D'après  la  définition  même  des  moments,  il  suffit  de  projeter  les  forces  P 
et  F  sur  le  plan  ccGy  perpendiculaire  à  AB  et  de  prendre  les  moments  de  ces 
projections  par  rapport  au  point  G.  Le  poids  P  est  tout  projeté  :  la  force  F 
a  pour  projection  une  force  horizontale  Ft  égale  à  F  cos^,  en  appelant  <l 
l'angle  FGFi  que  fait  la  droite  FGG'  avec  sa  projection  I^GG"  sur  le  plan 
yCx.  La  condition  d'équilibre  est  alors 

F  cos'J;  cos  [j  =  P  sin  [3. 

Le  triangle  GG'G"  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  horizontal 
en    D io  K  ;    Doj  est   égal   à    H    et   toE   à   AG,   c'est-à-dire    à    une   longueur 


constante    connue    c. 


On 


a    alors,  pour    sm  'l>,  la 


valeur  —  ?  et 


d'équilibre  devient,   en   remplaçant  F  et  P  par  leurs  valeurs 


M  \  -' 


équation 


'^  =  ^\/' 
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En  général,  on  peut  supposer  R  assez  grand  par  rapport  aux  dimensions 

c 
de  la  machine  pour  que  —  soit  négligeable.  Alors 


tan 


ëP 


Xi 


Si  l'on  suppose  que  Pv  soit  assez  grand  pour  que  ces  approximations 
puissent  être  admises,  l'équilibre  relatif  ainsi  réalisé  est  instable,  car,  si 
le  cycle  s'incline  vers  le  sol,  (3  augmente,  le  moment  du  poids  augmente, 
celui  de  F  diminue;  c'est  le  poids  qui  l'emporte,  et  (3  tend  à  augmenter 
davantage.  Pour  éviter  une  chute,  il  faut  que  le  cycliste  tourne  la  roue 
directrice  du  côté  où  il  va  tomber,  de    façon    à    faire   croître  G;    alors  le 

m\* 

point  (o  se  déplace,  Àw,  Bo>  et  R  diminuent,  la  force  centrifuge  F  =  — - — 

augmente    et    peut  vaincre  l'effet  de  la    pesanteur.  L'inverse   a  lieu   si    (3 
diminue. 

La  condition  d'équilibre  trouvée  serait  suffisante  si  le  frottement  de 
glissement  sur  le  sol  dans  le  sens  latéral  était  indéfini.  Mais,  soit  f  le 
coefficient  de  ce  frottement  :  dans  l'équilibre  relatif,  la  résultante  de  P 
et  F]  rencontre  l'axe  AB  en  faisant  un  angle  (3  avec  la  verticale.  Pour  qu'il 
n'y  ait  pas  glissement,  il  faut 

tang^/,         V^/^R. 

Cette  inégalité  montre  qu'avec  une  vitesse   donnée  on   ne  peut  pas  dé- 

V'2 
crire   un   cercle  de  rayon  inférieur  à  — -.•  Lorsque  le    sol  est    glissant,    il 

faudra,  pour  décrire  un   cercle   de   rayon   donné  R,  ralentir  suffisamment 
pour  que  l'inégalité  soit  satisfaite  (Bourlet,  loc.  cit.,  p.  2G-27). 

On  pourra  également  consulter,  sur  la  théorie  de  la  bicyclette,  le  Mé- 
moire couronné  de  M.  Bourlet  {Bulletin  de  la  Société  mathématique, 
1899);  un  Mémoire  de  M.  Garvallo,  inséré  au  Journal  de  l'Ecole  Poly- 
leclinique  (Ve  et  VIe  Cahier,  1900);  et  un  Mémoire  de  M.  Boussinesq 
{Journal  de  Mathématiques,  de  M.  Jordan,  1899). 


III  —  ÉQUILIBRE  ET  MOUVEMENTS  RELATIFS  A  LA  SURFACE 

DE  LA  TERRE. 


423.  Historique.  —  Newton  paraît  être  le  premier  qui  ait  signalé  l'in- 
fluence de  la  rotation  de  la  Terre  sur  le  mouvement  des  corps  à  sa  surface  : 
il  remarqua  qu'un  corps  abandonné  du  haut  d'une  tour  doit  conserver,  en 
tombant,  une  vitesse  normale  au  méridien,  égale  à  celle  du  sommet  de  la 
tour  dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  :  cette  vitesse  étant  un 
peu  plus  grande  que  celle  du  pied  de  la  tour,  le  corps  doit  tomber  un  peu 
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en  avant  du  pied  dans  le  sens  de  la  rotation  de  la  Terre,  c'est-à-dire  être 
dévié  vers  l'Est.  Plusieurs  observateurs  cherchèrent  à  mettre  ce  fait  en 
évidence,  mais  ce  n'est  qu'en  1 83 1  que  des  expériences  à  peu  près  con- 
cluantes furent  faites  par  Reich  dans  les  mines  de  Freiberg;  mais,  dans 
ces  expériences,  il  subsiste  encore  des  points  douteux,  et  il  serait  à  désirer 
qu'elles  fussent  reprises.  Il  était  réservé  à  Foucault  de  fournir  une  dé- 
monstration bien  plus  nette  du  mouvement  diurne;  ce  physicien  reconnut 
que  la  rotation  de  la  Terre  devait  se  manifester  par  la  rotation  du  plan  de 
l'oscillation  d'un  pendule  simple  autour  de  la  verticale  du  lieu  dans  le 
sens  du  mouvement  diurne,  et  il  mit  ce  fait  en  évidence  dans  la  célèbre 
expérience  du  Panthéon.  L'expérience  de  Foucault  présente  sur  celle  de 
la  déviation  du  corps  tombant  d'une  grande  hauteur  cet  avantage,  qu'elle 
accumule,  pendant  un  temps  assez  long  pour  les  rendre  sensibles,  les  effets 
d'abord  très  petits  que  la  rotation  du  globe  cause  sur  le  mouvement  appa- 
rent des  corps.  L'expérience  de  Foucault  a  été  reprise  récemment  par  un 
savant  hollandais,  M.  Kamerlingh  Onnes,  à  Groningue,  avec  un  pendule 
mesurant  seulement  i,n,  2  de  longueur  et  oscillant  dans  le  vide.  M.  Berget 
a  également  mis  la  rotation  de  la  Terre  en  évidence  avec  un  pendule  de  i"1 
{Comptes  rendus,  t.  CXXXI,  1900).  Un  appareil  simple  et  pratique  dû  à 
M.  Cannwel  a  été  présenté  par  M.  d'Arsonval  à  l'Académie  dans  la  séance 
du  17  novembre  1902. 

L'influence  perturbatrice  qu'exerce  la  rotation  du  globe  sur  les  corps  en 
mouvement  à  sa  surface  est  d'autant  plus  sensible  que  leur  vitesse  est  plus 
grande.  Mais  sur  ces  corps  en  mouvement  rapide,  sur  la  balle  d'un  fusil, 
par  exemple,  mille  autre  causes  perturbatrices  agissent  généralement,  et 
l'observation  était  à  peu  près  impossible.  Ce  fut  encore  le  génie  de  Fou- 
cault qui  triompha  de  cetle  difficulté  :  il  eut  recours  pour  cela  aux  pro- 
priétés du  mouvement  d'un  corps  lourd  suspendu  par  son  centre  de  gravité 
et  tournant  rapidement  autour  d'un  axe  de  symétrie,  et  il  montra  que  l'axe 
de  ce  corps  doit  conserver  une  orientation  fixe  et,  par  conséquent,  s'il  est 
pointé  vers  une  étoile,  suivre  cette  étoile  dans  son  mouvement  diurne.  Cet 
appareil  de  Foucault  a  reçu  le  nom  de  gyroscope.  D'autres  appareils  du 
même  genre  ont  été  construits  par  M.  Sire  et  par  M.  Gilbert  :  nous  faisons 
plus  loin  la  théorie  d'un  de  ces  appareils,  le  barogyroscope,  comme  appli- 
cation des  équations  de  Lagrange. 

Nous  renverrons,  pour  plus  de  détails,  à  l'excellente  Notice  de  M.  Gil- 
bert :  Les  preuves  mécaniques  de  la  rotation  de  la  Terre  (Gauthier- 
\  illars,  1 883 ;   Extrait  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1882). 

Dans  un  autre  ordre  d'idées,  Poinsot  proposa  de  mettre  en  évidence  la 
rotation  de  la  Terre  à  l'aide  d'un  système  subissant  des  changements 
intérieurs  (Comptes  rendus,  i85i).  Cette  conception  a  été  étudiée  par 
\I .  Andrade  qui  a  imaginé  un  appareil  amplifiant  les  effets  delà  déviation 
vers  l'Est  dans  la  chute  d'un  corps  pesant,  de  façon  à  les  rendre  visibles 
dans  une  expérience  de  cours  (Comptes  rendus,  10  juin  et  \\  oc- 
tobre 1895.) 

A.,  II.  18 
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124.  Équilibre  relatif  à  la  surface  de  la  Terre.  —  Nous  regar- 
derons la  Terre  comme  un  solide  animé  d'un  mouvement  de  rota- 
tion de  vitesse  angulaire  constante  gj  autour  de  la  ligne  des  pôles 
PPr;  nous  laissons  donc  de  côté  l'influence  que  peut  avoir  sur  le 
mouvement  ou  l'équilibre  des  points  placés  sur  la  Terre  la  transla- 
tion de  la  Terre  autour  du  Soleil.  Si  l'on  prend  pour  unité  de 
temps  la  seconde  de  temps  sidéral,  la  vitesse  angulaire  w  a  pour 


valeur 


2TT 

24. 6o2 


elle  est  donc  exprimée  par  un  nombre  très  petit. 


Soient  P  le  pôle  nord,  EE'  le  plan  de  l'équateur.  Pour  traiter 
un  problème  précis,  cherchons  la  position  d'équilibre  relatif  d'un 
fil  à  plomb.  OM  suspendu  en  un  point  0  invariablement  lié  à  la 
Terre.  La  position  d'équilibre  OM  que  prend  le  fil  est,  par  défi- 
nition, la  verticale  du  point  M;  l'angle  \  que  fait  ce  fil  avec  le 
plan  de  l'équateur  est  la  latitude  du  point  M;  nous  désignerons 
par  p  la  distance  MQ  du  point  à  l'axe  de  la  Terre  PP';  ces  élé- 
ments sont  tous  fournis  par  l'observation  (  fig.  a55). 


Les  forces  qui  agissent  sur  le  point  M  sont  l'attraction  de  la 
terre  A  et  la  tension  T  du  fil;  ces  deux  forces  ne  se  font  pas  équi- 
libre, car  le  point  M  n'est  pas  animé  d'un  mouvement  absolu, 
rectiligne  et  uniforme.  La  force  T  a  pour  intensité  ce  que  nous 
appelons  le  poids  mg  du  point  matériel;  elle  est  dirigée  en  sens 
contraire  du  poids;  l'angle  a  que  fait  la  direction  OM  du  fil  à 
plomb  avec  l'attraction  A  est  ce  qu'on  nomme  la  déviation  de  la 
verticale  due  à  la  rotation  de  la   Terre.  Si  la  Terre  ne  tournait 
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pas,  les  forces  A  et  T  =  mg  se  feraient  équilibre  ;    elles   seraient 
égales  et  directement  opposées,  et  l'on  aurait  a  =  o. 

Pour    trouver  les  conditions   d'équilibre  relatif,  nous   pouvons 

regarder  la  Terre  comme  fixe,  à  condition  d'ajouter  aux  forces  A 

et  T  qui  agissent  sur  le  mobile  la  force  centrifuge  (I>  ;   comme  le 

momemenl  delà  Terre  est  une  rotation  autour  de  PP',  celle  force 

<I>  est  égale  à  mu2p   et  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon 

QM  du  parallèle  de. M.  Si  nous  admettons  que  la  verticale  OM  est 

dans  le  plan  PMP',  l'angle    de  <I>   avec  OM  est  la  latitude  À  du 

point  M.    Les  trois  forces  A,  T,  4>  se  faisant  équilibre,  sont  dans 

un  même  plan,  le  plan  de  T  et  <ï>  qui  est  connu  en  chaque  point  M 

de  la  Terre;    chacune  d'elles   est   égale  et  opposée  à  la  résultante 

des  deux  autres.  Le  poids  qui  est  égal  et  opposé  à  T  est  donc  la 

résultante  de  V  attraction  et  de  la  force  centrifuge. 

Dans  le  plan  des  trois  forces  A,  T,  <ï>,  la  somme  des  projections 
des  forces  sur  deux  directions  est  nulle;  projetons  sur  la  verti- 
cale MO  et  sur  l'horizontale,  nous  aurons  les  deux  conditions 

(  i  )  A  cos  a  —  mg  —  m w2  p  cos  À  =  o, 

(2)  Asina — mw2psinX  =,°5 

qui  donnent  Acosa  et  Asina  et  permettent,  par  suite,  de  cal- 
culer A  et  a  en  chaqu  e  point  de  la  Terre.  Ces  quantités  varient 
avec  la  latitude. 

A  l'équateur  X  est  nul  et,  par  suite,  a  aussi.  En  appelant  A0, 
go,  p0  les  valeurs  correspondantes  de  A,  g,  p,  on  a,    d'après  (1), 

mg0  =  A0—  m  co->  p0  =  A«  (  1 — x—  )  • 

\  Ao      / 

Calculant  A0  par  cette  relation,  on  trouve  que  le  rapport  qui 

figure  dans  la  parenthèse  est  sensiblement  égal  à——  ou  à  —  :  on 
a  donc 


mg0  =  A0  (  1  —  -^ 


Par  conséquent,  si  la  Terre  tournait  dix-sept  fois  plus  vite,  un 
corps  placé  à  l'équateur  serait  dépourvu  de  poids.  Au  pôle,  on 
,i  p  =  o,  X  =  900,  a  est  encore  nul  d'après  (2),  et,  d'après  (1), 
mg  devient  égal  à  A;    tout  se  passe  donc  comme  si   la  Terre  ne 


'À'jb 
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tournait  pas  :  ce  qui  est  évident,  car  le  lieu   de  l'observation  est 
sur  l'axe  de  rotation. 

Dans  ce  qui  précède  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la 
forme  de  la  Terre;  nous  avons  seulement  supposé  la  verticale  Ont 
située  dans  le  plan  PMP'.  Voyons  ce  que  deviennent  les  formules 
si  l'on  fait  les  hypothèses  suivantes  qui  ne  donnent  qu'une  pre- 
mière approximation.  Supposons  la  Terre  sphérique  et  admettons 
que  l'attraction  A  est  dirigée  vers  le  centre  G  et  a  la  même  inten- 
sité en  tous  les  points  de  la  Terre,  A  =  A0.  On  a  alors,  dans  le 
triangle  CMQ,  en  appelant  p0le  rayon  de  la  Terre  :  p  =  p0  cos(X —  a), 
et  la  formule  (2)  donne 


mto-  a. 


1 


—  cos(X  —  a)  si n  X  =      -  cos(X  —  a)  sinX, 

A0  289 


L'angle  a  étant  très  petit,  développons  les  deux  membres  de 
cette  formule  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  a,  et  né- 
gligeons les  termes   qui  contiennent  le   carré  de   a  et  le  produit 

— —  a  :  nous  aurons  la  formule  approchée 
2S9  ri 


289 


cosX  sin  X. 


Celte  formule  montre  que  la  déviation  de  la  verticale  est  maxi- 
mum à  la  latitude  de  45°. 

En  nous  reportant  à  la  formule  (1)  nous  aurons,  en  tenant 
compte  de  l'expression  0  =  o0eos(X — a),  et  faisant  les  mêmes 
approximations, 


mg  =  A0 


cosa —  cos!(X  —  a)  cosX     =  À0  (  r — -  cos2X  ). 

289  J  \         289  / 


425.  Mouvement  relatif  à  la  surface  de  la  Terre.  —  Soit  O 
un  point  lié  à  la  Terre  au  lieu  de  l'observation  ;  prenons  pour  axe 
des  z  du  trièdre  mobile  la  verticale  du  lieu  considéré  dirigée  vers 
le  bas;  pour  axe  des  y  la  tangente  au  parallèle  vers  l'Est,  et  pour 
axe  des  x  la  perpendiculaire  à  ces  deux  droites,  tangente  au 
méridien  dirigée  vers  le  Sud. 

Le  mobile  M  est  soumis  à  deux  forces  réelles  :  l'attraction  de  la 
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Terre  A  el  la  résultante  F(X,  Y,  Z)  des  forces  qu'on  fait  agir  sur 
ce  point.  Pour  avoir  le  mouvement  relatif,  nous  supposerons  la 
Terre  immobile  en  appliquant  au  point  M  la  force  centrifuge  <I>  et 
la  force  centrifuge  composée  <!>'.  L'attraction  de  la  Terre  et  la 
force  centrifuge  $  ayant  pour  résultante  le  poids  mg  du  corps, 
dirigé  suivant  la  verticale  (n°424),  il  nous  suffira  de  calculer  la 
force  centrifuge  composée  <&'.  A  cet  effet,  cherchons  les  compo- 
santes/?, q,  r  suivant  les  axes  mobiles  de  la  rotation  instantanée  oi  ; 
on  voit  immédiatement  que  le  segment  Ow,  représentant  la  rota- 


tion instantanée,  est  parallèle  à  la  ligne  des  pôles  et  doit  être 
dirigé  vers  le  Sud,  puisque  la  Terre  tourne  de  l'Ouest  à  l'Est.  Ce 
vecteur  Ow  a  donc  pour  projections 


p  =  (ocos  V <*>  O  x  )  =  oj  cos  X,         q  =  o,         r  =  co  sinX. 


Les  projections   de  la  force    centrifuge    composée   sont  alors, 
d'après  les  formules  générales  du  n°413, 


2  mu  sinÀ  -r-j 
dt 


.      -     CLOC  -^    CL*** 

i  ni  (  tu  si n  À  —y-  —  oj  cos  À  —r- 
dt  dt 


1  m  w 


cosX 


dy 
dt' 


et  l'on  a,  pour   les  équations  du  mouvement  relatif, 


d2x        v  .    .  dy 

ni  — r—  =A  +  2  ni  w  sin  À  -£-  , 
dt*  dt 

d1  y       -.  /  .    ,.  dx  ,  dz 

ni  —=-=£-  =  Y  —  2  nno  (  sin  À  -=-   —  cos  A  -r- 

dr-  \  dt  dt 

d2z  .  dy 

ni  —r—  =  mg  -+-  L  —  i  ni  co  cos  À  -f-  • 
dr-  °  dt 
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Il  est  bien  entendu  que  ces  formules  ne  sont  applicables  que 
tant  que  le  mobile  reste  assez  près  du  point  O  pour  que  l'on 
puisse  considérer  la  pesanteur  comme  parallèle  à  Oz  et  égale 
à  m  g. 

Si  l'on  fait  sur  ces  équations  la  combinaison  analytique  qui 
donne  l'équation  des  forces  vives,  on  a 

d =  X  dx  +  Y  dy  -f-  Z  dz  -f-  m  g  d  z , 

caries  termes  en  co  disparaissent. 

Si  donc  il  existe  pour  (X,  Y,  Z)  une  fonction  de  forces  U,  on  a 
l'intégrale  première 

mv%         TT  / 

=  U  -f-  m  g  z  -h  li. 

2 

426.  Chute  libre  d'un  point  pesant.  —  Nous  supposerons  que  la  chute 
s'effectue  dans  le  vide  :  alors  X,  Y,  Z  sont  nuls,  et  les  équations  du  mou- 
vement sont 

'  d2x  .    -   dy 

Un  =2MS,nX5F' 

1  d2  y  /  .    .   dx  .  dz\ 

(I)  l?77=-2w(s,nXÂ-cosX37J' 

|  d2  z  .   dy 

Nous  supposerons  que  le  mobile  part  de  l'origine  sans  vitesse  relative 
initiale.  Les  seconds  membres  des  équations  du  mouvement  étant  des  dé- 
rivées exactes,  nous  pouvons  intégrer  une  première  fois  et  nous  avons,  en 
tenant  compte  des  conditions  initiales, 

dx  .    .. 

——  =  -2(x>  y  sin  À, 
dt  J 

(2)  <    -y-  =  —  2 ta (x  sin X £C0SX), 


dt 

dz 
dt 


-17  =£"*—  20)JKC0SX 


Four  terminer  1  intégration    on  peut,  dans   1  équation  qui  donne  —rv-  » 


doc     d r 
remplacer  — »  -7-  parleurs  valeurs,  ce  qui  donne 

1  rtt       rit   l  »  1 


-v^-  -l-  4to2/  =2  0)  cos  kgt 


équation  linéaire  du  second  ordre  que  l'on  peut  intégrer  exactement. 
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Mais  comme  10  est  très  petit,  on  obtient  une  approximation  bien  suffi- 
sante en  développante,^,  z  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  de  u)  et  se  bornant  aux  premiers  termes. 

Essayons  donc  de  vérifier  les  équations  (2)  par  les  séries 

(    X  =  X0  -+"  w  'rl  -+"  w"  xi  -+-  •  •  •  j 

(3)  j  y  =  y0  +  cojki-+-w2<x2  +  .  .., 

(     Z    =  Z0  -+-  (.0  Zy  -+-  to2  Z-i  -h  .  .  .  , 

dans  lesquelles  x0,  y0,  z0,  Xy,  yx,  z-y,  etc.  sont  des  fonctions  de  t  s'annu- 
lant,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  pour  t  =  o.  Substituant  ces  déve- 
loppements dans  les  équations  (2)  et  égalant  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  to,  il  vient  d'abord 

ciXn  dy '0  cIzq 

rf*  '  rff  '  dt        6  ■ 


rrfï 

2 


d'où,  en  intégrant, 

Ensuite  on  trouve 

dxy  dy{  7         .  0?^! 


o, 


1  ,,  -s  ""•'1 

-   =  gV-  COSX,  .-7-    =  O. 


dt  dt        °  dt 

X\  =  o,  JKi  =  -^-cosX,  ^i  =  o, 

et  ainsi  de  suite.  De  sorte  que,  si   l'on  néglige  les  termes  en  to2  dans  les 
développements  (3),  on  a,  pour  valeurs  approchées  de  x,  y,  z 

x  =  o,  y  =  (x>  ^—- -cos  A,  z  =  - — • 

^3  2 

Le  point  reste  donc  dans  le  plan  desjrs,  mais,  au  lieu  de  tomber  suivant 
la  verticale,  comme  il  arriverait  si  la  Terre  ne  tournait  pas,  il  est  légère- 
ment dévié  vei^s  l'Est,  car  y  est  positif.  Dans  le  plan  des  yz,  le  point  décrit 
la  parabole  semi-cubique 

3  y  ig y  =  {\ix>z'x  cosX. 

Cette  équation  permet  de  calculer  la  déviation  vers  l'Est  pour  une  hau- 
teur de  chute  donnée  z. 
En  poussant  l'approximation  plus  loin,  on  trouve  pour  x  la  valeur 

w2  sinX  cosX  5__  ■ 
o 
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outre  la  déviation  vers  l'Est  dont  nous  venons  de  parler,  il  y  a  une  nou- 
velle déviation,  presque  insensible,  vers  le  Sud. 

Si  l'on  veut  avoir  la  vitesse  du  mobile,  il  suffit  d'appliquer  le  théorème 
des  forces  vives  qui  donne  immédiatement  pour  la  vitesse  la  valeur  \J-\gz. 

4£1.  Pendule  de  Foucault.  —   Nous  allons  étudier  le  mouvement  d'un 

i 

pendule  sphérique  de  longueur  /,  en  tenant  compte  du  mouvement  de  rota- 
tion de  la  Terre.  Conservons  les  mêmes  axes  que  dans  la  question  précé- 
dente, l'origine  étant  le  point  de  suspension  du  pendule;  les  forces  qui 
agissent  sur  le  mobile,  en  dehors  de  l'attraction  de  la  Terre,  se  réduisent 
à  la  tension  du  fil,  que  nous  appellerons  mN;  les  projections  de  cette  force 

x  y  z  , 

étant  —  /?ïN  y?  — m  N  '-j  ,  -  /« N  -  ,   les  équations  du  mouvement  relatif 

seront  alors 

d2x  x  .    .    dy 

— r—    =  —  N  -    -+-  2  to  sin  A  -f-  » 
dt1  l  dt 

i   d1  y  AT  y  (  .    -   dx  .  dz  v< 

(i)  /   -_v  =—  N~  ~  au    sinA  -j-   —  cosA-y- 

v  '  dn  l  \  dt  dt 

I   dl  z  z  .  dy 

— —  =  sr  —  \\  -  —  2  lu  cos  a  -7-  • 
\     dt  I  dt 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  sont  d'une  intégration  diffi- 
cile; on  peut  chercher  à  les  intégrer  par  approximations  successives;  on 
opérerait  comme  dans  la  question  précédente.  Abandonnons  le  cas  général 
et  plaçons-nous  dans  celui  où  les  oscillations  ont  une  amplitude  très  petite  ; 

x    y 
notre  approximation  consistera    à   regarder  —  -y-  et  leurs    dérivées   d'une 

part,  10  d'autre  part,  comme  de  petites  quantités  du  premier  ordre,  et  à 
négliger  leurs  carrés  et  leurs  produits  vis-à-vis  des  quantités  finies.  A  cet 
ordre  d'approximation,  nous  aurons  constamment  z  =  /,  car  l'équation  de 
la  sphère  sur  laquelle  se  meut  le  point  pesant  donne 


x2         r2 
et,  en  négligeant  —  et  -1— -  ,  z  =  L 

La  troisième   équation    du   mouvement    donne  alors  N  =  g;   en    portant 
<ette  valeur  avec  z  =  l  dans  les  deux  premières,  celles-ci  se   transforment 

en 

d2  x  g  .    .   dy 

—z —    =  —  -;  x  -+-  2  to  si  n  A  -~ 

dt%  l  dt 

(a) 

dL  y  g  .    .   dx 

--—r  =  —  -,  y  —  2  w  si  n  A  — 7- 

dP  L J  dt 
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Ces  deux  équations  définissent  le  mouvement  du  pendule  qui  se  fait 
sensiblement  dans  le  plan  tangent  au  point  le  plus  bas  de  la  sphère,  comme 
il  résulte  de  la  valeur  z  =  l. 

Les  équations  ('2)  sont  linéaires  et  à  coefficients  constants;    on  .pourrait 

donc  les   intégrer    rigoureusement  par  des  quadratures,  mais  nous  allons 

employer    une   autre    méthode.    Formons    la    combinaison  analytique    des 

forces  vives 

dv-  <* 

—  =  —  %  (x  dx  -+-  Y  dy)<i 

1  l  J    " 

et  intégrons,  en  appelant  r  et  6  les  coordonnées  polaires  de  la  projection 
du  pendule  sur  le  plan  des  xy,  il  vient 

(§)-:(S)2=-f--^ 

faisons  maintenant  une  combinaison  analogue  à  celle  des  moments  en 
ajoutant  les  équations  (2)  respectivement  multipliées  par  — y  et  x,  nous 
aurons 

d   (    dy  dx\  .    .  /     dx  dy\ 


dt  V     dt       J   dt  J  \     dt       J   dt  J 

équation  intégrable  qui  donne,  en  posant  w  sin  A  =  w'  et  passant  aux  coor- 
données polaires, 

(4)  ,,^=_(,y,.!+C. 

Cas  particulier.  —  Traitons  d'abord  un  cas  particulier  :  le  pendule 
étant  en  équilibre  dans  la  verticale,  donnons-lui  une  petite  impulsion;  il 
se  met  à  osciller.  Alors  à  l'instant  initial  on  a  r  =  o  ;  l'équation  (4)  montre 
que  la  constante  C  doit  être  nulle  et  cette  équation  se  réduit  à 

dO  '  a       a  '/ 

---    =  OJ   ,  0    =  ljn CD    t. 

dt  '  ° 

Donc  le  pendule  semblera  osciller  dans  un  plan  qui  tourne  d'un  mouve- 
ment  uniforme  autour  de  la  verticale  0^  dans  le  sens  négatif,  avec  une 

\itesse   angulaire    o>';    ce   plan    fera   un    tour   complet   dans    le   temps  — — 

ou  —. — r-  (temps  sidéral)  qui,  pour  Paris,  est  de  3>J"  environ, 
sin  À  /    j        1 

Cas  général.  —  Revenons  maintenant  au  cas  général  des  petites  oscil- 
lations; l'équation  (4)  s'écrit 

-(S 
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Si  donc  on  désigne  par  cp  l'angle  0  -h  w' t,  on  a  l'équation 

.  do 


(5) 


r- 


dt 


G, 


analogue  à  l'équation  des  aires.  Les  quantités  /•  et  cp  sont  les  coordonnées 
polaires  relatives  de  la  projection  horizontale  M  par  rapport  à  un  système 
d'axes  Oxifx  tournant  autour  de  la  verticale  Os  dans  le  sens  négatif 
avec  la  vitesse  constante  co',  car  xOxx  étant  pris  égal  à  to'£,  a?tOM  est 
0  -+-  0/ t  ou  cp  {Jig.  i5y  ). 

Avec  les  nouvelles  variables  l'équation   (3)  devient 


dr 

Ht 


/dyV 


•2[(  " 


\dt  ] 


,rfcp] 

2W  -f   \ 
dt\ 


l"1 


h. 


do 


En  remplaçant  r-  —j-  par  G  et  en  négligeant   les   termes  du   quatrième 

ordre,  to'2/*2  devant  ceux  du  deuxième,   il  reste,  en  désignant  par  h'  une 
nouvelle  constante, 


(6) 


fdr 

\~dï 


do  \  2 


y^w. 


Les  équations  (5)  et  (6)  sont  identiques  aux  équations  des  aires  et  des 
forces  vives  dans  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  O 
proportionnellement  à  la  distance. 

Le  mouvement  du  point  M  par  rapport  aux  axes  X\Oy\  est  donc  iden- 

Fig.  1S7.   , 


tique  au  mouvement  absolu  d'un  point  M  attiré  par  un  centre  fixe  0 
proportionnellement  à  la  distance.  D'après  ce  que  l'on  a  vu  dans  le  n°  223, 
le  point  M  décrit  par  rapport  aux  axes  xx  0 yx  une  ellipse  de  centre   O,  la 

durée  de  la  révolution  du  point  sur  l'ellipse  étant  Ti  =  27ri  /  —  • 

V  g 

Gomme  les  axes  xxOyx  tournent  dans  le  plan  horizontal,  on  voit  que  le 
point  M  parcourt  une  petite  ellipse  horizontale  de  centre  0  qui  tourne  dans 
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le  sens  négatif  autour  de  son  centre  avec  une  vitesse  angulaire  to',  de  façon 

2  TT 

à  faire  un  tour  entier  dans  le  temps  T  =  — T  =  32h  pour  Paris. 

tu 

Expérience  de  Foucault.  —  Dans  la  célèbre  expérience  du  Panthéon  , 

le  pendule  était  écarté  de  sa  position  initiale  et  rattaché  à  un  mur  par  un 

fil.  Le  pendule  étant  ainsi  immobile  par  rapport  à  la  Terre,  on  brûle  le  fil 

et  le  pendule  se  met  en  mouvement.  Dans  ces  conditions  la  vitesse  initiale 

du  pendule  par  rapport  aux  axes  0 xyz  liés  à  la  Terre  est  nulle,  les  valeurs 

•    •  •  i        ,     dr        dO  ,,       t  i         •    •  •  i     i 

initiales    de  -7-  et  -=-  sont  donc  nulles.  La  valeur  initiale  de  r  que  nous 
dt        dt  i 

appellerons  a  est  donc  un  axe  de  l'ellipse,  car  —  commençant  par  être 
nul,  la  valeur  initiale  de  ;•  est  un  maximum  ou  un  minimum.  La  rela- 
tion (4)  dans  laquelle  on  fait  r  =  a,  —  =  o,   donne  alors  G  =  a2co\  La 

valeur  initiale  de  —j-  est  positive  et  égale  à  w'  :  donc,  dans  l'expérience  d  e 

Foucault,  le  pendule  parcourt  l'ellipse  dans  le  sens  positif  des  rotations 
autour  de  O-s,  en  même  temps  que  la  petite  ellipse  tourne  dans  le  sens  né- 
gatif. Le  phénomène  est  donc  nettement  différent  de  celui  qui  se  prése  nte 
dans  le  pendule  conique  quand  on  néglige  l'influence  de  la  rotation  de  la 
Terre,  car,  dans  ce  dernier  cas,  en  poussant  l'approximation  plus  loin, 
l'extrémité  du  pendule  semble  décrire  une  petite  ellipse  qui  tourne  dans 
le  sens  dans  lequel  elle  est  parcourue. 

Théorème  de  Chevilliet.  — ■  Dans  les  équations  précédentes  G  désigne 
la  constante  des  aires  pour  le  mouvement  du  point  décrivant  la  petite 
ellipse  par  rapport  aux  axes  x^Oy^.  Soient  a  et  b  les  deux  axes  de  cette 
ellipse,    Ti    la    durée   de    la   révolution    du    point  su  r  l'ellipse,    G   a   pour 

valeur  —- — ;  d'autre  part  on  a  trouvé  G  =  a-to'.  Égalant  ces  deux  expres- 
A  1 

sions,  on  a 


b        TjV  _     T 

a  2  7T  T 


1 


T  désignant  comme  plus  haut  la  durée  d'une  révolution  de  l'ellipse  autour 
de  son  centre. 

Ainsi  les  deux  axes  de  V ellipse  mobile  sont  entre   eux  comme  les 
durées  de  l'oscillation  complète  et  de  la  révolution  de  l'ellipse.  Dans 

l'expérience  du  Panthéon  /  =  G;"',  a  —  3 '",  T!  =  i6s;  T  =  3 2",  -  =  — —  ; 

a        7200 

l'ellipse  est  donc  extrêmement  aplatie. 

Pour  une  étude  plus  approfondie  du  pendule  de  Foucault  nous  renver  - 

rons  aux  Mémoires  de  M.  de  Sparre  (Savants  étrangers  ;  1891  et  Annale  s 

de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  14e  année;  1890-1891). 

428.  Gyroscope.  —  Le  gyroscope  de  Foucault  est  un  corps  pesant   de 
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révolution  suspendu  par  son  centre  de  gravité  autour  duquel  il  peut 
tourner  dans  tous  les  sens. 

L'étude  du  mouvement  du  gyroscope  de  Foucault  a  fait  l'objet  de  nom- 
breux et  savants  Mémoires,  dont  M.  Gilbert  a  donné  l'analyse  complète 
dans  une  intéressante  Notice  intitulée  :  Elude  historique  et  critique  du 
problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide  {Annales  de  la  Société 
scientifique  de  Bruxelles,  1"  année;  1878).  Ainsi  que  le  fait  remarquer 
M.  Gilbert,  les  auteurs  de  ces  Mémoires  se  sont  placés  à  deux  points  de 
vue  différents  pour  traiter  le  problème  :  les  uns,  parmi  lesquels  Bour  (l  )  et 
Lottner,  ont  supposé  que  l'attraction  de  la  Terre  était  constante  dans 
l'étendue  occupée  par  le  corps;  les  autres,  parmi  lesquels  Quet(2),  Resal 
et,  plus  tard,  M.  Gilbert,  ont  supposé  que  c'était  la  pesanteur  apparente, 
c'est-à-dire  la  résultante  de  l'attraction  de  la  Terre  et  de  la  force  centri- 
fuge qui  était  constante.  Lorsque  l'on  ne  se  préoccupe  que  de  prouver  la 
rotation  de  la  Terre  par  la  concordance  des  résultats  de  la  théorie  avec 
ceux  de  l'expérience,  l'une  et  l'autre  hypothèses  sont  également  accep- 
tables, car  les  équations  auxquelles  elles  conduisent  ne  diffèrent  que  par 
des  termes  dépendant  du  carré  de  la  rotation  diurne,  termes  assurément 
négligeables;  mais  la  première  hypothèse  offre  du  moins  l'avantage  de  con- 
duire à  une  solution  plus  simple,  puisque  Bour  l'obtient  par  des  fonctions 
circulaires,  tandis  que  l'autre  hypothèse,  plus  généralement  adoptée,  con- 
duit aux  fonctions  elliptiques. 

L'hypothèse  que  l'attraction  de  la  Terre  seule  est  constante,  offre  un 
second  avantage,  non  moins  appréciable  pour  un  problème  de  cette 
nature,  celui  de  conduire  à  la  solution  rigoureuse  par  un  raisonnement 
élémentaire  de  quelques  lignes  que  nous  empruntons,  ainsi  que  les 
indications  qui  précèdent,  à  une  Note  de  M.  Guyou  (Comptes  rendus, 
16  avril  1888). 

Considérons  un  solide  homogène  pesant  de  révolution  suspendu  par  son 
centre  de  gravité  G.  Les  forces  agissant  sur  le  corps  sont  l'attraction  de  la 
Terre  et  la  réaction  Q  du  point  de  suspension  G  :  les  dimensions  de  l'ap- 
pareil sont  assez  petites  pour  que  les  attractions  de  la  Terre  sur  les  molé- 
cules du  corps  soient  parallèles  et  proportionnelles  aux  masses  de  ces 
molécules;  ces  attractions  ont  dès  lors  une  résultante  A  appliquée  au 
centre  de  gravité  G.  Ce  point  G  n'est  pas  absolument  fixe,  car  il  est  en- 
traîné dans  le  mouvement  de  la  Terre.  Appelons  J  l'accélération  que 
possède  à  chaque  instant  ce  point  G.  Nous  allons  étudier  le  mouvement 
du  corps  par  rapport  à  des  axes  Grx'y'z,  de  directions  absolument  fixes 
ayant  le  point  G  pour  origine.  Nous  pourrons  regarder  ces  axes  comme 
fixes,  à  condition  d'ajouter  aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  les  diffé- 
rents points  du  système  les  seules  forces  centrifuges.  Ces  dernières  étant 
—  ml  sont  parallèles  et  proportionnelles  aux  masses  :  elles  ont  donc  aussi 


(')  Journal  de  Lioiwille;  i863, 
(2)  Ibid.;  i853. 
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une  résultante  <I>  appliquée  au  centre  de  gravité  G.  Le  mouvement  du  corps 
par  rapport  aux  axes  Qx'y'  z'  est  donc  identique  au  mouvement  d'un  solide 
de  révolution  suspendu  par  un  point  absolument  fixe  G  de  son  axe  el 
sollicité  par  des  forces  admettant  une  résultante  unique  passant  par  le 
point  fi\e.  Or  ce  mouvement  a  été  étudié  en  détail.  L'axe  G:  du  plan  du 
maximum  des  aires  est  invariable,  c'est-à-dire  pointé  vers  la  même  étoile, 
et  l'axe  de  révolution  de  l'instrument  décrit  d'un  mouvement  uniforme  un 
cône  circulaire  autour  de  cette  direction.  Enfin  le  mouvement  par  rapport 
à  la  Terre  est  le  résultat  de  la  superposition  du  mouvement  diurne  à  ce 
mouvement  simple. 

Par  exemple,  si  les  conditions  initiales  sont  telles  que  l'instrument  com- 
mence par  tourner  autour  de  son  axe  de  révolution  (axe  principal  d'inertie 
relatif  au  point  G),  ce  mouvement  de  rotation  persistera  indéfiniment, 
l'axe  conservant  une  direction  absolument  fixe  dans  l'espace.  Donc,  dans 
ce  cas,  l'axe  de  l'instrument  restera  pointé  vers  la  même  étoile  et,  pour 
l'observateur  placé  sur  la  Terre,  il  suivra  l'étoile  dans  son  mouvement 
diurne.  Ce  mode  de  raisonnement  conduit  aux  mêmes  résultats  que  l'ana- 
lyse de  Bour  (Journal  de  Liouville;  i863). 

Si,  au  lieu  de  considérer  un  solide  de  révolution,  on  considérait  un 
solide  quelconque  suspendu  par  son  centre  de  gravité,  le  mouvement  du 
corps  par  rapport  aux  axes  Gx'y'  z'  de  directions  fixes  serait  un  mouve- 
ment à  la  Poinsot,  et  le  mouvement  du  corps  par  rapport  à  la  Terre  s'ob- 
tiendrait en  combinant  ce  mouvement  à  la  Poinsot  avec  le  mouvement 
diurne.  C'est  le  résultat  qu'aurait  obtenu  Bour  s^il  avait  poussé  jusqu'au 
bout  l'analyse  qu'il  n'a  fait  qu'indiquer  pour  ce  cas  générai. 

(Guvou,  loc.  cit.). 

Le  procédé  employé  par  Foucault  pour  suspendre  un  tore  par  son  centre 
de  gravité  est  le  suivant.  Un  premier  anneau  tourne  autour  d'un  axe  fixe 
vertical  CC'  :  un  deuxième  anneau  tourne  autour  d'un  axe  BB'  (fig.  '258) 


qui  coïncide  avec  le  diamètre  du  premier  anneau  perpendiculaire  à  CC'; 
enfin,  le  tore  tourne  autour  d'un  axe  AGA'  coïncidant  avec  le  diamètre  du 
second  anneau  perpendiculaire  à  BB'. 
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EXERCICES. 

1.  Trouver  le  mouvement  relatif  d'un  point  pesant  sur  un  plan  horizontal,  en 
tenant  compte  du  mouvement  de  la  Terre. 

Réponse.  —  En  prenant  les  axes  du  n°  425,  on  voit  que  le  point  reste  dans  le 
plan  des  xy,  z~o;  la  seule  force  appliquée,  autre  que  l'attraction,  est  la  réac- 
tion normale  N  du  plan.  Les  équations  du  mouvement  sont  alors 

dz x  .    .   dy  d2  y  .    -   dx  _T  .   dy 

,  ■  =  2  w  sin  À  — r-  >  ■  ,  ,■  =  —  2  o)  si  n  A  —r- ,  o  =  m  s  —  i\  —  2  m  oi  cos  A  -f-  • 
dt-  dt  dtz  dt  ô  dt 

La  dernière  équation  donne  la  réaction  qui  diffère    un  peu  du   poids  du  corps, 

à  cause  du    terme  en   w.   Les  deux    premières  définissent  le  mouvement   dans  le 

plan  des  xy.  En    appliquant  le  théorème  des  forces  vives,  on  trouve  que  la  vitesse 

relative  v  du  mobile  est    constante  et  égale  à  vQ.   Désignant  par   a  l'angle  de  la 

„  .         dx  dy  _ 

vitesse  avec  Ox,  on  a  donc  -=-  =  R,cosa,   ~-  =  pnsina.  Ces  expressions,  portées 

dt         °  '  dt         °  l  ' 

,  ,        ,  .  ,  ,  da  .    ..  ds 

dans  les  equalions  du    mouvement,    donnent  -=->  =■ —  2u  sida;   comme  —  =  v0, 

et  c  et  c 

s  désignant  l'arc  de  la  trajectoire,  on  a 

ds  vn 


'         dx  2u  sin  A 

Le  rayon  de  courbure  p  est  donc  constant  et  la  trajectoire  est  un  arc  de  cercle 
de  très  grand  rayon. 

2.  Traiter  directement  par  la  Théorie  du  mouvement  relatif  les  problèmes 
traités  dans  le  premier  Volume  par  la  méthode  de  Lagiange  :  p.  458,  n°  260; 
p.  466,  problèmes  22  et  23;  p.  47^,  problème  2. 

3.  Mouvement  relatif  d'un  point  pesant  glissant  sur  une  droite  tournant  uni- 
formément autour  d'un  axe  vertical  fixe  O^  qu'elle  ne  rencontre  pas. 

Soient  OC  la  perpendiculaire  commune  à  Taxe  Oz  et  à  la  droite,  CM  =  /•  la 
dislance  du  mobile  au  point  C,  et  a  l'angle  de  la  droite  avec  l'axe.  L'équation  du 

mouvement  est 

d2r  ,       .    , 

-r-r  —  w-  /•  sin-  a  =  —  »•  cos  a, 

dt-  ° 

équation  linéaire   à  coefficients  constants  avec  second  membre  constant. 

Le  point  se  meut  comme  si  la  droite  était  fixe  et  si  le  point  était  repoussé  par 
la  position  d'équilibre  relatif,  proportionnellement  à  la  distance. 

4.  Si,  dans  toute  l'étendue  de  la  trajectoire  d'un  point  pesant  dans  le  vide  à  la 
surface  de  la  Terre,  on  regarde  l'attraction  comme  constante  en  grandeur  et 
direction,  le  point  semble  décrire,  par  rapport  à  Ja  Terre,  une  parabole  qui  tourne 
uniformément  autour  d'un  certain  axe. 

[  Bour  (les  formules  que  donne  Resal  dans 
les  Nouvelles  Annales,  1872,  conduisent 
précisément  à  ce  résultat).] 
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5.  Mouvement  de  cliule  d'un  point  pesant  dans  le  vide,  quand  on  regarde  la 
Terre  comme  un  ellipsoïde  de  révolution  homogène  et  aplati. 

(De  Saint-Germain,  Nouvelles  Annales,  3e  série,  t.  II,  i883.) 

6.  Un  tore  pesant  et  homogène  T  est  mobile  autour  d'un  diamètre  équatorial 
\0\'  horizontal;  ce  diamètre  est  animé  d'une  rotation  uniforme  w  autour  de  la 
verticale  du  centre  O.  En  un  point  INI  du  diamètre  équatorial  perpendiculaire 
à  £0£'  est  placé  un  poids  additionnel  m.  Mouvement  du  tore  autour  du  dia- 
mètre £0  £'( x  ).  {agrégation,  1874.) 

Soit  OM  =  rf;  A  et  C  les  moments  d'inertie  du  tore  par  rapport  à  un  diamètre 
équatorial  et  par  rapport  à  l'axe  de  révolution. 

Le  mouvement  sera  défini  par  l'angle  0  du  rayon  OM  avec  la  verticale  descen- 
dante. 

L'équation  du  mouvement  est 

(  A  -+-  m  cP  )  6"  —  10 2  (  C  —  A  -t-  m  d2)  si  11 8  cos  0  =  —  m  g  cl  sin  8. 

7.  On  donne  une  surface  S  dont  l'équation,  par  rapport  à  trois  axes  rectangu- 
laires 0 3?,  Oy,  Oz,  est 

z  =  ex+r: 

e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens.  Un  point  matériel  M  dont  on 
prend  la  masse  pour  unité  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  surface  S;  il  est,  en 
outre,  soumis  à  l'action  de  forces  extérieures  données.  La  surface  S  tourne  avec 
une  vitesse  angulaire  constante  0;  autour  de  la  droite  OA  dont  les  équations,  par 
rapport  aux  axes  Ox.  Ojk,  0-s,  sont 

X  —y  =  z. 

i°  Former  les  équations  différentielles  qui  définissent  le  mouvement  relatif  du 
point  M  sur  la  surface  mobile  S; 

20  Calculer  la  réaction  j>{  de  cette  surface; 

3°  Étudier  ce  mouvement  relatif  en  supposant  le  point  M  attiré  vers  le  point  0. 
par  une  force  F  proportionnelle  à  la  distance  MO,  et  vers  le  plan  P,  mené  par 
le  point  0  perpendiculairement  à  la  droite  OA,  par  une  force  Fj  proportionnelle 
à  la  distance  Mm  du  point  M  à  ce  plan  P. 

Les  intensités  des  forces  F  et  Fn  à  l'unité  de  distance,  ont  respectivement  pour 
valeur  w2  et  3w2. 

A  l'origine  du  temps,  le  mobile  M  se  trouve  au  point  a}rant  pour  coordonnées 

x—y  =  0,         s  =  i; 

de  plus  on  a,  au  même  instant, 


dx  2  w  dy        2  w 

dt   '      '  ^3'  dt  "  ~jï 


{Agrégation.) 


('  )  Gilbert,  Mémoire  sur  l'application  de  la  méthode  de  Lagrange  à  divers 
problèmes  de  mouvement  relatif,  p.  276. 
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8.  Une  circonférence  de  rayon  R  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  oj 
autour  d'un  de  ses  diamètres  Ox  supposé  vertical. 

Mouvement  d'une  barre  homogène  pesante  AB,  dont  les  extrémités  glissent  sans 
frottement  sur  la  circonférence. 

C  étant  le  milieu  de  la  barre,  soit  OC  —  a,  6  l'angle  de  OC  avec  la  verticale 
descendante  Ox,  Mk2  le  moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  à  G,  le  théo- 
rème des  forces  vives  appliqué  au  mouvement  relatif  donne 

M  (  k3  -+-  a3  ) ■(  -r:  )  =2  M  ga  cos  8  +  w2  X  mr3  +  /i, 

où  /•  désigne  la  distance  du  point  m  de  la  barre  à  Ox.  On  trouve  facilement 

Z>mr3  =  M«-sin26  -h  Mk2  cos- G. 

En  substituant,  on  a  l'équation  du  mouvement.  Cosô  est  donné  en  t  par  une 
fonction  elliptique. 

Si  a2  =  k2,  le  mouvement  est  pendulaire. 

7  2   f. 

Les  positions  d'équilibre  relatif  s'obtiennent  en   égalant  à  zéro  -—7  • 

(  Licence.) 

9.  Stabilité  de  V équilibre  relatif  d'un  point.  —  Il  est  important  de  remar- 
quer que,  si  la  force  centrifuge  composée  n'intervient  pas  dans  la  recherche  de 
l'équilibre  relatif,  elle  apparaît  dès  que  le  point  se  meut  et  doit  entrer  en  ligne 
de  compte  pour  la  recherche  de  la  stabilité. 

Voici  cependant  un  cas  particulier  qui  se  présente  fréquemment  et  dans  lequel 
on  peut  affirmer  que  l'équilibre  est  stable.  Supposons  que  la  force  donnée  F 
appliquée  au  point  m  et  la  force  centrifuge  —  m5e  dérivent  toutes  deux  d'une 
fonction  de  forces,  de  sorte  qu'on  ait 

X  —  m  (3  )    =  -■ —  1  •  •  •  1 

U  étant  fonction  de  x,  y,  z.  Dans  ces  conditions,  on  obtiendra  les  positions 
d'équilibre  relatif  du  point  m,  soit  libre,  soit  mobile  sur  une  courbe  ou  une 
surface  invariablement  liée  aux  axes  Oxyz,  en  cherchant  parmi  les  positions 
possibles  du  point  celles  qui  rendent  la  fonction  U  maximum  ou  minimum.  Si, 
dans  une  certaine  position,  U  est  maximum,  c'est  une  position  d'équilibre  stable. 
En  effet,  si  le  point,  étant  écarté  de  sa  position  d'équilibre  et  lancé  avec  une 
petite  vitesse  relative  se  met  en  mouvement,  la  force  centrifuge  composée  vient 
s'ajouter  aux  autres  forces;  mais,  comme  son  travail  est  nul,  on  a  l'intégrale  des 
forces  vives 

mv2 


•1 


=  U+h, 


à  laquelle  on  pourra  appliquer  tous  les  raisonnements  faits  pour  la  stabilité  de 
l'équilibre  dans  le  mouvement  absolu  (  nos  208,  245,  267),  raisonnements  qui 
reposent  uniquement  sur  l'existence  de  l'intégrale  des  forces  vives.  Ainsi,  dans 
l'exemple   du  n°  415  (équilibre  relatif  d'un   point  pesant  sur  une  courbe  plane 


CHAPITRE    XXII.    —    MOUVEMENT    RELATIF. 

tournant  autour  d'une  verticale  de  son  plan),  on  a 

U  =  —  m  g  z  -+-  \  m  or  y. 


•289 


On  peut  alors  vérifier  par  celle  méthode  que,  pour  le  cercle  tournant,  la  posi- 

a 

m  cosa  =  -~rr  est  stable  quand  elle  existe, 
co-  Il 

Les  mêmes  remarques  s'appliquent  à  l'équilibre  relatif  des  systèmes. 


A.,  II. 


J9 
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CHAPITRE  XXIII. 

PRINCIPE  DE  D'ALEMBERT. 


I.    -  ÉQUATION   GENERALE  DE  LA  DYNAMIQUE. 

429.  Énoncé  du  principe.  —  Nous  avons  déjà  énoncé  le  prin- 
cipe de  d'AIembert  pour  un  point  matériel  (288).  Si  Ton  considère 
d'une  part  les  vecteurs  représentant    les  forces  appliquées   à  un 
point  m  et,  d'autre  part,  un  vecteur  I  appliqué  au   point,  égal  et 
opposé  au  produit  de  l'accélération  par  la  masse,   on  peut  inter- 
préter les  équations  du  mouvement  de  la  façon  suivante  :  il  y  a 
équilibre  à  chaque  instant  entre  les  forces  et  le  vecteur  1  qu'on 
appelle  force  d'inertie.   Les  projections  de  ce  vecteur  I  sur  les 
axes  de  coordonnées  sont 

d\r  d2y  dïz 

—  m  -=—  j      —  m  — ■  j      —  m  - .-—  > 
de-  dt1  dt1 

x,  r,  z  désignant  les  coordonnées  du  point  m . 

Soit  alors  un  système  de  n  points  m{,  m2,  . ..,  mn  en  mouve- 
ment; on  peut  dire  qu'il  j  a,  à  chaque  instant,  équilibre  entre 
toutes  les  forces  agissant  sur  ces  points  et  les  forces  d'inertie  de 
ces  points  I< ,  l2,   . .  .,  I„. 

A  l'aide  de  ce  principe,  on  peut  ramener  la  mise  en  équation 
d'un  problème  de  Dynamique  à  la  mise  en  équation  d'un  problème 
auxiliaire  de  statique. 

Première  application  :  Théorèmes  des  quantités  de  mouve- 
ment projetées  et  des  moments  des  quantités  de  mouvement. 
—  Nous  avons  \u  (n°  94)  que,  pour  qu'un  système  quelconque 
soit  en  équilibre,  il  faut  que  la  somme  des  projections  des  forces 
extérieures  sur  chacun  des  trois  axes  de  coordonnées  soit  nulle 
et  que  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à  chacun 
des  trois  axes  soit  nulle.  On  en  conclut  immédiatement,  par  l'ap- 
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plication  du  principe  de  d'Alemberl,  que,  dans  un  système  en 
mouvement,  la  somme  des  projections  des  forces  d'inertie  et  des 
forces  extérieures  sur  chacun  des  trois  axes  est  nulle, 


n?Sr)+22x«=0^ 


et  que  la  somme  des  moments  des  forces    d'inertie   et  des  forces 
extérieures  par  rapport  à  chacun  des  axes  est  nulle  : 

f  d1  y  d1  x\       v1  ^  /     v  xr  s 


n\ 


Les  six  équations  ainsi  obtenues  expriment  les  théorèmes  des 
quantités  de  mouvement  projetées  et  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  (n°s  326  et  328). 

4-30.  Étude  particulière  d'un  système  à  liaisons.  —  Soit  un 
système  de  points  matériels  sollicités  par  des  forces  données  et 
assujettis  à  des  liaisons  données  pouvant  varier  avec  le  temps  sui- 
vant une  loi  donnée.  Chaque  point  du  système  peut  être  considéré 
comme  libre  sous  l'action  des  forces  données  et  des  forces  de 
liaison  qui  agissent  sur  lui.  D'après  le  principe  de  d'Alembert, 
il  y  a  équilibre,  à  chaque  instant,  entre  les  forces  données, 
les  forces  de  liaison  et  les  forces  d'inertie.  On  énonce  quelque- 
fois ce  fait  sous  la  forme  suivante  : 

A  chaque  instant  £,  il  y  a  équilibre  en  vertu  des  liaisons 
existant  a  cet  instant,  entre  les  forces  donné  es  et  les  forces 
cl'  inertie. 

Exemple  :  Mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  axe 
fixe.  —  Rappelons  que  pour  qu'un  corps  solide  mobile  autour 
d'un  axe  fixe  O^  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
des  moments  des  forces  par  rapport  à  Taxe  soit  nulle.  D'après  cela, 
pour  écrire  l'équation  du  mouvement  d'un  corps  mobile  autour 
de  O^,  il  faut  écrire  que  les  forces  données  et  les  forces  d'inertie 
se  font  équilibre  en  vertu  de  la  liaison,  c'est-à-dire  que  la  somme 
des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à  O:  est  nulle  : 

2m("^+-r5^)+2>Y~rX)=0- 

C'est  l'équation   du  n°  359,  comme   on  le  vérifiera   facilement. 
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431.  Équation  générale  de  la  Dynamique  pour  un  système  à 
liaisons  sans  frottement.  —   Soit    un    système    de    n    points    mif 

m2l  •  •  • ,  mn  de  coordonnées  x{ ,  y  K ,  zs ,  #25  y2,  z2->  •  •  •  assujettis 
à  des  liaisons  données,  réalisées  sans  frottement;  ces  liaisons 
peuvent  d'ailleurs  dépendre  du  temps.  Les  points  sont  sollicités 
par  des  forces  données  :  appelons  (XVî  Yv,  Zv)  les  projections  de 
la  résultante  Fv  des  forces  données  appliquées  au  point  mv. 

D'après  le  principe  de  d'Alembert,  il  y  a  équilibre  à  chaque 
instant  entre  les  forces  d'inertie,  les  forces  données  Fv  et  les  forces 
provenant  des  liaisons.  Si  donc  on  imprime  au  système  un  dépla- 
cement virtuel  quelconque,  la  somme  des  travaux  des  forces 
d'inertie,  des  forces  données  et  des  forces  de  liaison  est  nulle. 
Mais,  si  le  déplacement  virtuel  est  compatible  avec  les  liaisons  qui 
ont  lieu  à  l'instant  t,  la  somme  des  travaux  des  forces  de  liaison 
est  nulle  d'elle-même  (n°  162);  donc  la  somme  des  travaux  des 
forces  (T inertie  et  des  forces  données  est  nulle. 

Appelons  B#v,  ojKv)  <^v  ^es  composantes  d'un  déplacement  vir- 
tuel du  point  mv.  compatible  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  à 
l'instant  t  :  les  projections  de  la  force  d'inertie  Iv  du  point  /??v 

étant 

d'2xv  d-  y y  cl1  sv 


DU 


"  dt* 


—  ni. 


dF 


on  a  l'équation 


(') 


2_j    (xv—  m^—7^r 


dt* 


d1  Fv 


dt* 
d*zv 


niy 


dt 


ùz, 


?■ 


=  o. 


qui  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  déplacements  virtuels  compa- 
tibles avec  les  liaisons  existant  à  l'instant  t.  Cette  équation 
constitue  V équation  générale  de  la  dynamique  des  systèmes  à 
liaison  sans  frottement. 

Elle  diffère  de  l'équation  générale  de  la  statique  (n°  170) 

\    (XV  OXy-h   Y  y  o/v+  Zv  o^v)  =  O, 


uniquement  par  la  présence  des  forces  d'inertie. 
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Nous  commencerons  par  faire  deux  applications  de  cette  méthode  à  des 
problèmes  simples. 

432.  Problème  I.  —  Soient  deux  droites  OA;  OB  situées  dans  un 
plan  vertical  et  faisant  avec  l'horizontale  les  angles  a  et  (3  ;  sur  ces 
droites  glissent  sans  frottement  des  points  matériels  pesants  nii,  /n2, 


m3,  m4  /-attachés  entre  eux  par  un  fil  flexible,  inextensible  et  sans 
masse,  allant  passer  en  0  sur  une  poulie  infiniment  petite.  On  de- 
mande de  trouver  le  mouvement  du  système. 

La   force    d'inertie    du    point  mx  est  un  vecteur  dirigé  suivant   OA;   ce 
vecteur,  compté  positivement  de  O  vers  A,  a  pour  valeur 


m 


d-x 
~dF 


en  désignant  par  x  la  distance  O  m^.  Gomme  tous  les  points  subissent  dans 
le  mouvement  des  déplacements  égaux,  les  forces  d'inertie  de  m2,  m3,  m^ 
seront  de  môme  des  vecteurs  dirigés,  le  premier  suivant  OA,  les  deux 
autres  suivant  BO.  Ces  vecteurs  ont  pour  valeurs 


m 


cl^-x 


x 


m 


d* 


dfl 


m>t 


d-x 
dT- 


en  prenant  comme  sens  positif  sur  OB   le  sens  B  vers  O.  Le  sens  positif 
sur  les  deux  côtés  est  donc  BOA. 

Il  nous  faut  écrire  que  le  système  est  en  équilibre  sous  l'action  de  ces 
forces  d'inertie  et  des  poids  mxg,  m^g,  ^3^,  rn^g  de  mx,  m2,  ms,  m±. 
Le  seul  déplacement  virtuel  possible  est  le  déplacement  réel,  c'est-à-dire 
un  glissement  ox  du  système.  Le  travail  virtuel  des  forces  d'inertie  pour 
ce  déplacement  est  manifestement 


ml  —y—  ox 
dt- 


m  0  — --  ox  —  m$  — —  ox 


dr- 


dV- 


m< 


d*x 
~dt< 


ox. 


Quant  au  travail  des  poids,  il  est 

nii  g  ox  sin  a  -f-  m2g  ox  sin  a  —  mzg  ox  sin  [3  —  m+g  ox  sin  |3  ; 
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nous  avons  l'équation  du  mouvement  en  éerivant  que  la  somme  de  ces  tra- 
vaux est  nulle,  ce  qui  donne 

d2cn 
(m,!  -+-  m2+  /n3+  mk)  -j-^  —  (/ni -h  m2)g  sina  —  (m3-+-  ni^g  sin  (3. 

d~  x 

— —  est  donc  constant,  et  le  mouvement  est  uniformément  accéléré,  à  moins 

cW- 

que  la  quantité 

(  /?2]-f-  m2)g  sina  —  (/n3-b  m4)^sin  (3 

soit  nulle,  ce  qui  est  la  condition  d'équilibre;  dans  ce  cas,  le  mouvement 
serait  uniforme.  Quand  un  des  points  a  passé  par  0,  l'équation  doit  être 
modifiée. 

Problème  II.  —  Mouvement  d'une  chaîne  homogène  pesante  sur  une 
courbe  fixe.  —  Nous  avons  vu  en  Statique  (n°  1G9,  Exemple  7)  que  la 
condition  d'équilibre  de  la  chaîne  est  que  la  somme  des  composantes  tan- 
gentielles  des  forces  soit  nulle.  Il  en  résulte  que  nous  aurons  le  mouve- 
ment cherché  en  exprimant  qu'à  chaque  instant  la  somme  des  composantes 
tangentielles  des  forces  d'inertie  et  des  poids  est  nulle. 

Soient  0  z  la  verticale  ascendante  et  z  =  *\>(s)  la  relation  entre  l'ordonnée 
et  l'arc.  Le  cosinus  de  l'angle  de  la  direction  positive  de  la  tangente  avec 
la  verticale  est  ^'(5)5  ^a  composante  tangentielle  du  poids  de  l'élément  ôX 
est  donc,  en  conservant  les  notations  que  nous  avons  déjà  employées  pour 
ce  même  problème  (n°  347), 

(™>g)t  =  —  p^8X<|/(ff  +  X); 
la  somme  de  ces  composantes  est  donc 

^(mg)t  =  -9gj       y(*  +  X)8X=-P*N(a  +  0-+(*--0:i- 

d-s 
La  composante  tangentielle  de  l'accélération  étant  -r-r-'  ^a  composante 


tangentielle  $>t  de  la  force  d'inertie  de  ce  même  élément  SX  est  —  m  —r^- 


dïs 

dt* 
ou 

d*<j 


m  — — 
dfl 


d^a 


T                     i                                             i               a  a  V7 
La  somme  de  ces  composantes  est  donc î—    >  m 

r  df1    Jmd. 


ou 

,    d*  a 

Y  dP 
Écrivant  que  la  somme  de  toutes  les  composantes  {mg)t  et  <£>t  est  nulle, 
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on  retrouve  l'équation  déjà  établie 

433.  Réduction  des  équations  du  mouvement  au  nombre  mi- 
nimum. —  Dans  chaque  système  particulier,  pour  obtenir  le 
déplacement  virtuel  le  plus  général  compatible  avec  les  liaisons 
qui  existent  à  l'instant  t,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  fasse  subir 
à  k  paramètres  qKl  q2j  . ..,  q/(  des  variations  arbitraires  ôg,, 
8ût2j  •••j  $Çk-  On  dit  alors,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  en  Sta- 
tique (n°  171),  que  le  système  considéré  possède  k  degrés  de 
libellé.  Nous  pouvons  obtenir,  dans  cette  hypothèse,  les  équa- 
tions du  mouvement  en  suivant  la  marche  suivie  en  Statique 
(n°  171).  Comme  le  déplacement  virtuel  le  plus  général  du  sys- 
tème à  l'instant  t  est  défini  par  les  variations  arbitraires  oqiy 
£^r2,  ...,  û^/i,  les  variations  ôx, ,  ojKi,  àzt,  ô\r2,  ^2-,  §32,  ...  des 
coordonnées  des  divers  points  du  système  sont  déterminées  dès 
qu'on  a  choisi  %q\,  3^2;>  •••?  ^Çk-  On  aura  donc,  pour  ces  varia- 
tions, des  expressions  de  la  forme 

ôa?!  =  an  oql-sr-  a12  o^2-|-.  •  ■  +  &\k  ^rJ/c, 

SjKi  =  ^n  zqt  -f-  bl2  ô^-2 +  .  .  .-f-  bik  oq/., 
rjZl  —  c11og1+Ci2o^  +  ...+  c1/j.  oq/,-, 


(») 


oxv  =  a,,i  o^i  -f-  av2  oq2  -h.  .  .  -+-  av/v-  oq/:, 
8jKv  =  bvi  oql  h-  £v2  oq*  -+- .  .  .-+-  6v/t  o^/t-, 
0JV  =  Cvl  0<7j  -+-  Cv2  ô<72  -h. .  .H-  cv/,.  or//, 


où  l'on  fait 


v  =  i,  2,  ...,  /i. 


Si  l'on  porte   ces   valeurs    dans  l'équation   générale    (i)   de    la 
Dynamique 


2  [(*■ 


+  (Z»-"»^!)8*»]=0- 


on  obtient  une  équation  de  la  forme 
(3)         (Qi-Pi)3?t+(Qi  —  Pf)ft?i  +  ...+(Q*--P*)  &?*=<>, 


•2()6  I)  V  N  A  M  I  Q  U  E     D  E  S    S  Y  S  T  È  M  E  S 

où  les  quantités  Q;  et  I\  ont  pour  expressions 

'  V  =  n 

Qi  =  N  (  Xv  av;  ■+-  Yv  6V/  ■+-  Zv  cv/), 


(4) 


avec 


v  =  1 

V  =  n 


t/2d7v  <^2JKv  ,  <:/-^v 


P,  =   >  mv     —y-—  «v;  H é—  6»vi-+-     T^r  c 


û# 


'V/ 


V=  I 


i,  2,  . ..,  k. 


L'équation  (3),  devant  être  vérifiée  quels  que  soient  les  dépla- 
cements virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  au  temps  l,  devra 
être  vérifiée  quelles  que  soient  les  variations  oqi:  oq2.  . ..,  orjh. 
On  doit  donc  avoir 

(5)  Qi  — Pi=o,        Q2-P2=o,         ...,        Q*-P*=o. 

On  a  ainsi  les  équations  du  mouvement  du  système  :  le  nombre 
de  ces  équations  est  précisément  égal  au  nombre  k  des  degrés  de 
liberté  du  système.  C'est  ainsi  que  nous  avons  obtenu  successive- 
ment, dans  le  n°  288,  les  équations  du  mouvement  d'un  point 
libre,  d'un  point  assujetti  à  glisser  sur  une  surface  fixe  ou  mobile 
donnée,  d'un  point  assujetti  à  glisser  sur  une  courbe  fixe  ou  mo- 
bile donnée. 

Nous  reviendrons  sur  ces  équations  générales  dans  le  Chapitre 
suivant. 

Systèmes  Iwlonomes  et  non  holonomes.  —  Au  point  de  vue 
de  l'expression  analytique  des  liaisons,  les  systèmes  se  divisent  en 
deux  catégories  :  les  systèmes  holonomes,  dont  toutes  les  liaisons 
peuvent  être  exprimées  par  des  équations  en  termes  finis,  et  les 
systèmes  non  holonomes  comme  le  cerceau,  la  bicyclette,  dans 
lesquels  certaines  liaisons  (roulement  des  roues  sur  une  surface 
fixe)  s'expriment  par  des  relations  différentielles. 

Nous  avons  étudié  en  détail  le  cas  du  cerceau  [Statique, 
nos  171  et  172  et  Dynamique,  n°  412). 

Les  équations  que  nous  venons  d'établir  s'appliquent  à  tous  les 
cas. 

434.  Systèmes  holonomes;  coordonnées  d'un  système  holonome. 
—   Un  système  est  dit  holonome,  d'après  le  physicien  allemand 


Cil  A  PI  THE    XXIII.    —    PRINCIPE    DE    D'ALEMBERT.  297 

Herlz  (n°  172),  quand  les  liaisons  qui  lui  sont  imposées  peuvent 
s'exprimer  par  des  relations,  en  te?' mes  finis,  entre  les  coordon- 
nées des  points  du  système  et  le  temps.  Soient  xt,y(,  z^\  x^y-i, 
z2  ;  . .  .5  x,n  ynj  zn  les  coordonnées  des  points  du  système  ;  pour 
que  le  système  soit  holonome,  il  faut  et  il  suffit  que  les  liaisons 
puissent  toutes  s'exprimer  par  un  système  d'équations  distinctes 
de  la  forme 

/   f\   (a"lj  JKl,   Si,  2?2,  y-i,   Z2,    ....  07/1,  y n,  Zn,    l  )  =  o, 
//.  x  I  J%  \x\->yU  Zll  Xli  yii  Z2>    •  •  •  j  &m  jK/t,  Zni   t)  =  O, 

\  fh(xli  Y ii  zi->  xïi  Yïi  z'2i    '  •  •  >  «^«j  J^/iî  -S/tj    0  =  O. 

Ces  équations  s'appellent  les  équations  de  liaison  du  système 
holonome.  Si  aucune  de  ces  équations  ne  contient  le  temps  t,  les 
liaisons  sont  dites  indépendantes  du  temps;  si  certaines  équa- 
tions de  liaison    contiennent  t,  les  liaisons  dépendent  du  temps. 

On  a  un  exemple  de  liaisons  dépendant  du  temps  en  imaginant 
que  certains  points  du  système  sont  assujettis  à  glisser  sur  des 
courbes  ou  sur  des  surfaces  animées  de  mouvements  donnés  à 
l'avance,  c'est-à-dire  sur  des  courbes  ou  sur  d^es  surfaces  dont  les 
équations  contiennent  le  temps. 

Le  nombre  h  des  équations  de  liaison  est  nécessairement  infé- 
rieur au  nombre  3n  des  coordonnées;  en  elTet,  si  h  était  égal  à  3  /?, 
le  mouvement  du  système  serait  imposé  par  les  équations  de  liai- 
son, car  ces  équations  définiraient  les  3/z  coordonnées  en  fonction 
du  temps.  On  pourra  donc  poser 

h  =  3  n  —  k, 

k  désignant  un  entier  positif.  Nous  allons  voir  que  le  système 
possède  A  degrés  de  liberté. 

Coordonnées  du  système.  —  A.  chaque  instant  t,  pour  con- 
naître la  position  du  système,  il  suffit  de  connaître  les  valeurs 
numériques  de  k  des  3n  coordonnées,  convenablement  choisies; 
en  effet,  les  valeurs  des  h  =  3/1  —  k  autres  coordonnées  sont  alors 
données  par  les  h  équations  de  liaison  (6). 

Plus  généralement,  pour  connaître  la  position  du  système  à  un 
instant  £,  il  suffit  de  connaître  les  valeurs  numériques  de  k  para- 
mètres   qK)    q2,    ...,    q^,    liés   aux    coordonnées    par  A'  relations 
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données 

IJh+l  (x\i  J\i  z\i   Tl2i  y-2i   ~2>    •  •  •  >    Tn-  y n-,   zn,    f)~r/l- 
fh+zi&uyi,  *i,  #2,  JK2,  -2,  .  •  -,  xn,yn,  -<„-,  0  =  £2, 


(7) 


fh+/A^i-yi,  -1,  #2,  JK2,  -2,  •  • .,  -r,t,  yn.  zn,  t)  =  7/. 


En  efFet,  si  £  est  donné,  et  si  l'on  donne  à  qs,  q2,  .  •  -,  qk  des 
val  eurs  numériques,  les  éqnalions  (6)  et  (y)  formeront  un  système 
de  A  -f-  /r  =  3/?  équations  déterminant  les  3n  coordonnées 

x^">  y  i:  zii  •  '  '  1  x  H-,  y  a-,  &n  • 

Si  l'on  résout  effectivement  le  système,  on  obtient,  pour  les  3/i 
coordonnées,  des  expressions  de  la  forme 

(  #v=  ?v(^i-  9-2-  •  •  -,  qtc,  t), 
(8)  jkv=  +v(^i5  q-2-  •-..,  qk,  t), 

où  v  =  1 ,  2,  ...,  n.  Ces  formules  montrent  bien  qu'à  chaque 
instant  t  les  valeurs  numériques  des  paramètres  q^q2,  ...,qk 
déterminent  la  position  du  système.  Les  paramètres  q{,  q2,  ••-, 
qk  peuvent  être  appelés  les  coordonnées  du  système  holonome. 

Exemples.  —  La  position  d'un  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe  est  déterminée  dès  qu'on  connaît  les  valeurs  numériques  des 
trois  angles  d'Euler  8,  <p,  h\  ces  angles  constituentdes  coordon- 
nées du  corps  (/r  =  3). 

La  position  d'une  toupie  sur  un  plan  horizontal  fixe  (n°  408) 
est  déterminée  quand  on  connaît  les  coordonnées  horizontales  Ç,  '/] 
du  centre  de  gravité  et  les  trois  angles  d'Euler  Q,  co,  >b  donnant 
l'orientation  de  la  toupie  autour  de  son  centre  de  gravité.  Les 
cinq  quantités  £,  7,,  9,  cp,  ty  sont  les  coordonnées  de  la  toupie  : 

(*  =  5). 

Degrés  de  liberté  du  système.  —  Pour  obtenir  le  déplace- 
ment le  plus  général  du  système,  compatible  avec  les  liaisons 
à  l'instant  <£,  il  suffit  de  donner  à  t  la  valeur  numérique  corres- 
pondante et  de    faire  varier  les  coordonnées  q{,   q2,  • ..,  qk  de 

quantités  infiniment  petites,  arbitraires,  ô<7,,  (Hq2,  •••>  ^(]k-  Les 
formules    (8)   donnent   alors  les  variations  correspondantes   des 

coordonnées,  c'est-à-dire  les  déplacements  virtuels   compatibles 
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avec  les  liaisons 

<).r\j 
o.rv  =   - —  oq{  -+-  -— -   0^2  +  •  ■  •   *-  t —  oqki 


ù.rv 
àq\ 

r,q  ! 

Ô.Ty 

dq  ■< 

oq 

dqi 

ïqi 

àq2 

oq. 

dZy 

dq , 

oqi 

Oq-i 

ïq-_ 

(9)  \  ôrv=  xrû5ri+xr8^2  +  -...H-  xr6?*1 


-  c<7!  -f-       -  oy.,  -4- ...  H-    - — .0£/o 


oùv  =  i,  2,  ...,  n.  Comme  ô^, ,  oq2,  •  ••>  tyk  sont  arbitraires,  le 
système  possède  A"  degrés  de  liberté.  Ces  formules  (9)  sont  des 
cas  particuliers  des  formules  générales  (2)  donnant  Je  déplace- 
ment virtuel  le  plus  général  compatible  avec  les  liaisons.  Elles 
sont  particulières  parce  que,  dans  le  cas  actuel,  les  seconds 
membres  des  expressions  de  ô.rv,  Syv,  oz-v  sont  des  différentielles 
totales  exactes  de  fonctions  de  q{,  q2,  . ..,  qui  ce  qui  n'a  pas  lieu 
dans  le  cas  général. 

En  portant  ces  expressions  de  &rv,  8j\,  ô£v  dans  l'équation  gé- 
nérale de  la  Dynamique  (  1)  et  égalant  à  zéro  les  coefficients  de 
S</i,  3^25  •••)  S^A?  on  obtient  les  A'  équations  du  mouvement, 
comme  nous  l'avons  expliqué  au  n°  433. 

Nous  montrerons,  dans  le  Chapitre  suivant,  comment  on  peut 
mettre  ces  équations  sous  une  forme  plus  commode  pour  les  ap- 
plications. 

435.  Méthode  des  multiplicateurs  de  Lagrange  pour  un  sys- 
tème holonome.  —  Soit  un  système  holonome  assujetti  à  des  liai- 
sons exprimées  par  les  relations  (6)  du  numéro  précédent. 

Pour  caractériser  un  déplacement  virtuel  compatible  avec  les 
liaisons  qui  ont  lieu  à  l'instant  /,  il  faut  donner  à  t  une  valeur 
numérique  et  faire  subir  aux  coordonnées  des  variations  8^,  8jk15 
ô£l5  . . .,  Zxn,  8yn,  8.5W,  telles  que  les  fonctions/*,  ,y2?  •••?  fh  restent 
nulles,  c'est-à-dire  telles  que  les  différentielles  totales  de  f{, 
f2,  ...,fh  soient  nulles.  On  a,  de  celte  façon,  les  équations  de 
condition  : 


(10) 


dxi  àyx   J         ôz{  dzn 


dfh  ^  àfh 

■    4—  oxx  -+- 4-  f—  dzn  =  o. 

\   àx\  âzn 
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Il  est  à  remarquer  que  le  déplacement  réel  du  système  ne  fait 
pas  partie  des  déplacements  virtuels  que  nous  considérons  ici, 
lorsque  ies  liaisons  dépendent  du  temps.  Par  exemple,  dans  le 
mouvement  d'un  point  assujetti  à  se  déplacer  sur  une  courbe  G 
animée  d'un  mouvement  donné,  le  seul  déplacement  virtuel  de  M, 

Fig.   a6o. 


compatible  avec  les  liaisons  à  l'instant  £,  est  le  déplacement  MM' 
effectué  sur  la  courbe  G  dans  la  position  qu'elle  occupe  à  l'instant  t  ; 
mais,  à  l'instant  t  -4-  dt,  la  courbe  G  est  venue  en  G',  et  le  point 
mobile  en  un  point  M,  de  cette  courbe  :  le  déplacement  réel  MM, 
ne  coïncide  donc  pas,  en  général,  avec  le  déplacement  virtuel.  En 
général,  le  déplacement  réel  dx^  dy{,  dz{,  ...,  dxn,  dy,n  dzn 
satisfait  aux  relations 


foi  dXï 


àfi_ 


df\ 


(  i  =  1 ,  2 , 


,h). 


cL 


dt 


dt 


o, 


Il  n'est  donc  pas  compris  parmi  les  déplacements  virtuels  con- 
sidérés qui  doivent  vérifier  les  conditions  (10),  à  moins  que  toutes 

les  expressions  ~  soient  nulles,  c'est-à-dire  que  les  liaisons  soient 

indépendantes  du  temps. 

Les  équations  (10)  montrent,  comme  nous  l'avons  déjà  dit, 
que,  parmi  les  3 n  variations  ùxv,  8jkv,  3^v,  il  y  en  a  k  d'arbitraires; 
les  h  autres  s'exprimeront  linéairement  en  fonction  des  k  pre- 
mières au  moyen  de  ces  équations;  nous  pourrions  porter  les  va- 
leurs ainsi  obtenues  dans  l'équation  générale  de  la  Dynamique  (1) 
qui  devrait  alors  être  satisfaite  quelles  que  soient  les  variations 
arbitraires.  Il  sera  plus  simple  d'employer  la  métbode  des  multi- 
plicateurs de  Lagrange,  et  nous  aurons,  par  un  calcul  semblable 


CHAPITRE    XXIII.    —    PRINCIPE    DE    D  '  A  L  E  JH  BEIIT.  3oi 

à  celui  qui  a  déjà  été  fait  dans  le  cas  de  l'équilibre  (n°  177), 

a£2  ozv  azy 

résultats  obtenus  en  remplaçant,  dans  les  équations  d'équilibre, 

v,  lv,  Lv  par  Xv—  mv-^-'   iv-  m'>-faT  et  /jv — m^~dtr' 

Nous  avons  ainsi  trois  équations  pour  chaque  point  du  système, 
soit  3/?  relations  qui,  jointes  aux  h  équations  de  liaisons,  per- 
mettront de  déterminer  les  3  n  coordonnées  et  les  h  paramètres  À 
en  fonction  du  temps.  L'interprétation  mécanique  des  X  est  la 
même  que  dans  le  cas  de  l'équilibre  :  la  force  de  liaison  prove- 
nant de  la  liaison  J\  =  o  sur  le  point  /??v,  a  pour  projections 

A  i  - —  >        À  !  - —  )       A  i 

OXy  (>yy  OZy 

Cette  méthode  n'est  pratique  que  si  le  nombre  des  points  du 
système  est  peu  considérable;  s'il  en  est  autrement,  on  cherchera 
à  ramener  la  résolution  du  problème  à  l'intégration  du  plus  petit 
nombre  possible  d'équations,  en  exprimant  les  on  coordonnées 
en  fonction  de  t  et  de  k  paramètres  gt,  q2:  •  .  • ,  Ok-,  comme  nous 
venons  de  le  faire. 

Nous  nous  bornerons  actuellement  à  faire  quelques  applica- 
tions directes  du  principe  de  d'Alembert. 


II.    —  THEOREMES    DEDUITS    DU    PRINCIPE    DE   D'ALEMBERT. 

436.  Cas  particulier  du  théorème  des  projections  des  quantités 
de  mouvement.  —  Nous  pouvons  écrire  l'équation  générale  de  la 
Dynamique  donnée  par  le  principe  de  d'Alembert  sous  la  forme 

!  =^(Xy    ÏXy  +  YV    O/,,  -+■    Z  y    OZy   )  , 


30'2  DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 

Ja  somme  du  premier  membre  étant  étendue  à  tous  les  points  du 
système  et  celle  du   second  seulement  aux.  points  auxquels   sont 
appliquées  les  forces  données. 

En  faisant  certaines  hypothèses  sur  les  liaisons,  nous  pourrons 
faire  d'utiles  remarques. 

Supposons  d'abord  que  les  liaisons  soient  telles  que  le  système 
puisse  prendre  un  mouvement  de  translation  parallèlement  à  Ox; 
dans  ce  déplacement,  on  aura 

0.2?  j  =  0J?2  =  .  .  .  =  OX,i> 
O/l  ==   &5j  =   8/2  =  °z2  =  .  .  .  =  ÔjK/i  =  $zn  =  O, 

et  l'équation  (12)  deviendra 

équation  qui  exprime  le  théorème  suivant  : 

Si  les  liaisons  permettent  à  chaque  instant  un  déplacement 
a" ensemble  parallèle  à  un  axe  fixe,  la  dérivée  par  rapport  au 
temps   de  la  somme  des  projections  des  quantités  de  mouve- 
ment sur  cet  axe  est  égale  à  la  somme  des  projections  des  forces 
données  sur  le  même  axe. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du    théorème  des  quantités 
de  mouvement  projetées.  La  dérivée   par  rapport  au  temps  de   la 
somme  des   projections   des   quantités   de  mouvement  sur  un  axe 
est  toujours  égale  à   la  somme  des  projections  des  forces  exté- 
rieures  sur  le  même  axe.  Seulement,  en  général,  les  projections 
de  ces  forces  extérieures  comprennent  à  la  fois  des  forces  données 
et  des  forces  de  liaison.  Le  théorème  actuel  s'applique  à  une  caté- 
gorie de  problèmes  dans  lesquels  les  projections  des   forces  exté- 
rieures  sur  l'axe  considéré   ne  comprennent  pas    de  forces  de 
liaison. 

Par  exemple,  si  l'on  cherche  le  mouvement  d'une  barre  pesante  dont 
les  extrémités  glissent  sur  deux  surfaces  fixes  S  et  S',  le  théorème  général 
s'applique  à  la  projection  du  mouvement  sur  un  axe  quelconque  O  x  ; 
mais,  dans  les  projections  des  forces  extérieures,  il  faut  compter  les  pro- 
jections des  réactions  des  deux  surfaces  S  et  S';  le  théorème  actuel  ne 
s'applique  pas  si  S  et  S'  sont  prises  au  hasard. 

Il   ne   s'appliquerait   que   si   les   surfaces   S    et   S'  étaient  des  cylindres 
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parallèles  à  0 t ,  car  alors  les  liaisons  permettraient  un  déplacement  d'en- 
semble de  la  barre  parallèlement  à  Occ;  dans  ce  cas,  les  projections  des 
réactions  normales  sur  0./;  sont  nulles  . 

Ou  reconnaît,  en  général,  que  le  système  admet  une  transla- 
tion parallèle  à  O^  lorsque  les  équations  de  liaisons  ne  con- 
tiennent les  abscisses  que  par  leurs   différences. 

437.  Cas  particulier  du  théorème  des  moments.  —  Admettons 
maintenant  que  les  liaisons  permettent  une  rotation  d'ensemble 
du  système  autour  de  l'axe  des  s;  si  l'on  désigne  par  o9  cette  rota- 
tion élémentaire,  on  sait  que  l'on  a 

&rv  =  — jvo6,        8yv  =  a?v38,        o^v=o; 
l'équation  générale  (12)  devient  alors 


2 


d2  y v  d'2xv\         d  v^        /      dyy  dxy 


nij    xy  —r- y 


'   dt*         Jv   dP   )  ~  dt^d'"v\m'y  dt         JV  dt 
=  V(a?vYv  — ^VXV), 

c'est  à-dire  : 

Si  les  liaisons  permettent  à  chaque  instant  un  mouvement 
de  rotation  du  système  autour  d'un  axe  fixe,  la  dérivée  de  la 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport 
à  cet  axe  est  égale  à  la  somme  des  moments  des  forces  données 
par  rapport  au  même  axe. 

Nous  remarquerons  encore  ici  que  ce  théorème  est  un  cas  par- 
ticulier du  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement, 
en  ce  que  ce  sont  les  forces  données  seules  qui  figurent  dans 
Ténoncé  au  lieu  des  forces  extérieures. 

438.  Cas  particulier  du  théorème  des  forces  vives.  —  Suppo- 
sons enfin  que  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps. 

Alors  parmi  les  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons  se 
trouve  le  déplacement  réeldxy)  dyy,  dzy,  et  l'on  peut,  dans  l'équa- 
tion (12),  remplacer,  en  particulier,  ùxyi  oyy:  ozy  par  dxy)  dyy)  dzy. 
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On  a  ainsi 

d-x,,  cl1  j'y  d2zv 


^1  /cl^Xy  Cl1}',,  Cl^Zy  V 

2-  "h  [  ~dW  dx- +  ^fF  d^  +  HÂ  dzv 

=  \  (Xv  dx\  -+-  Yv  <:/>'v H-  Zv  <:/sv  )> 
^  'V  _  =  V  (  Xv  dxv  +  Yv  c/rv  4-  Zv  ûfev). 


Donc 


-SY  /<?s  liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  la  différen- 
tielle de  la  de  mi- for  ce  vive  du  système  est  égale  à  la  somme 
des  travaux  élémentaires  des  forces  données. 

C'est  un  cas  particulier  du  théorème  des  forces  vives  (nl>  346). 

Nous  pouvons  vérifier  ce  théorème  en  partant  des  équations  du  mouve- 
ment obtenues  par  la  méthode  des  multiplicateurs  de  Lagrange  [équa- 
tions (i  i),  n°  43o].  » 

Faisons  sur  ces  équations  la  combinaison  des  forces  vives,  nous  aurons, 

en  ordonnant  par  rapport  aux  X, 

». 

d  >   ■         =  N  (Xv  da\ ■+-  Yv  c/j'v  ■+-  Zv dzv ) 


2 


V 

1      V  /  Ôfl>     7  ,      Ôfl>     1  ,     Ôfl>     1      \ 


V 


et  les   coefficients  des  X  sont  nuls  quand   les  équations  fi=  o,/*  —  o,   ..  ., 
fh  =  one  contiennent  pas  t.  'è'i  j\  contenait  t,  le  coefficient  de  X]  ne  serait 

pas  nul,  mais  éiral  à  —  ~-dt. 

1  '  °  ùt 


III.  —  APPLICATION  DU  PRINCIPE  DE  D'ALEMBERT 
AU  CAS  DU  FROTTEMENT  DE  GLISSEMENT. 

439.  Imaginons  un  système  assujetti  à  deux  sortes  de  liaisons  : 
i°  Des  liaisons  L  sans  frottement  dépendant  ou  non  du  temps;  . 

2°  Des  liaisons  L'  consistant  en  ce  que  certains  points   /n^  m2 mp 

sont  assujettis   à    glisser  avec  frottement  sur  des  surfaces  fixes  données 

La  réaction  totale  Ri  de  la  surface  Sx  sur  le  point  nii  est  la  résultante 
d'une   force   normale   NA  et  d'une    force   tangentielle   (frottement)    égale 
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à/iNi  et  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse  du  point,  fv  étant  le  coef- 
ficient de  frottement  sur  Si.  On  a  de  même  les  réactions  totales  R2,  •  •  . , 
R^  des  autres  surfaces  S.2,  ....  Sp  sur  les  autres  points  m2,  . . . ,  mp. 

D'après  le  principe  de  d'Alembert,  il  y  a  équilibre  à  chaque  instant 
entre  les  forces  d'inertie,  les  forces  données,  les  forces  de  liaison  prove- 
nant des  liaisons  L  sans  frottement  et  les  forces  de  liaison  Rl5  ...,  R,, 
provenant  des  liaisons  L'. 

Si  donc  on  imprime  au  système  un  déplacement  virtuel  quelconque,  la 
somme  des  travaux  de  toutes  les  forces,  y  compris  les  forces  de  liaison,  est 
nulle.  Mais  si  l'on  imprime,  en  particulier,  un  déplacement  virtuel  qui  soit 
compatible  avec  les  liaisons  L  sans  frottement,  et  dans  lequel  chaque 
point  wiij  m2,  •  •  • ,  ttijj  soit  assujetti  à  se  déplacer  normalement  à  la  réac- 
tion totale  Ri,  R2,  ...,  R/,  correspondante,  la  somme  des  travaux  des 
forces  de  liaison  L  et  des  forces  R^  R2,  .  .  . ,  R^  est  nulle  d'elle-même;  la 
somme  des  travaux  des  forces  données  et  des  forces  d'inertie  est  donc 
nulle  aussi.  On  obtiendra  donc  les  équations  du  mouvement  en  écrivant 
que,  pour  tous  les  déplacements  virtuels  qui  sont  compatibles  avec  les 
liaisons  L  et  dans  lesquels  chaque  point  m{,  m2,  ..  .,  mp  se  déplace  nor- 
malement à  la  réaction  totale  Rv  correspondante,  la  somme  des  travaux 
des  forces  données  et  des  forces  d'inertie  est  nulle.  (Appell,  Comptes 
rendus,  1892,  t.  CKIV,  p.  33 1 .) 

ExernplB.  —  Reprenons  à  ce  point  de  vue  le  problème  III  du  n°  371, 
fig.  21 4-  Dans  ce  problème,  les  points  A  et  B  glissent  avec  frottement  sur 
Ox  et  O  y.  La  réaction  totale  R  de  l'axe  Ox  en  A  est  bissectrice  de 
l'angle  NAN;  la  réaction  totale  R'  de  l'axe  O  y  en  B  est  bissectrice  de 
l'angle  N'EN'. 

Pour  obtenir  un  déplacement  virtuel  de  l'échelle  dans  lequel  les  travaux 
de  R  et  R'  sont  nuls,  on  lui  imprimera  un  déplacement  virtuel  dans  lequel 
A  et  B  se  déplacent  normalement  aux  réactions  R  et  R'.  D'après  la  pro- 
priété du  centre  instantané  de  rotation,  cela  revient  à  faire  tourner 
l'échelle  d'un  angle  infiniment  petit  autour  du  point  d'intersection  I  des 
réactions  R  et  R'.  Les  droites  suivant  lesquelles  sont  dirigées  les  réac- 
tions R  et  R'  ayant  pour  équations 

x  —  il  sina  +/-  o,  x  —  y  -+-  il  cosa  =  o, 

le  point  I  a  pour  coordonnées 

(\ )  X\  =  /(sina  —  cosa),        yt  =  /(sina  -+-  cosa). 

Il  faudra  alors  exprimer  que,  dans  le  déplacement  virtuel  obtenu  en  fai- 
sant tourner,  d'un  angle  infiniment  petit,  la  droite  AB  autour  de  I,  la 
somme  des  travaux  du  poids  et  des  forces  d'inertie  est  nulle;  ou  encore 
que  la  somme  des  moments  du  poids  et  des  forces  d'inertie  par  rapport  au 
point  I  est  nulle.  Ce  qui  donne,  en  appelant  m  la  masse  totale  de  l'échelle 
A.,  II.  20 
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et  [x  la  masse  du  point  de  l'échelle  de  coordonnées  x  etjK? 


«-^)^+24<— «J 


d2  y  d*~  x 


=  o, 


Ja  somme  \    étant  étendue  à  tous  les  points.   Si  l'on  remarque  que   les 

.    ,     V^      d2  &      V1      d2  y         \r\      /     d-  y  d2  x  \ 

quantités  ^  Zi7>  2^  *'    "  Jà^*"^"  _r"^7   S°nt  ''eSpeC"" 

d2  £  d2  r\  d2a 

vement  égales  à  m -riz*   m  -77  et  — ni{k2-+-  l2)  —j—  •>  et,  si  l'on  remplace 

xi->  £,  ^  Par  leurs  valeurs,  on  trouve,  après  réduction,  l'équation  (5)  du 
n°  371,  Ex.  in. 

EXERCICES. 

^-1.  Un  corps  solide  tourne  autour  d'un  axe  Oz  avec  une  vitesse  angulaire  va- 
riable w.  Calculer  à  un  instant  t  la  résultante  générale  et  le  moment  résultant 
des  forces  d'inertie  par  rapport  au  point  O. 

Réponse.  —    D'après  les  calculs  du   11°  360,  on  a,   pour  les  projections   de  la 
résultante  générale  des  forces  d'inertie, 

xi  =  -^  m  ^t  =  w2^  mx  +  w'^  my> 


Y,  =  w2  2,  m  y  —  **'  /   mx,        Z,  =  o 


et,  pour  les  projections  du  moment  résultant, 

Ll=-2>(r^-*^)=-»2I>r*H-»'2>^ 

M,  —  (o2  V  mxz  -+-  w' 7    m  yz,        N,  =  —  MA'2w', 

<o'  désignant  la  dérivée  de  m  par  rapport  à  t. 

^-2.  Conditions  pour  que  les  forces  d'inertie  d'un  corps  solide   tournant  autour 
d'un  axe  fixe  aient  une  résultante  unique. 

Réponse.  —  Il  faut  que  le  centre  de  gravité  ne   soit  pas  sur   l'axe   pour  que 
Xf  -+-  Yf  soit  différent  de  zéro,  et  que 

c'est-à-dire 


<V+a>'2)  (  ^mx^myz—^my^ 


mxz     =  o 


Le  premier  facteur  n'étant  pas  nul,  le  second   doit  l'être.   Ce  second  facteur, 
égalé  à  zéro,  exprime  que  l'axe  de  rotation  est  principal  pour  un  de  ses  points. 

^  3.  Conditions  pour  que  les  forces    d'inertie   des    points    d'un   solide   tournant 
autour  d'un  axe  fixe  se  réduisent  à  un  couple. 
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Réponse.  —  Il  faut  et  il  suffit  que  Xt=  o,  Y,  o;  d'où  \m*r  ~  °>  Z,my  —  °- 
Le  centre  de  gravité  doit  être  sur  l'axe. 

4.  Déduire  du  principe  de  d'Alembert  les  équations  du  mouvement  d'un  fil. 

Soient  ds  l'élément  d'arc  d'un  fil,  ;jl  sa  densité  linéaire,  x,  y,  z  ses  coor- 
données. L'arc  s  étant  compté  à  partir  de  l'extrémité  du  fil,  par  exemple,  les 
coordonnées  de  l'élément  ds  dans  le  mouvement  sont  des  fonctions  des  variables 
indépendantes  5  et  t. 

Les  équations  d'équilibre  sont 

d  (    dx  \ 

X,  Y,  Z  désignant  les  projections  de  la  force  extérieure  rapportée  à  l'unité  de 
longueur.  La  force  d'inertie  de  l'élément  ds  de  masse  \ids  a  pour  projections 

-M*-^>    ■•■> 

la  force  d'inertie  rapportée  à  l'unité  de  longueur  est  donc 

d2x 

Écrivant  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  réellement  appliquées  X.  Y,  Z  et  les 
forces  d'inertie,  on  a 

à  /_,  dx\       v  â2x 

dlV  dTJ  "h  x  ^  dF  =  °- 

où  nous  mettons  des  d  de  ronde  pour  désigner  les  dérivées  partielles.  Ces  trois 
équations  jointes  à  /  -j-  ]  -h  (  ~  j  -h  I  -r-  )  =  i  définissent  x,  y,  z,  T  comme 
fonctions  de  s  et  t.  La  quantité  [j.  est  une  fonction  donnée  de  s. 
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CHAPITRE    XXIV. 

ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DE  LA  DYNAMIQUE 

ANALYTIQUE. 


440.  Objet  du  Chapitre.  —  Pour  trouver  le  mouvement  d'un 
système  sans  frottement,  à  k  degrés  de  liberté,  soumis  à  des 
forces  données,  il  faut  intégrer  un  système  de  k  équations  diffé- 
rentielles dont  nous  avons  indiqué  la  forme  générale  au  Chapitre 
précédent  (n"s  433  et  434). 

Nous  donnerons  dans  le  présent  Chapitre  des  méthodes  plus 
brèves  pour  écrire  les  équations  du  mouvement.  Ces  méthodes 
sont  différentes  suivant  que  le  système  est  holonome  ou  non. 

Nous  étudierons  d'abord  les  systèmes  holonomes  comme  étant 
les  plus  simples.  Pour  le  mouvement  de  ces  systèmes,  nous  indi- 
querons une  forme  d'équatious  donnée  par  Lagrange.  Soient  </,, 
q2y  .  ..,  qk  les  coordonnées  du  système  holonome  ;  q\,  q,,,  ...,  qk 
leurs  dérivées  par  rapport  au  temps  dans  le  mouvement  du  sys- 
tème. Nous  montrerons,  d'après  Lagrange,  que  l'on  peut  écrire  les 
équations  du  mouvement  dès  qu'on  connaît  l'expression  de 
V énergie  cinétique  ou  énergie  de  vitesse 

en  fonction  de  q{1  q2,  . . .,  ?*,  q\ ,  q,,  .  .  .,  q'k,  et  t. 

Nous  verrons  ensuite  que,  pour  un  système  non  holonome,  la 
connaissance  de  l'énergie  cinétique  ne  suffit  plus  à  déterminer  les 
équations  du  mouvement.  Soient  qu  q>,  ...,qk  les  paramètres 
dont  les  variations  arbitraires  S^r,,  oq2,  .  ..,  oqk  définissent  le  dé- 
placement virtuel  le  plus  général  du  système,  q\,  q'2,  .  .  .,  q'k,  q"^ 
clii  •  -'i  9k  leurs  dérivées  premières  et  deuxièmes  par  rapport  au 
temps  dans  le  mouvement  du  système,  J  l'accélération  d'un  point 
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de  masse  m:  nous  montrerons  qu'on  peut  écrire  les  équations  du 
mouvement  dès  qu'on  connaît  l'expression  de  la  fonction 


;2 


S  =  !  >  mJ2 


en  fonction  de  q{,  q2,  . ..,  qk,  qK%  q'.2,  .  .  .,  qk,  q\,  q"2,  .  .  .,  q"k  et 
de  t.  Cette  fonction  S,  formée  avec  les  accélérations  comme  T  l'est 
avec  les  vitesses,  peut  être  appelée  Y  énergie  d'accélération  du 
système. 

I.    -  SYSTÈMES  HOLONOMES  :  ÉQUATIONS  DE  LAGRANGE. 

441.  Réduction  des  équations  du  mouvement  au  nombre  mi- 
nimum dans  un  système  sans  frottement.  —  Imaginons  comme 
précédemment  un  système  de  n  points  assujettis  à  des  liaisons 
telles  que  la  position  du  système,  au  point  de  vue  géométrique, 
dépende  de  k  paramètres  géométriquement  indépendants  çr,, 
Ç21  •  •  ••>  </à-  On  pourra  alors  exprimer  les  coordonnées  de  chaque 
point  du  syslème  en  fonction  de  ces  paramètres;  dans  le  cas  gé- 
néral où  les  liaisons  contiennent  le  temps,  les  expressions  des 
coordonnées  des  différents  points  en  fonction  de  q^  q2,  •  • .,  qk 
contiendront  t 

i  a?v=  Ov(qt,  q,.  .  .  .,  qki  t), 

(0  ]  rv  =  <K(</i,  q-.*  ■■•■>  <ik,  tu 

Quand  les  liaisons  sont  exprimées  par  des  équations  telles  que 
les  équations  (6)  du  n°  434,  ces  expressions  des  coordonnées  sont, 
par  hypothèse,  de  telle  nature  qu'en  les  portant  dans  les  équations 
de  liaisons,  ces  équations  soient  identiquement  satisfaites  quels 
que  soient  çrn  q2l  . .  .,  qki  t. 

On  obtiendra  alors  le  déplacement  virtuel  le  plus  général  du 
système  compatible  avec  les  liaisons  à  l'instant  t  en  donnant  à  </,, 
q2.  •  -,  qk  des  accroissements  infiniment  petits  arbitraires  5^,, 
oq2.  .  .  .,  8^/f,  ce  qui  donne 

6a?v  =  - —  àqi  -+-  —  ùq2  -+- . . .  -+-  —  bqk} 
âqi  0q.2    Y  0q/, 

et  deux  formules  analogues  pour  oyv  et  ôsv»  Portant  ces  valeurs 
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*  dans  l'équation    générale  de  la  Dynamique  (n°431),   on  obtient 
une  équation  de  la  forme 

(2)         (Pi— Qi)tyi+(Pi— Qi)tyt  +  ...-b(P*— Q*  8?*=o, 


en  posant,  pour  abréger, 


2 


Pw  =   7  m 


<v 


d2  xv  dxv        d-  yv  dyv        d1  zv  dzv 
dfl    dqa  dl'1     dqa         dt2     dqa 


AU  \        dqa  dqa  dqa 

v 

L'équation  (2)  devant  avoir  lieu,  quels  que  soient  £<:/,,  B</2i  •  •  •? 
S^#,  puisqu'elle  a  lieu  pour  tous  les  déplacements  virtuels  com- 
patibles avec  les  liaisons,  se  décompose  en  k  équations 

(3)  Pi— Qi=o,         P2-Q2=o;         ..    ,  Vk—  Qk=o. 

Les  expressions   des   quantités  Pa  se  transforment,  comme  nous 
l'avons  fait  dans  le  cas  d'un  point  matériel  (n°  282). 

Nous  pouvons  écrire,  en  supprimant  les  indices  v  pour  simpli- 
fier l'écriture, 

d  ^1       /  dx    dx         dy    à  y         dz    dz 

dt  jmMÀ       \  dl    dqa         dt   0qa         dt    dqa 

,  dx  ,  dy  .  dz 

d ,     d  —         ,     d 


dx       dqa  dy      dq^  dz       dqa    I 

\  dl      dt  dt      dt  dt       dt    / 

Si   nous    désignons    par  x\    y\    z'  les  dérivées   -j-,   -~ ,  -r-i 
l'expression  de  Pa  devient 

dt  A*              dqa  dqa  dqaJ 

y  dx  ,  dy  ,  dz  x 

d- —  d^—  d 


y2km\œ'-^-^yJp.+z' 


dt  J       dt  dt 


/ 


Désignons  de  même  par  q\ ,  q'2,  ...,  q'k  les  dérivées  de  qK^ 
q2,  ..-,  qh  considérées  comme  fonctions  du  temps;  en  différen- 
tiant  les  équations  (1),  nous  aurons 

,        dx     ,         dx     ,  dx     .  dx     ,        dx 

<tyi  ^2  dqa  dqkJK        dt 
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En  considérant  x'  comme  fonction   des  q,  des  q'  et  de  t,  on  voit 

immédiatement  que 

dx  dx 

on  aura  de  même 

dy'  dy  dz'         dz 

dcU  "  àq&'  à q^  "  dqa' 

l'expression  de  Pa  devient  alors 


âcÂ  â(Jx  <tyi 

f          dx  dy  dz  \ 

/        d •  d-~  cl—-   \ 

_Yw,l  x'       qa  -h  r'       q*  -h  z'      9u     • 

Ad,      \         dt       ^ J       dt  "      dt    J 

Pour  transformer   la  seconde   parenthèse,    nous  remarquerons 
que  l'on  a 

dq  i  d-x         ,  d2x  à2  x  d2  x 

dt  àq^àqi11         dqrjLOq2Ji  dq0Ldq/cJA         dqadt' 

puisque  - —  est  fonction   des  variables  qi:i   .'..,   q^,   t;    on  vérifie 
"Ça. 

immédiatement  que  cette  expression  est  identique  à  la  dérivée  de 

x'  par  rapport  à  qa  : 

dx 

dq<x        dx' 
dt  dq% 

et  l'on  aurait  semblablement 

y  à  Y  7  dz 

d-*—         s   ,  d- —  N  , 

0qrjL         dy  dq~x         dz 


a 


dt  dqy  dt  dq^ 

Il  nous  vient  alors 


d  v^       /    ,dx'  ,  dy'  ,  dz'  ^ 

—    y  ml  x'  — —  -+-  y'  -^ h  z  — -y 

dtjU       \      dq^        J    dg'a  dqa 


„!     \ 


Jmd       \      dq~x        J     dqa  dq* 

SoiL  alors  T  la  demi-force  vive  totale  du  système 
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En  considérant  T  comme  fonction  de  qK ,  q-2,  •  ■  •,  <//b  q\  j  •  •  ••>  <7a,  *> 

on  voit  que  les  sommes  qui  entrent  dans  l'expression  de  Pa  sont 

OT         àT  , 

respectivement  -— 7  et  — ;  on  a  donc 
r  àq'a        Jq* 

a       dt\dq'%)        dq* 

en  sorte  que  les  équations  du  mouvement  sont 

d  /  OT  \         OT 


=  Qa,  (a  =  ii  a,  3,   .  .  .,  Â  )• 

Ce  sont  là  les  équations  de  Lagrange. 

La  fonction  T  est  du  second  degré  par  rapport  à  q\,  q'21  .  . .,  ^.  ; 
par  conséquent,  les  équations  précédentes  sont  du  second  ordre; 
elles  donneront  q{,  q2,  ■••■>  qk  en  fonction  du  lemps  et  de  ik 
constantes  arbitraires.  Nous  remarquerons  que,  dans  le  cas  oà  les 
liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  on  peut  faire  en  sorte 
que  les  expressions  'j,  Jj,  tu,  obtenues  pour  les  coordonnées,  ne 
contiennent  pas  explicitement  t\  alors  la  fonction  T  est  homogène 
et  du  second  degré  par  rapport  à  a'  q.t,  ...,  q'k\  c'est  d'ailleurs 
une  quantité  essentiellement  positive  d'après  sa  définition  même  : 
T    est   donc    alors    une    forme    quadratique    définie    positive    de 

7p  •••!  q'k- 

En  général,  pour  calculer  les  Qa,  on  n'a  qu'à  former  l'expres- 
sion de  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  données  pour  le 
déplacement  le  plus  général  compatible  avec  les  liaisons  à 
l'instant  t\  cette  somme  est,  comme  nous  venons  de  le  voir, 
Qi  fyi  -r  •  •  •  -f-  Qaô^.  Si  l'on  veut  un  Qa  déterminé,  il  suffit  de 
considérer  le  déplacement  virtuel  obtenu  en  laissant  t  et  tous  les  q 
constants,  excepté  q^  qu'on  fait  varier  de  oqa  ;  la  somme  des  tra- 
vaux des  forces  données  est  alors  Qa  oqa. 

Les  quantités  Qa  prennent  une  forme  remarquable  quand  il  y  a 
une  fonction  de  forces  pour  les  forces  données;  cette  fonction 
U(.T|,y,,  s,,  ...,  xn,yU)  zu)  pourra  s'exprimer  en  fonction  de 
qti  q2,  .  . .,  qk,  t,  et  l'on  aura  alors 


OU 

^  /OU    0xv 
À*  \drv  Oq^ 

OU    djs, 

OU    0zv 

0q% 

dyv  Oqa 

Oz-v  Oq.^ 
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par  hypothèse,  les  quantités  Av,   1  ,,  Ly  sont  égales  a  -     ,  — , 

r  •> r  l  dz\     dyv     dzy 

On  a  donc 

dV    _V/\"    ^v  Y    ^      u7    ^v  \  _  n 


et  les  équations  de  Lagrange  prennent  la  forme 

d  /  àT  \        f)T         <)U 
dt\ôq'x)        dc/rX        àqoL 

Cette  même  forme  subsiste  quand  Xv,  Yv,  Zv  sont  les  dérivées 
partielles  par  rapport  à  .rv,  jkv,  3v  d'une  fonction  U  (#< ,  jKf ,  Z\ ,  .  .  . , 
#«)  y/u  ^«5  0  contenant  explicitement  le  temps.  C'est  ce  qu'on 
voit  par  le  même  calcul. 

Remarque.  —  Les  calculs  que  nous  avons  faits  pour  trouver  l'expression 
de  Pa  au  moyen  de  la  fonction  T  ne  supposent  pas  que  les  paramètres  q 
soient  indépendants;  ils  subsistent  lorsqu'on  introduit  de  nouvelles  liai- 
sons exprimées  par  les  relations 

g\  (qu  q%,  ••■,  qk, •*)■=  o," 

,  fftiqu  q^  ■  ■  ,  qk*  *>  — -o, 

1 

1  ë>v.(qu  q-2-,  .  -,  q/b,  t)  =  o; 

l'hypothèse  de  l'indépendance  des  paramètres  n'a  été,  en  effet,  introduite 
que  pour  déduire  les  formules 

Qi  —  Pi  —  o,         Q2  —  P2  =  o,  . ..,         Q/t — P/t  ■  =  o,     de  l'équation  (•>.). 

Le  nombre  ji,  des  nouvelles  conditions  doit  être  évidemment  inférieur 
à  k.  Les  variations  des  paramètres  sont  alors  liées  par  les  relations 

dgx  B  dgx  *  agi* 

àqv  à(/.y  oqi- 


àga  s*        ,     <>Aru  >  ,     Ogn  « 

r^i  H-   — -  oq*  ■+...+  — -  oqk  =  o, 

qui    montrent   qu'il   y   en    a  k —  jjl  d'arbitraires;  pour  exprimer  alors  que 
l'équation 

(Pi-  Qi)  tyi-h. .  . .+  (  P/;  -  Q/,)  S^A  =  o 

est  satisfaite  quelles  que  soient  ces  /  —  jjl  arbitraires,  nous  emploierons  la 
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méthode  des  multiplicateurs  indéterminés,  qui  nous  donnera  les  équations 
du  mouvement  sous  la  forme 

àqoL  àqa  v  0({rM 

ou,  en  remplaçant  Pa  par  sa  valeur, 


a      ai  \        ai  .    agx  .     og^ 


rf  /  dT  \         dT  ôg,  dg 

—      ■——    I   — =  ya  -t-  A! h  .  .  .  H-  Am   — - 

at\dqoL/         àqu  dqa  ?  ôq a 

Ces  À  équations,  jointes  aux  [j.  équations  de  liaison,  permettront  de  dé- 
terminer en  fonction  du  temps  les  k  -t-  jjl  inconnues  : 

q\,  £2,  •  •  -,  <?/,     ^i,  À2,  .  .  .,  Xp.. 

442.  Premier  exemple.  —  Problème.  —  Trouver  le  mouvement  d'un 
système  constitué  par  deux  barres  homogènes  pesantes  identiques  AB, 
A'B',  reliées  par  des  fils  sans  masse  et  de  même  longueur,  la  droite  AB 
étant  assujettie  à  tourner  autour  de  son  milieu  0,  et  tout  le  système  à 
rester  dans  un  plan  vertical  fixe. 

i0o  Ce  problème  a  été  traité  n°  366,  exemple  V.  En  employant  les  notations 

déjà  employées,  on  a 

M 

T=    —  (2£2çp'2H-/28'2). 

Il  y  a  ici  une  fonction  des  forces  données 

U  =  Mg%  =  M^/cos6, 

en  désignant  par  \  la  hauteur  du  centre  de  gravité  O'  de  la  barre  A'B'.  En 
effet,  la  somme  des  travaux  des  forces  données  se  réduit  au  travail  M^û; 
du  poids  de  A'  B'. 

Les  équations  de  Lagrange  relatives  aux  paramètres  cp  et  6  sont  alors 

^-(aM**ç')  =  o.  y  (M/26')  =  — M^VsinO. 

Ce  sont  les  équations  trouvées  directement. 

443.  Équations  d'Euler.  —  Les  équations  de  Lagrange  permettent  de 
trouver  rapidement  les  équations  d'Euler  pour  le  mouvement  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe. 

Avec  les  notations  précédemment  employées  (  n°  384),  on  voit  que  la 
position  du  système  dépend  des  trois  paramètres  indépendants  ty,  6,  tp,  et 
la  demi-force  vive  du  système  T  a  pour  expression 

T  =  I(À^+B^+Gr2) 
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où/),  g,  r  ont,  en  fonction  de  <ls  0,  <?>  'cs  valeurs 

p  ==  t|/  sinO  sincp  -4-  G'coscp, 
<7  =  <]/sin  0  coscp  —  0'  sino, 
r=  ©'-f-<l/cos0. 

Quant  à  l'expression  de  la  somme  des  travaux  des  forces   données 

S  (  Xv  8.2%,  -+-  Yv  o  rv  H-  Zv  ô^v  ) , 

elle  prend  la  forme 

0  o6  -h  *  o©  h-  W  o-k 

Ecrivons  l'équation  de  Lagrange  relative  à  la  variable  o  : 

cl  fdT_\        dT 

dt  \do')  ~"do  ' 

Mais 

dT         dT    dr 

do'        dr    do' 

dT         dT   dp         dT   dq         .       dp        n     dq 
—~  =  —   —  H =  l\p  -f \-  Bq~  < 

do         dp    do         dq    do  oo  y  do 

Or,  d'après  les  équations  de  p  et  q,  on  a 

àp  a,    .  ,,  •    n  <ty  ' 

-f-  —  —  fj  sin  o  h-  d>  cos  co  sin  u  =  q,  ~  =  —  p. 

do  ii.  ^ 

On  a  donc 

àT  ,  4         „ 

^(A-B), 

et  notre  équation  devient 

G^-^-(B-A)^  =  *. 

Il  reste  à  voir  que  <ï>  est  la  somme  N  des  moments  des  forces  données 
par  rapport  à  Oz:  <£  ocp  est,  en  effet,  la  somme  des  travaux  virtuels  des 
forces  données  dans  un  déplacement  élémentaire  obtenu  en  laissant  ty  et  0 
constants,  c'est-à-dire  dans  un  mouvement  de  rotation  ôcp  autour  de  Oz. 
Or,  nous  avons  vu  que  si  un  corps  tourne  d'un  angle  ocp  autour  de  Oz,  on 
a,  pour  la  somme  des  travaux  des  forces  données  (n°  181)  : 

*w  =  S(XV oa?v -t-  Yv  o/v  -h  Zv  ozv )  =  S ( Xy,  Yv  —  yv Xv )  ocp, 

d'où 

<P  =  Z(rvYv-yvXv)  =  N. 

Nons  avons  ainsi  une  des  équations  d'Euler 
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mais/?,  g,  r  jouent  absolument  le  môme  rôle  dans  la  question,  et  l'équa- 
tion ci-dessus  ne  contient  pas  explicitement  les  angles  <\>,  6,  <p;  il  en  résulte, 
par  symétrie,  que  nous  pourrons  écrire  les  deux  autres  équations 

a|  +  (C-b)?,  =  i„ 

B§+(A-C),?  =  M. 

On  pourrait  d'ailleurs  les  déduire  des  équations  de  Lagrange  relatives 
à  6  et  4*1  mais  ce  calcul  serait  plus  compliqué  que  pour  la  variable  cp,  et 
inutile. 

MA.  Exemple   de  liaisons  dépendant  du  temps.    —    Pour   traiter   un 
exemple  dans  lequel  les  liaisons  dépendent  du  temps,  prenons  le  problème 
£t  %  du  n°  333,  Insecte  marchant  sur  une  barre. 

La  position  du  système  au  temps  t  dépend  d'un  paramètre,  l'angle  6.  Les 
liaisons  dépendent  du  temps  parce  que  le  mouvement  de  l'insecte  sur  la 
droite  est  prescrit  à  l'avance.  Employant  les  mêmes  notations  qu'au  n°  333, 
on  a,  pour  la  force  vive  totale,  la  somme  des  forces  vives  de  la  barre  et 
de  l'insecte 

2Î  =  mkW1  -f-  w(p'2+  p2a'-). 

Les  expressions  de  p  et  a  montrent  que 


v*t  ,       _,       t>v/K2— a* 

p  =  -  - ,  a  =  6  + 


P  P 


d'où,  en  substituant, 


t          79û'9       rnçtp           (  ft,       v\/~R~—«2\- 
21  =  m/.2 8  2h h  ni    p6  -4-    — 


P2 
où  p  est  une  fonction  de  t  seulement 


p  =  y/R2  —  a2  +-  V'tK 

Comme  les  travaux  des  forces  (poids)  autres  que  les  forces  de  liaison 
sont  nuls,  les  seconds  membres  des  équations  de  Lagrange  sont  nuls. 
Actuellement,  il  n'y  a  qu'un  paramètre  0  ;  l'équation  unique  du  mouve- 
ment est  donc 

d  (ffï\        dT 

dt  \ôï)'J  ~T\)   _°' 

)T" 

ou,  puisque  T  ne  contient  pas  6,  -— ,  =  const., 

ït&W-h  p28'-H  v  /R2  -a1^  c. 
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La  constante  c  doit  être  déterminée  par  les  conditions  initiales.  D'après 
les  conditions  initiales  particulières  indiquées  dans  le  n°  333,  il  faut 
prendre  c  =  o,  et  l'on  retrouve  ainsi  l'équation  obtenue  directement. 


II.  —  APPLICATIONS  DES   EQUATIONS  DE  LAGRANGE. 

445.  Intégrale  des  forces  vives.  —  Quand  les  liaisons  sont 
indépendantes  du  temps  et  réalisées  sans  frottement,  le  théorème 
des  forces  vives  s'exprime  par  l'équation 

cl V  =  ï(Xdx-^  V  cly  -h  Z  dz), 

où  ne  figurent  que  les  travaux  élémentaires  des  forces  données. 
En  particulier,  si  ces  forces  dérivent  d'une  fonction  de  forces  U, 
on  a  l'intégrale  des  forces  vives  T  =  U  -f-  h.  Ces  théorèmes  sont 
aisés  à  retrouver  en  partant  des  équations  de  Lagrange. 

Quand  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  ou  peut  tou- 
jours choisir  les  paramètres  q^  .  ..,  q^  de  façon  que  les  x,y,  z 
s'expriment  en  fonction  de  ces  paramètres  sans  que  t  figure  expli- 
citement. Dans  ces  conditions,  on  a 

7  dx    ,  dx     . 

dx  —    ,—  dq\  H- .  . . -f-  - —  dqjc,   •  •  •  • 
àq\  oq/e 

S  (  X  dx  h-  Y  dy  -+-  Z  dz  )  —  Qt  dqx  H-  Q2  dq2  H- ...  -h  Q/,  dq^ .. 
L'équation  des  forces  vives  s'écrit  donc 

Cette  égalité,  conséquence  du  principe  de  d'Alembert,  doit  être 
une  conséquence  des  équations  de  Lagrange.  On  le  vérifie  aisé- 
menl  de  la  manière  suivante  :  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  T  est 
un  polynôme  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  aux  q' . 
Or,  calculons,  d'après  les  équations  de  Lagrange,  la  quantité 
Qi  q\  +  •  •  •  -+-  Qa^a  •  On  trouve 

_      ,  .      ,  ,    d    oT  ,  d    ÔT  ,  dT  dT 

d  I   ,  dT  ,  dT  \        „  OT  „  dT  ,   dT  ,   dT 

=  dtyI^^'''^t,kWJ"'IiWx~'''~qktyk  '     <hàq-l~'"~',k^ 
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En  vertu  du  théorème  d'Euler  sur  les  fonctions  homogènes, 

,    dT  ,    OT  ,   oT 

*ôfi  +  **dÂ*"~*9*WM 

est  égal  à  2T;  d'autre  part,  T  ne  contenant  pas  t  explicitement, 

dT        àT    ,  OT    „        dT    ,  dT    , 

D'après  cela, 

J{iT)        dT        dT 

ce  qui  est  l'équation  des  forces  vives. 

Cette  équation  fournit  une  intégrale  première  toutes  les  fois 
que  Qi  dqK  +  .  •  •  H-  Qkdqk  est  la  différentielle  totale  exacte  d'une 
fonction  U  de  qt,  q2-,  •  ■  -,  <7a-  On  a  alors 

dT=dU,        T  =  TJ  +  />. 

Ce  fait  se  présente,  comme  nous  l'avons  vu,  quand  les  forces 
données  dérivent  d'une  fonction  de  forces 

\]{xu  yu  zh   .  .  .,  xn,  jK/i,  zn). 

L'intégrale  des  forces  vives  étant  une  conséquence  des  équa- 
tions de  Lagrange,  on  simplifiera  leur  intégration  en  remplaçant 
l'une  d'elles,  la  plus   compliquée,  par  l'intégrale  des  forces  vives. 

Ce  calcul  suppose  essentiellement  que  les  liaisons  sont  indé- 
pendantes du  temps,  sinon  le  travail  des  réactions  intervient  dans 
la  variation  de  la  force  vive,  car  on  ne  peut  plus  supposer  alors 
que  a?,  y,  z  sont  exprimés  en  fonction  de  qt1  q2,  ■  .  -,  qk  Par  des 
formules  ne  contenant  pas  t. 

446.  Problème.  —  Sur  un  plan  horizontal  glissent  sans  frottement  deux 
droites  homogènes  pesantes  identiques  AB,  AB',  articulées  à  leur  extré- 
mité commune  A:  on  demande  le  mouvement  de  ce  système.  (Licence.) 

La  position  de  l'ensemble  des  deux  barres  dépend  de  quatre  paramètres  ; 
nous  la  définirons  :  i°  par  les  coordonnées  £,  r\  du  centre  de  gravité  G  qui 
se  trouve  au  milieu  de  la  droite  G  G'  qui  joint  les  centres  des  deux  barres; 
•2°  par  l'angle  6  que  fait  la  droite  GA  avec  l'axe  des  x\  3°  par  le  demi- 
angle  a  des  deux  barres.  On  s'assure  facilement  que  ces  quatre  paramètres 
suffisent  pour  définir  entièrement  le  système  :   ayant  placé  le  centre  de 
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gravité  G,  on  tracera  la  droite  GA  connue  par  l'angle  9,  on  y  portera 
G  A,  —  /cosa,  la  longueur  d'une  des  droites  étant  il.  Faisant  alors  en  A, 
de  part  et  d'autre  de  AG,  un  angle  a,  on  aura  les  positions  des  deux  barres. 

Fig.  261. 


Cherchons  d'abord  l'expression  de  la  force  vive  totale.  Elle  se  compose 
de  la  force  vive  de  la  masse  2 M  concentrée  au  centre  de  gravité 

M  étant  la  masse  de  l'une  des  barres,  et  de  la  force  vive  dans  le  mouve- 
ment du  système  autour  du  centre  de  gravité.  Pour  avoir  la  force  vive  de 
l'une  des  barres,  AB  par  exemple,  dans  le  mouvement  par  rapport  aux 
axes  a?i,  jki,  parallèles  à  xy  et  passant  par  G,  nous  nous  servirons  du 
même   théorème   que   ci-dessus;   cette   force  vive  est  égale   à   celle   de    la 

masse  M  placée  en  G,  M    f  -y-  \ 


Y] 


\dt  J 
M(/2a'2  cos2a-f-  /2Q'2  sin^a) 


soit 


71 


puisque   l'on  a  GG  =  /*  =  /sina,  .rjGC  =  8-4 y  augmentée   de   la   force 

vive  de  AB  dans  la  rotation  autour  de  G.  Or   cette  dernière  force  vive  a 

— —  \   =  MÂ'2(6' —  a')2,  en  remarquant  que  l'angle  w 

de  la  barre  avec  G x*  est  0  —  a. 

On  calculera  la  force  vive  de  AB'  dans  son  mouvement  autour  de  G  en 
changeant  le  signe  de  a,  et  en  ajoutant  l'on  trouvera  pour  la  demi-force 
vive  totale 

T  ^  M  [ \ '2  +  ^'2  +  (  12  C0S2  a  -}-  k*  )  a'2  ~  (  l*  sin2  a  -4-  /c2  )  0'2  ] . 

Dans  le  cas  actuel,  les  seules  forces  données  sont  les  poids  des  barres 
dont  les  travaux  sont  nuls;  la  fonction  des  forces  est  donc  U  —  o,  et  les 
seconds  membres  des  équations  de  Lagrange  sont  nuls.  Si  nous  écrivons 


se   re 
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l'équation  relative  à  £,  nous  aurons  -~  —  o,  d'où  £'=  ;'0.  L'équation  rela- 
tive à  Y]  donnera  de  même  '/— Voî  'e  niouvement  du  centre  de  gravité 
est  donc  rectiligne  et  uniforme,  ce  que  donnait  immédiatement  le  théorème 
du  mouvement  du  centre  de  gravité.  L'équation  en  0 

cl  /dT\        àT    _  dV 
dt  \ôiï'  )  ~  d6   "  d$ 

duit  à  —r   (  -m  1   —  o,  car  T  et  U  ne  contiennent  pas  G.  Elle  s'intègre 

dt  \0W  )  v  ° 

^T 
immédiatement  et  donne  — .  =  const.,  ou 

dt) 

(I)  (J2sin2a-h£2)9'  =  G. 

Nous  pourrions  de  même  écrire  l'équation  en  a,  mais  elle  serait  trop 
compliquée;  nous  la  remplacerons  par  l'intégrale  des  forces  vives  qui  se 
réduit  ici  à  T  —  const.,  c'est-à-dire 

(II)  (/*  cos2«-h  £2)a'2-+-  (Z2  sin2a-f-&2)0'2  =  A2, 

puisque  £'  et  ?)'  sont  des  constantes.  Nous  avons  pu  égaler  à  une  constante 
essentiellement  positive,  puisque  le  premier  membre  est  une  somme  de 
deux  carrés.  L'équation  (I)  montre  que  0'  a  un  signe  invariable  :  la 
ligne  G.V  tourne  toujours  dans  le  même  sens  autour  de  G,  la  vitesse  angu- 

Q 

laire  de  ce  mouvement  étant  d'ailleurs  nécessairement  comprise  entre  -^ 

et  -, =—  «  En  substituant  la  valeur  précédente  de  6'  dans  l'équation  (II), 

il  nous  vient 

a'2(/2  cos2a  -4-  /c2)(Z2  sin2a  -f-  t2)  =  \U*  sin2a  ■+-  A2/:2—  G2; 

le  premier  membre  étant  toujours  positif,  il  doit  toujours  en  être  de  même 
du  second. 

Si  G2  —  A2/:2  est  négatif,  a  peut  manifestement  prendre  telle  valeur  que 
l'on  voudra,  et  les  barres  s'écartent  ou  se  rapprochent  suivant  que  a'  est 
positif  ou  négatif  jusqu'au  moment  où  un  choc  se  produit  (  a  —  o  ou  a  =  tt). 
Si  G2  —  A2/»:2  est  positif,  on  pourra  le  poser  égal  à  A2/2  sin2{3  où  j3  désigne 
une  constante  réelle;  en  effet,  G2 — A2£2  est  toujours  inférieur  à  A2 /2. 
puisque,  a'  étant  réel  à  l'instant  initial  oùa  =  a0,  on  a  A2/2sin2a0^>  G2 — A2  A:2. 
La  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  a  se  réduit  donc  à 

sin2a  >  sin2  [B, 

de  sorte  que  a  varie  entre  (3  et  tt  —  3  ;    le  mouvement  de  chaque  tige,  par 
rapport  à  GA,  est  alors  oscillatoire. 
Si  l'on  avait  enfin  G2 —  A2£2=  o,  a  pourrait  prendre  toutes  les  valeurs, 
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mais  a  tendant  vers   tc    ou   vers  zéro,   t  croîtrait   indéfiniment;   les   deu\ 
droites  tendraient  à  se  superposer  sans  jamais  s'atteindre. 

447.   Corps  pesant  de  révolution  glissant  sans  frottement  sur  un  plan 
horizontal.  —  En  employant  les  notations  du  n°  407,  on  a,  pour  la  force     p    22.7 
vive  2T, 
9.T  =  M(J'*-hïi'«)-h[,M/,2(0)H-A]8,2-hA^2sm28-i-C((p'-r-4;,cose)2, 
et,  pour  la  fonction  des  forces, 

U  =  —  M#Ç=  —  M^/(8). 

Les  cinq  paramètres  dont  dépend  la  position  du  corps  sont  \.  -r\,  G,  cp,  <\>. 
On  obtiendra  les  équations  du  mouvement  en  écrivant  d'abord  les  quatre 
équations  de  Lagrange  relatives  aux  quatre  paramètres  £,  7),  cp,  <\>.  Comme 
ni  T,  ni  U  ne  contiennent  ces  paramètres,  les  équations  de  Lagrange  cor- 
respondantes sont 

d  (dT  d  /dT\  d  /dT\  d  /dT\ 

di  \w)  =  °'      dt  \jri)  ^  °'      dt  \j?) =  °'      n  w)  =  °- 

D'où  l'on  conclut  immédiatement  quatre  intégrales  premières  en  égalant 

dT    dT     dT    dT  ,    ,  _  ....>,, 

— v7  y  — 7»  — 7j  -r,  a  des  constantes.  Un  a  ainsi  les  intégrales 
d?     dr/     Cep'     C<]/  & 

È'={'o*         V  =  Vo:         «p'H-i|/cos9  =  r0, 
A4»'sin28  H-G((p'-H  <J/  cos9)  cosO  =  K. 

11  resterait  alors  à  écrire  la  dernière  équation  de  Lagrange,  celle  qui 
est  relative  à  0;  mais  on  peut  la  remplacer  par  l'intégrale  des  forces  vives 
T  =  U-h/i. 

On  a  obtenu,  de  cette  façon,  les  équations  établies  directement  dans  le 
n"407. 

44-8.  Intégrale  analogue  à  celle  des  forces  vives  dans  certains  cas 
où  les  liaisons  dépendent  du  temps.  —  On  peut  former  une  intégrale 
analogue  à  l'intégrale  des  forces  vives  dans  certains  cas  où  les  liaisons 
dépendent  du  temps.  Dans  cette  hypothèse,  les  expressions  de  x,  y,  z 
en  </!,  </2,  •  ••,  Çk  contiennent  t  :  la  demi-force  vive  T  n'est  plus  homo- 
gène en  q\.  q'2,  .  .  .,  q'k\  nous  pouvons  l'écrire  T  —  Tj-h  T,  -h  T0,  T2  dé- 
signant l'ensemble  des  termes  du  second  degré  en  q\t  </2,  .  .  .,  q'k,  Tt  les 
termes  du  premier  degré  par  rapport  à  ces  quantités,  et  T0  le  terme  indé- 
pendant de  ces  quantités.  On  a  encore,  par  un  calcul  analogue  au  précé- 
dent (n°  445  1, 

**— «-i-5('*S)-*£  ■=<■ 

\..     11.  21 
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Mais,  d'une  part, 

■jt1 

àq'a 

d'après  le  théorème  des  fonetions  homogènes,  et,  d'autre  part, 

dT    _v,,àT_  dT        cTT 

"5?  ~      ^àq'z    :    ~^q«dqrX^  dt' 

car  T  dépend  de  £  directement  et  par  l'intermédiaire  des  </a,  q'a. 
On  a  donc,  après  réduction, 

.        ^(T,^T.)  =  Q,yi+...+  Q*îi-%. 

Si  la  quantité  Qiq\  -+-.  .  .-h  Qa<7/,- tt  est  égale  à  —  V(^l5  .  .  .,  y*,  T), 

on  a  enfin 

T2— T0  =  V  +  A. 

C'est   ce  qui    a  lieu,  par   exemple,  si  —  dépend   seulement  de  t,  et   si 
1  x  dt 

Qj  dq{  -h. . . -f-  Q/,  d^  est  une  différentielle  totale   exacte  c?U(^i,  .  . . ,  ^a  ) 

d'une  fonction  ne  contenant  pas  t.  L'intégrale  s'écrirait,  dans  ce  cas, 

T2— T0  =  U-+-F(t)-t-h, 

—  étant  supposé  égal  à  F'(t).[(  Voir  Painlevé,  Leçons  sur  l'intégration 
des  équations  de  la  Mécanique,  p.  89;  Hermann,  189.5.) 


III.  -  PETITS  MOUVEMENTS  D'UN  SYSTEME  HOLONOME 
AUTOUR  D'UNE  POSITION  D'ÉQUILIBRE  STABLE. 

449.  Stabilité  de  l'équilibre.  —  Lorsque  les  liaisons  d'un  sys- 
tème holonome  sont  indépendantes  du  temps  et  que  les  forces 
données  dérivent  d'une  fonction  de  forces  U,  on  sait  (n°  173)  que 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  d'équilibre  sont 

dU  dU  dU 

àqi~~~°'  ôq~*  =~°'  '"'  àq~k  ~=  °' 

(J\j  (J21  •  •  -7  Qk  désignant  les  k  paramètres  indépendants  qui  défi- 
nissent ia  position  du  système.  Ces  égalités  sont  les  conditions 
nécessaires,  mais  non  suffisantes,  pour  que  U  présente  un  maximum 
ou  un  minimum.   Si,    dans  une  position    du   système,   IJ   est 
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maximum,  c'est  une  position  d'équilibre  stable.  Ce  théorème, 
déjà  énoncé  par  Lagrange,  a  été  démontré  par  Lejeune-Dirichlet 
de  la  façon  suivante  [Journal  de  Liouville  )  : 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que  les  valeurs  des  para- 
mètres qui  correspondent  à  la  position  d'équilibre  sont  qs  —  o, 
q.2  =  o,  .  .  . ,  q^=  o,  et  que  U  est  nul  pour  ces  valeurs,  car  U  n'est 
défini  qu'à  une  constante  près.  L'équilibre  est  stable  quand,  en 
écartant  très  peu  le  système  de  la  position  d'équilibre  d'une  ma- 
nière arbitraire,  et  donnant  aux  différents  points  des  vitesses  ini- 
tiales très  petites,  on  obtient  nn  mouvement  dans  lequel  le  système 
s'écarte  très  peu  de  cette  position  d'équilibre.  D'une  façon  précise, 
soit  s  un  nombre  donné  à  l'avance,  aussi  petit  qu'on  veut;  on  peut 
trouver  un  nombre  r\  assez  petit  pour  que,  les  valeurs  initiales  des 
paramètres  q{ ,  q2l  --.,  qu  et  des  vitesses  des  divers  points  étant 
inférieures  à  t\  en  valeur  absolue,  les  valeurs  de  qiy  q2,  ...,</# 
restent,  dans  toute  la  durée  du  mouvement,  inférieures  à  s  en 
valeur  absolue. 

Cette  définition  étant  rappelée,  admettons-  que  U  soit  nul  et 
maximum  pour  les  valeurs  qt  —  o,  q2  =  <>,  .  .  -,  <7/,  =  o;  il  faut 
montrer  que  l'équilibre  est  stable.  Gomme  U  est  maximum,  on 
peut  trouver  un  nombre  positifs  assez  petit  pour  que,  pour  tous 
les  systèmes  de  valeurs  de  qt ,  q-2,  .  .  .,  q^  compris  entre  —  s  et  4-  z 
ou  égaux  à  ces  limites,  la  fonction  (J  soit  négative,  excepté  pour 
la  seule  combinaison  qK  =  q2  =•  .  .=  q/(  =  o  qui  la  rend  nulle. 
Donnons,  en  particulier,  à  vine  des  variables  qv  les  valeurs  limites 
dre,  puis  donnons  aux  autres,  q^  ...,  </v_(,  qv+\,  qki  tous  les 
systèmes  possibles  de  valeurs  compris  entre  zb  £  ou  égaux  à  ces 
limites  ;  soit  —  Pv  la  plus  grande  valeur  de  U  pour  ces  valeurs  des 
paramètres;  Pv  est  un  nombre  positif  non  nul,  car,  qv  étant  égal 
à  zb  s,  U  ne  peut  pas  s'annuler,  quelles  que  soient  les  valeurs 
données  aux  autres  paramètres  dans  les  limites  indiquées.  11  existe 
ainsi  k  nombres  positifs  P,,  IV,  ...,  P*  obtenus  en  faisant  suc- 
cessivement q{,  q2,  ..-,  qk  égaux  à  riz  e.  Appelons  P  le  plus  petit 
d'entre  eux;  on  aura  nécessairement 

V^-P,         U  +  P^o; 

dès  que  l'un  des  paramètres  deviendra  égal  à  zb  e,  les  autres  restant 
compris  entre  zb  s  ou  égaux  à  ces  limites. 
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Ceci  posé,  écartons  le  système  de  sa  position  d'équilibre,  en 
donnant  aux  paramètres  des  valeurs  q",  q",  ...,  q\  comprises 
entre  zh  e,  puis  imprimons  aux  différents  points  des  vitesses  ini- 
tiales pj,  e!|,  ...,  v^.  En  appliquant  au  mouvement  qui  prend 
naissance  le  théorème  des  forces  vives,  nous  avons 

Gomme  U0  est  négatif,  la  quantité   yt  — -  —  U0  est  positive: 

elle  peut  d'ailleurs  être  rendue  aussi  petite  qu'on  le  veut,  car  elle 
est  continue  et  s'annule  quand  toutes  les  vitesses  initiales  et 
toutes  les  valeurs  initiales  des  paramètres  sont  nulles.  D'une  façon 
précise,  on  peut  déterminei  un  nombre  V)  inférieur  à  £  et  assez- 
petit  pour  que,  les  valeurs  g",  q^,  .  .  .,  q\  et  v\*  v\,  .  .  .,  v\  étant 
plus  petites  que  Y)  en  valeur  absolue,  on  ait 


2 


5îî-u,<p. 

2 


Alors  l'équation  des  forces  vives  donne 


2 


m  <  U  -f  P. 

2 


Les  paramètres  <yi,  <y-M  ••  ->  </a  partant  de  valeurs  comprises 
entre  ±  e,  aucun  des  paramètres  ne  peut  atteindre  ces  limites 
pendant  le  mouvement,  car,  dès  que  l'un  d'entre  eux  les  attein- 
drait, U  +  P  deviendrait  négatif,  et  la  force  vive  2/np2  égale- 
ment, ce  qui  est  impossible. 

Limites  des  vitesses.  —  On  peut  aussi  assigner  des  limites  su- 
périeures des  vitesses  pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  En 
effet,    U    étant   négatif,   puisque  les    paramètres   restent  compris 

entre  ±£,  on  a 

2me*<  2  P. 

Si  donc  on  appelle  Vi  la  vitesse  du  point  mti  on  a 

mj-f  ■  <  aP,         ^<1/  ■ 

y    mi 

Cette  limite  est  très  petite  en  même  temps  que  s,  car  s  tendant 
vers  zéro,  P  tend  vers  zéro. 
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On  obtiendra  des  limites  plus  resserrées  pour  les  vitesses,  en 
remarquant  que  *ï>mo-  est  une  forme  quadratique  positive  2T 
de  q. ,  q'2f  .  .  .,  q'k  :  cette  forme  2T  devant  rester  moindre  que  2P, 
il  en  résulte  que  q'.,  q'.,,  . .  .,  q'k  restent,  en  valeurs  absolues,  infé- 
rieurs à  une  certaine  limite  qu'on  pourra  déterminer  dans  chaque 
cas  particulier. 

Remarque  I.  —  La  démonstration  suppose  essentiellement  que  U 
dépende  de  tous  les  paramètres  qu  q2,  ■  .  . ,  q/t •;  si  U  dépendait  seulement 
de  quelques-uns  d'entre  eux,  q{,  q2,  q3  par  exemple,  et  était  maximum  et 
nul  pour  </i  —  q2  =  q~  =  o,  la  position  correspondant  à  q^  =  o,  gr2  =  o, 
q3— o,  gr4=a4)  ...,  qk—a/c,  ah,  a-6,  ...,  a/c  étant  des  constantes  quel- 
conques, serait  une  position  d'équilibre,  mais  elle  ne  serait  pas  stable.  En 
écartant  le  système  très  peu  de  cette  position,  et  donnant  aux  points  des 
vitesses  très  petites,  on  aurait  un  mouvement  dans  lequel  qi,  q-2,  qz  reste- 
raient très  voisins  de  zéro,  mais  les  autres  paramètres  g4,  q5,  .  . . ,  q/c  ne 
resteraient  pas  voisins  de  #4,  «5,  ...,  «/.  D'ailleurs,  les  vitesses  restent 
très  petites.  Imaginons,  par  exemple,  un  corps  pesant  de  révolution, 
suspendu  par  un  point  de  son  axe,  et  prenons  les  notations  du  n°  395. 
Actuellement,  il  y  a  une  fonction  de  forces  qu'on  peut  écrire 

[]  =  --  M^ÇcosO, 

qui  ne  dépend  que  de  0,  tandis  que  la  position  du  corps  dépend  des  trois 
angles  d'Euler  6,  <p,  <!;.  La  fonction  U  est  maximum  pour  0  —  -;  les  posi- 
tions correspondantes  du  corps,  en  nombre  infini,  sont  des  positions  d'équi- 
libre d'ailleurs  évidentes  a  priori,  Taxe  étant  vertical  et  le  centre  de  gra- 
vité au-dessous  du  point  de  suspension.  Mais  ces  positions  ne  sont  pas 
stables  dans  le  sens  strict  du  mot,  car,  en  imprimant  au  corps  une  rota- 
tion initiale,  si  petite  soit-elle,  autour  de  la  verticale,  on  obtient  un  mou- 
vement dans  lequel  les  points  s'éloignent  de  quantités  finies  de  leurs  posi- 
tions d'équilibre. 

Remarque  II.  —  Réciproque  du  théorème  de  Lejeune-Dirichlet.  — 

Considérons  une  position  d'équilibre  du  système  dans  laquelle  les  dérivées 

d\J      d\J  dU  . 

___  .    — . ,   .  .  . ,    —  sont  toutes  nulles,  sans  que  U  soit  maximum.  Il  est 

('Q\     <>qi  àq/c  1 

probable  que  la  position  correspondante  est  instable. 

Mais  cette  proposition  n'a  pu  être    démontrée  rigoureusement  que  sous 

certaines  restrictions.  (  Voyez  LiAPOUNOFF,   Journal  de  Mathématiques 

de   Jordan,    189G;   Hadamard,   Mémoire    présenté   à   l'Académie  en  1896, 

publié  dans  le  même  Recueil  en  1897;  Painlevé,  Comptes  rendus,  t.  GXXY, 

p.  1021;  Hamel,  Mathematische  Annalen,  t.  LVlf,  p.  ï4r). 

150.  Petits  mouvements.  —  Imaginons,  comme  plus  haut,  un 
système  à  liaisons  indépendantes  du  temps  dont  la  position  dé- 


3*6 
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]>end  de  k  paramètres  géométriques  qS)  q2,  ...,</a}  supposons 
cpie  les  forées  appliquées  dérivent  d'une  fonction  de  forces 
U(</i,  q-i-,  ••-,  (Jk)  dépendant  de  toutes  les  variables  qv  et  que 
cette  fonction  soit  maximum  et  nulle  quand  toutes  les  variables  q,, 
s'annulent  (v— i,  2,  ....  k).  La  position  d'équilibre  correspon- 
dante est  stable;  nous  nous  proposons  d'étudier  les  petits  mouve- 
ments du  système  autour  de  cette  position.  Dans  ces  petits  mou- 
vements, ^1,  </.,  .  ..,  (jk  restent  très  petits;  les  vitesses  restent 
aussi  très  petites;  donc  les  dérivées  q\ ,  q[^  .  ..,  q'k  restent  très 
petites,  car  la  force  vive  est  une  fonction  homogène  et  du  second 
degré  essentiellement  positive  des  dérivées^,.  Nous  commence- 
rons par  le  cas  le  plus  simple  où  le  système  est  à  liaisons  com- 
plètes. 

i°  Système  à  liaisons  complètes.  —  La  position  du  système 
dépend  alors  d'un  paramètre  q  qui  est  supposé  nul  dans  la  posi- 
tion d'équilibre;  le  nombre  /f  — 1.  La  demi-force  vive  T  étant 
une  fonction  homogène   et  du  second    degré  de  q'  est  de  la  forme 


?  =  q'*f(q)  =  q> 


/(<>)+       f\o) 


où  l'on  suppose  la  fonction  f(q)  développable  par  la  formule  de 
Maclaurin.  Supposons  le  premier  terme  du  développementy(o) 
différent  de  zéro  :  alors  ce  premier  terme  f(o)  est  nécessairement 
positif,  car,  q  étant  très  petit,  T  a  le  signe  de/^o)  et  une  force 
vive  est  essentiellement  positive.  Nous  écrirons,  en  posant 
/(o)  -  a, 

ï\  étant  très  petit  par  rapport  au  premier- terme,  car  T,  contient 
qq'2  en  facteur. 

Prenons  maintenant  la  fonction  des  forces  U  :  c'est  par  hypo- 
thèse une  fonction  de  q  nulle  et  maximum  pour  q  s=  o.  Si  donc 
on  pose  U  =  F(^),  et  si  l'on  développe  F  (q)  par  la  formule  de 
Maclaurin,  on  voit  que  F(o)  etF;(o)  sont  nuls,   F"(o)  étant,   en 

général,   négatif.  Eu  posant  r  F;/(o)  = —  a,  a>o,     on    pourra 

écrire 

U  =_a^-f-  U1} 


\J i  étant  la  somme  des  termes  suivants  dans  le  développement  de 
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M aclaurin  ;  U,  est  donc  très  petit  par  rapport  au  terme  —  a*/2,  car 

il  contient  q*  en  facteur. 

On  peut,  pour  étudier  les  petites  oscillations,  négliger  T,  et  U, 

et  prendre 

T  =  aq'*\         U  =—  xq*. 

L'équation  du  mouvement,  d'après  Lagrange, 

d  /dT\     _dT  __  d\J 
dt\ôq'j        dq   "  dq 

i-i  .  <)T  , 

devient  alors,  puisque  y-  est  nui, 

(0  aq"  =  —zq,  q"  =  —r*q, 

en  posant  -  =  ;^2.  L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

q  =  X  cos (rt  -h  p), 

A  et  p  désignant  deux  constantes  arbitraires  que  l'on  détermine, 
connaissant  la  position  initiale,  c'est-à-dire  q0  et  la  vitesse  initiale, 

c'est-à-dire  q'Q.  La   durée  d'une  oscillation  du  système  est  — ;  la 

constante  r  ayant  une  signification  physique  est  évidemment  indé- 
pendante du  choix  du  paramètre  q. 

Les  valeurs  initiales   de  q  et  q'  pour  l  =  o  étant  a4   et  biy  on  n 

bx    . 

q  =  a,  cos rt  H •  sin  rt. 

r 

Si,  dans  une  deuxième  expérience,  les  valeurs  initiales  de  q  et  q' 
sont  a2  et  62,  on  a  de  même  pour  le  mouvement 

b,   . 
q  ==  <z2  cos  rt  -h  —  sin  rt. 

Enfin  si,  dans  une  troisième  expérience,  les  valeurs  initiales 
de  q  et  q'  sont  «,-f-a2  et  b\-\-b2,  l'expression  correspondante 
de  q  est 

q  =  (ai  -+-  a2)  cos  rt  H sin  rt, 

c'est-à-dire  la  somme  des  deux  précédentes  :  ce  fait,  qui  tient  à 
ce  que  l'équation  du  mouvement  est  linéaire,  constitue  ce  qu'on 
appelle  la  superposition  des  petits  mouvements. 


3?.8 
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Exemple.  - —  En  deux  points  fixes  A  et  A'  situés  sur  l'axe  horizontal  Ox 
à  des  distances  égales  OA  -  OA'  —  a  de  l'origine  O,  sont  attachés  deux 
fils  sans  masse  AM,  A 'M'  de  même  longueur  l  supportant  une  barre  homo- 


Fig.  262. 


gène  pesante  MM'  de  longueur  na  égale  à  AA'.  Cette  barre  est  percée  en 
son  milieu  G  d'une  ouverture  infiniment  petite  dans  laquelle  passe  l'axe  O  z 
supposé  vertical  et  dirigé  vers  le  bas.  Le  système  étant  écarté  très  peu  de 
sa  position  d'équilibre  M|M\  est  abandonné  à  lui-même  sans  vitesse  ini- 
tiale :  étudions  les  petites  oscillations. 

Appelons,  à  un  instant  quelconque,  6  l'angle  du  fil  AM  avec  O-s,  et  a 
l'angle  que  fait  avec  Ox  la  projection  PP'  de  la  barre  MM'  sur  le  plan 
xOy\  le  triangle  isoscèle  AOP  et  le  triangle  rectangle  AMP  donnent  la 
relation 

7    •    r  •     a 

/  si  11 6  =  ia  sin  -  • 
2 

La  position  du  système  dépend  du  seul  paramètre  6  qui  s'annule  dans  la 
position  d'équilibre.  La  seule  force  donnée  étant  le  poids,  on  a,  en  appe- 
lant Ç  l'ordonnée  OG  =  /cos6,  du  centre  de  gravité  G, 

U  =  M#7(cose  —  i), 

où  la  constante  est  déterminée  de  façon  que  U  soit  nul  pour  0  —  o:  U  est 
manifestement  maximum  pour  cette  valeur.  Développant  U  par  la  formule 
de  Maclaurin,  on  a 

U=  — M^/-+  U„ 

où  Ui  est,  par  rapport  à  8,  d'un  ordre  supérieur  au  deuxième.  Calculons  T 
d'après  le  théorème  de  Kœnig 


1  M(Ç'2-f-£2a'2)  =  l 

2  -1 


/2  6'2  sin'2  6  -+-  ~a2(X'-)i 


car  le   moment  d'inertie  MA"2  d'une  barre  homogène  de  longueur  ia,  par 
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rapport  à  son  centre,  est  -  Mr/*2.    Or,    la    relation    géométrique    ci-dessus 

donne 

t   j  \ 

a  =  2  arc  sin  (  —  sin  0  ) , 

\  2  a  J 

d'où  l'on  tire  ce'  par  dérivation  et 


■i      \  3  4 a2—  /*sin«i 

L'équation  finie  du  mouvement  serait  donc  T  =  U  -h  /i  d'après  le  théo- 
rème des  forces  vives.  Mais,  pour  les  oscillations  infiniment  petites,  nous 
devons  réduire  le  coefficient  de  G'2  dans  T  à  ce  qu'il  devient  pour  6  —  o, 
et  prendre  approximativement 

T  =  i  M  m%  U  =  —  -  M  §782. 

6  2 

L'équation  du  mouvement,  d'après  l'équation  de  Lagrange,  est  alors 


La  durée  des  petites  oscillations  est  2tt 


/ 

3tf" 

Remarque.    —    Dans  la  théorie  précédente,  nous  avons  supposé    que, 

T  étant  de  la  forme  q'2f(q)1f(o)  était  différent  de  zéro.  Si  cette  condi- 
tion n'est  pas  réalisée,  on  peut  la  réaliser  par  un  changement  de  variable. 
Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  pour  de  petites  valeurs  de  q 


f(q)  =  q»<?(q), 


9(0)  étant  différent  de  zéro. 
On  fera  alors  la  substitution 


— q-  q  =  S  ,  q 


s  désignant  une  nouvelle  variable,  et  l'on  aura 


T  =  q'*q"e(q)  - 2 ©  \sn  +  »  's'* , 

2     y     '    2  '        (  n  -+-  2  )2  ' 

où  le  coefficient  de  s'2  n'est  plus  nul  pour  s  =  o. 

Nous  avons  supposé  également  que,  le  coefficient  de  q"1  dans  T  étant 
différent  de  zéro  pour  q  =  o,  le  développement  de  XJ(q)  parla  formule  de 
Maclaurin  commence  par  un  terme  en  q-.  Mais  il  peut  arriver  que,  U(gr) 
étant  maximum  pour  q  —  o,  les  dérivées  de  U  jusqu'à  un  ordre  impair 
quelconque  supérieur  à  1  s'annulent,  la  première  dérivée   qui  ne  s'annule 
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pas  étant   d'ordre  pair   et   négative.  Par  exemple,  pour  prendre  le  cas  le 
plus  simple,  on  peut  avoir 

\J(g)  =_agr*-hUi, 

Ui  contenant  q'6  en  facteur  et  a  étant  positif.  Alors,  en  réduisant  T  à  la 
forme  aq'2  et  négligeant  Ul5  on  a,  pour  l'équation  du  mouvement, 

(2)  aq"  —  —  iat.q*. 

On  est  alors  en  présence  d'une  circonstance  spéciale  qui  ne  tient  pas  au 
choix  de  la  variable  :  la  durée  des  petites  oscillations  autour  de  la 
position  d'équilibre  varie  avec  leur  amplitude.  En  effet,  en  plaçant  le 
système  dans  la  position  correspondant  à  q$,  et  l'abandonnant  sans  vitesse, 
on  a,  en  intégrant  (2), 


dcl\-        a  /     1 

dt)    =a{<!»-^ 


d'où  l'on  tire  t  en  fonction  de  q  par  une  quadrature  elliptique  :  q  oscille 
de  — q0  à  -+- qo\  le  quart  d'une  oscillation  a  pour  durée 

/a    Ç'1"        dq  1        /a    Çx       ds 

V  a  X       \/ql  —q%        1»  V  a  -L    V7*"^  ' 

en  faisant  q  =  sq0.  Cette  durée  est  donc  en  raison  inverse  de  q0  et  devient 
infiniment  grande  quand  q0  tend  vers  zéro. 

2°  Systèmes  à  deux  degrés  de  liberté.  —  Imaginons  un 
svslème  à  liaisons  indépendantes  du  temps  dont  la  position  dépend 
de  deux  paramètres  qt  et  q2  ï  on  a 

T  =  Aq'f  -hlBq\  q\  H-  Cq'J, 

où  A,  B,  G  sont  des  fonctions  de  q{  et  q2. 

Nous  supposerons  les  paramètres  choisis  de  telle  façon  que  le 
discriminant  AC  —  B2  ne  soit  pas  nul  pour  ql  —  q2=zç>.  Alors, 
en  développant  les  coefficients  A,  B,  G  par  la  formule  de  Ma- 
claurin,  et  appelant  <:/,  b:  c  les  valeurs  de  ces  coefficients  pour 
qiz=  q.2=z  o,  on  aura 

T  =  aq'f  -i-lbq\  q\  +  cq'£  -+-  Tj, 

T{  étant  du  troisième  ordre  par  rapport  à  qK ,  q2,  q\ ,  q\,  et  s'annu- 
lant  quand  qK  et  q2   sont  nuls.  Quand  q{  et  q2  sont   très   petits, 
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T  a  donc  le  signe  du  lui  nome  formé  par  les  ternies  qui  pré- 
cèdent T(,  et  comme  T  est  essentiellement  positif,  quels  que 
soient  </\   et  q[2,  on  a 

a  >  o,         c  >  o,         b-  —  ac  <  o. 

Prenons  maintenant  la  fonction  de  forces  U(çm  q-i)  '-  cette 
fonction  étant  nulle  et  maximum  pour  q{  =  q2z^io,  on  a.  en 
développant  par  la  formule  de  Maclaurin, 

U  =  —  («£}  -haPyi^iH- Y0j)-+-Ui, 

où  XJ{  est  du  troisième  ordre  en  q{  et  q2-  Comme  U  doit  être  né- 
gatif pour  des  valeurs  arbitraires  suffisamment  petites  de  qK  et  q2, 

on  a 

a  >  o,  V  >  o,  p2  —  «y  <  o. 

Pour  obtenir  les  petits  mouvements  autour  de  la  position 
d'équilibre,  nous  négligerons  T,  et  U\  en  prenant 

T  =  aq'f  -+-  ibcj\  q'%  -f-  cq'^r, 

TJ  =—  (*q\  H-  2^^2-r-  y?l). 

Les  deux  équations  de  Lagrange  deviennent  alors 

|   a?"  -+■  6yï  =  —  (  a^i  4-  P  ^2  )i 
)    6/,  -h  c<7"2  =  —  (  p qx -+-  ^^2 ), 

équations  linéaires  à  coefficients  constants.  Pour  les  intégrer, 
nous  ferons 

A,,  À2,  /*,  p  désignant  des  constantes.  En  substituant  et  divisant 
par  cos(/7-f-  o),  on  a 

(5;  X,(ar«— «).-+-Xj(ôr*-^-P)  =  o,  X^ôr2  —  p)  +  X2(cr*  -  y)  =  o, 
d'où,  en  éliminant  ).,  et  X2, 

(G)  («,-2_a)(c/.2_ï)_^,.2_  p)2—  0? 

équation  bicarrée  qui  donne  pour  1-  deux  valeurs  réelles  et  posi- 
tives. En  effet,  en  substituant  dans  le  premier  membre,  à  la  place 
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de  r2,  les  valeurs  o  et  -H  oo,  on  obtient  des  résultats  positifs,  tandis 
que  les  valeurs  -1  et  -  donnent  des  résultats  négatifs.  On  peut  tou- 
jours supposer  /•  positif,  ear  la  solution  (4)  ne  change  pas  quand 
on  change  r  et  o  de  signes  :  nous  pourrons  alors  prendre  pour  r 
les  deux  racines  positives  /•,  et  r2  de  l'éqtialion  (6). 

Si  l'on  substitue  à  r  l'une  de  ces  racines  dans  les  équations  (5), 
elles  se  réduisent  à  une,  à  la  première  par  exemple;  on  a  alors, 
en  faisant  r  =  /*( , 

vr\  —  p         a  —  ar  \ 

a,  désignant  une  constante  arbitraire.  On  a  ainsi  la  solution 

qx  —  \x{  (br\  —  (3)  cosO!  *  -+-  pi),  q2  —  a,  (a  —  ar\  )  cosOj  É -h  pi). 

La  seconde  racine  r2  donne  une  solution  analogue,  avec  d'autres 
constantes  uu  et  p2,  et  les  intégrales  générales  des  équations  du 
mouvement  sont  enfin 

(  q\—  ]J-\  (br\  —  3)  cos(/*i  t  -J-  pi)  -h  \u(br\  — -  |3)  cos(rst  -+-  p2), 

(  7  ) 

(  çr,  =  [J-i  (  a  —  ar\  )  cos(/,1 1  -h  pi  )  -f-  \x-ii  i  —  ar\  )  cos(/*2 1  -t-  p2), 

avec  quatre  constantes  arbitraires  jji,,  jju,  pi  et  p2,  qu'on  déter- 
minera connaissant  les  valeurs  initiales  de  qtl  q2  et  de  leurs  déri- 
vees  q{  et  q.,. 

On  voit  que  le  mouvement  dans  le  voisinage  de  la  position 
d'équilibre  est  le  mouvement  résultant  de  deux  oscillations  dont 

les  périodes  respectives  sont  — -et  —  Si  ces  périodes  sont  com- 

mensurables  entre  elles,  il  existera  une  période  pour  le  mouve- 
ment, sinon  le  système  ne  repassera  à  aucune  époque  par  la 
même  configuration.  On  a  déjà  vu  un  exemple  de  ce  fait  n°  272. 

Les  quantités  rt  et  r2,  ayant  ainsi  une  signification  physique, 
sont  évidemment  indépendantes  du  choix  des  paramètres  q{  et  q2. 
Ce  sont  des  invariants  du  problème. 

Cas  particulier.  —  Quand  nous  avons  démontré  que  l'équa- 
tion (6)  en  r2   a   deux   racines  positives,   nous  avons  admis  qu'en 

substituant  -  et  -  dans  le  premier  membre,  on  avait  au  moins  un 

a,  r  l  ' 
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résultat  négatif  :  ceci  n'arriverait  pas  si  l'on  avait 


Y 


/.  . 


où  k2  est  une  constante  positive.  L'équation  (6)  serait  alors 

(/■»— **)»=o; 

elle  aurait  ses  racines  égales  :  néanmoins,  les  intégrales  générales 
ne  contiennent  pas  le  temps  en  dehors  des  signes  sin  et  cos;  en 
effet,  les  équations  du  mouvement  (3)  s'écrivent  alors 

a{  q\  -+-  A'2qi)  -+-  b(q\  -h  k-q^)  —  o, 
b  (q\  -h  /l2  y,  )  -f-  r  (gr'i  -+-  /c2^2  )  =  o, 

et,  comme  b'1 —  ac  est  positif,  elles  donnent 

q\  H-  £2gr,  =  o,         7';  -h  /1V/0  =  o, 

doù,  pour  les  intégrales  générales, 

(j{  =  |JL,  cosi  ht  H-  pi  ),  </2  =  ^2  cos{  kt  -+-  p2  I. 

Il  n'v  a  plus  alors   qu'une  période  pour  chaque  oscillation,  -j-  ■ 


Autre  méthode.  —  Ces  résultats  peuvent  être  oblenus  autrement  si 
l'on  fait  usage  des  propriétés  des  formes  quadratiques.  Considérons  les 
deux  formes  quadratiques 

S  =  aq\  —  ibq^q.,^-  cq\,  U  =  —  (%q\  -+-  2$qlq2-h  yq\  ), 

à  l'aide  desquelles    on   peut   écrire    les    équations   du    mouvement   sous  la 
forme 

d&  \àql )  '     àq ,  '  dT-  \dql  )     "  ôql' 

Faisons  un  changement  de  variables  linéaire  à  coefficients  constants 

<y,  =  kl  S[  -h  h\  S2,  q-2  ~  -  /•  '2  *l  H     /?:>  *>2- 

où  5i  et  s*  sont  de  nouveaux  paramètres,  /.j,  h\,  Â2,  et  /i2  des  constantes. 
On  peut  déterminer  les  coefficients  de  la  substitution  de  façon  à  réduire 
simultanément  les  deux  formes  à  des  sommes  de  carres;  cela  revient,  en 
regardant  qi  et  q2  comme  des  coordonnées  cartésiennes,  à  prendre  pour 
axes   les   droites   conjuguées   à   la  fois  par  rapport  aux  couples  de  droites 
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S  =  o,  U  =  o.  On  a  ainsi 

S  =  *î-h*l,         U  =-(r\s\  -4-  rj  si); 

la   demi-force   vive  devient  T  =  s\-  -h  s'2'2,  et  les  équations  du  mouvement 

deviennent 

v  ^  v  •■> 

d'où,  en  intégrant, 

^!  —  (jlj  cos(/'i  ^  -t-  pi),         .ç2  =  [J-2  cos(r2£  -h  p2). 

On  peut  remarquer  que  l'équation  bicarrée  en  r'2  s'obtient  en  égalant  à 
zéro  le  discriminant  de  la  forme  U  -h  r2S. 

Les  variables  Si  et  s2  s'appellent  les  variables  principales. 

Application.  —  Imaginons  une  barre  homogène  pesante  AB  de  lon- 
gueur ia  suspendue  par  un  fil,  de  longueur  /,  attaché  au  point  fixe  O;  le 
système  est  assujetti  à  se  déplacer  dans  un  plan  vertical  xO y\  on  demande 
d'étudier  ses  oscillations  infiniment  petites  autour  de  la  verticale  qui  est 
sa  position  d'équilibre. 

Fie.  263. 


La  position  du  système  dépend  des  deux  angles  0  et  cp  que  fait  la  verti- 
cale Ox  avec  les  directions  du  fil  et  de  la  barre,  paramètres  qui  sont  bien 
nuls  dans  la  position  d'équilibre.  Tl  y  a  ici  une  fonction  de  forces 


i: 


M*5  +  C, 


ç  étant  l'abscisse  du  centre  de  gravité  G.  Il  nous  faut,  pour  être  dans  les 
conditions  de  la  théorie  qui  précède,  disposer  de  G  de  façon  que  U  s'annule 
dans  la  position  d'équilibre;  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  ayant 
pour  expressions 


£  =  /  cosO  -+-  a  coscû,         Tr]  =  /sin0 


a  sin 


la  fonction  des  forces  sera 


U  =  M g[l{ cos 6  —  i  )  -+-  a ( cos cp  —  i )]. 
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Calculons  maintenant  la  demi-force  vive  T;  la  force  vive  de  la  masse  M 
concentrée  en  G  est 

M(£'*H-V2)  =  M[/20'2-r  «2cp'2.+-2rt/0y  cos(0  —  <p)]. 

La  force  vive  dans  la  rotation  autour  du  centre  de  gravité  étant  i  Ma-y'* 
d'après  la  valeur  du  moment  d'inertie  d'une  barre  homogène  par  rapport 
à  son  centre,  la  demi-force  vive  totale  sera 

m   r  ' 

T=  —     /20'2-f-  i«2cp'*+2a/eVcos(0  —  <p)    . 

Pour  trouver  les  oscillations  infiniment  petites,  il  suffit  de  considérer 
dans  U  et  T  les  termes  du  second  ordre 


U 

T  = 

'2 


t  ».  (/0»+ao«). 


M 


a- 


■lalWo 


Les  équations  de  Lagrange  sont  alors 

/20"-r-  alf  =  —  £-/0,         |  a'-o"^-  aW=.  —  gao. 
On  intégrera  ces  équations  en  posant 

0  =  \x  cosf  rt  -h  p),         cp  =  X2  cos(r£  -h  p), 
Xi  et  à2  devant  satisfaire  aux  conditions 

I  lr*—g)  Xj-h  ar*l2=  o,         /r2X,-r-  (1  a/'2—  #)  X2  =  o, 
l'équation  en  r2  est  donc 


//•2 


*a 


)  ('4  #/'2 —  &}  —  a//*'*  —  o. 


équation  du  second  degré  en  /-2  qui  donnera  deux  racines  réelles  et  posi- 
tives r\  et  /•-,,  pour  chacune  desquelles  on  aura  un  système  de  solutions 
particulières.  En  ajoutant  ces  solutions,  on   aura    les   intégrales  générales 

0  =  ar\  [Xj  cos(r{£  -+-  pi)  -t-  ctr\  jjl2  cos(r22  -r-  p2), 

cp  =  (g  —  //,2  )  ;j-i  cos(/*i  £  ■+■  pi )  -+■  (  g  —  lr\  )  u2  cos (r2£  -+-  p2), 

avec  les  quatre  constantes  [J.J,  [a2,  pi,  p2. 

Par  exemple,  si  l'on  suppose  a  =  -|  l,  on  trouve  comme  valeurs  de  /*|  et  /\j 

— j-  (2  —  v'^/i  "T-!2  ~  vOi  ce  clu*  donne  immédiatement  les   durées  res- 


/ 


'A  T.       r>.  ~ 

pectives  —  >  —  des  deux  oscillations  qui  composent  le  petit  mouvement. 
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Remarque.  —  Nous  avons,  dans  la  théorie  précédente,  supposé  ac  —  b'- 
différent  de  zéro.  Si  ce  discriminant  était  nul,  il  faudrait  faire  un  autre 
choix  de  paramètres  de  telle  manière  que  la  nouvelle  expressien  appro- 
chée de  T  ait  un  discriminant  différent  de  zéro.  Par  exemple,  si  l'on  prend 
un  point  mobile  dans  un  plan  ayant  comme  position  d'équilibre  stable 
l'origine,  on  a,  en  coordonnées  polaires  r  et  G, 

T  =  —  (V*-w2Ô'2>. 
•i 

expression    dont   le    discriminant  r-  s'annule  dans  la  position  d'équilibre. 
\i\\  prenant  les  coordonnées  cartésiennes,  on  aura  la    nouvelle   expression 

T   =   —(rft+y'*) 
1  J 

dont  le  discriminant  n'est  pas  nul. 

Nous  avons  supposé  aussi  que  le  développement  de  la  fonction  des 
forces  U  commençait  par  les  termes  du  second  ordre  en  cj\  et  q2  '-,  '1  pour- 
rait arriver,  puisque  U  =  o  est  un  maximum,  que  ce  développement  com- 
mence par  des  termes  d'un  ordre  pair  quelconque,  par  exemple  du  qua- 
trième ordre, 

Dans  ce  cas,  l'étude  des  petites  oscillations  devient  plus  compliquée  :  les 
équations  obtenues  en  négligeant  Ui  ne  sont  plus  linéaires. 

L'oscillation  générale  n'est  plus  la  résultante  de  deux  oscillations  spé- 
ciales ayant  chacune  une  durée  déterminée. 

3°  Cas  général.  — •  Imaginons  un  système  assujetti  à  des  liai- 
sons indépendantes  du  temps,  les  forces  qui  agissent  sur  ce  sys- 
tème dérivant  d'une  fonction  de  forces  U.  Nous  le  supposerons 
dans  une  position  d'équilibre  stable  où  la  fonction  U  est  maximum. 
Soient  q^  q2-,  •  •  -,  qu  les  paramètres  qui  définissent  la  position  du 
système;  nous  admettrons  qu'ils  sont  nuls  ainsi  que  U  dans  la  po- 
sition d'équilibre.  L'équilibre  étant  stable,  lorsqu'on  déplacera  le 
système  et  qu'on  l'abandonnera  à  lui-même,  les  paramètres  q  et 
leurs  dérivées  resteront  très  petits  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement;  nous  considérerons  ^,,  </•>,  .  ..,  q^  et  leurs  dérivées 
comme  de  petites  quantités  du  premier  ordre.  La  demi-force  vive 
totale  est  une  fonction  quadratique  homogène  des  q'  : 

T  =  SÀ/ytfâi,  (V  'J%  A„=Ay/. 

\j  =  i,  2,  ...,  kj 
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Chacun  des  coefficients  A /y  est  une  fonction  des  q  qui  prend  la 
valeur  aij  lorsque  les  paramètres  q  s'annulent;  on  peut  donc 
écrire 

/  i  =  i,  2,  . ..,  k\ 

\J  =  i,  2,  . ..,  kj 

la  fonction  T,  étant  une  somme  de  petites  quantités  d'ordre  supé- 
rieur à  2. 

Nous  savons,  d'autre  part,  que  la  valeur  o  est  un  maximum 
de  U;  nous  pouvons  donc  écrire 

U,  étant  d'ordre  supérieur  à  2.  Nous  remarquerons  que,  les  termes 
d'ordre  moindre  donnant  leur  signe  aux  expressions  de  T  et  de  U,, 
les  sommes  qui  constituent  les  termes  du  second  ordre  doivent 
rester  constamment  positives  pour  T  et  pour  U,  car  nous  mettons 
dans  U  le  signe  en  évidence. 

Notre  approximation  consiste  à  négliger  les  termes  en  U i  et  T<. 
Les  équations  de  Lagrange 

d  /  dT\        dT        OU 
dt  \aq\J         0qy         dejy 
sont  ici 

Ovi^i-havî^-H--  •+  «vÀr?/,  —  —  (A^t-t-..  •+  bvkqk)       (v  =  1,  2,  .  ..,  k). 

Les  k  équations  différentielles  simultanées  que  nous  obtenons 
sont  linéaires  du  premier  ordre  et  à  coefficients  constants;  nous 
pouvons  donc  les  intégrer  en  posant 

(8)  qx  =  Xj  cos(/-£  -+-  p),         ...,        qk—  \k  cos(/7  -+-  p). 

Pour  que  ces  valeurs  satisfassent  aux  équations  de  Lagrange,  il 
faut  que  l'on  ait 

Xi(&n  —  r2an  )  ■+-  À2(6i2  —  ',2«i2  )-H. . .-+-  ^k(bik  —  r2alk)  =  0, 

X 1  ( 6*1  —  r2 a/,t )  -h  X2 ( b/tt  —  /-2 a*8 )-+-.  ..-hkk( bkk  —  /-2 aAA )  =  o. 

Pour  que   tous  les  X  ne  soient  pas  nuls,  il  faut  que  le  détermi- 
A.,  11.  22 
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nant  de  ces  équations  linéaires  et  homogènes  soit  nul  : 


(9) 


bki—r*a 


/.  i 


hk, 


rl  a,c2 


bkk—  r*a/e/£ 


=  o. 


Cette  égalité,  considérée  comme  une  équation  en  r2,  donne  en 
général  k  valeurs  de  cette  inconnue,  et,  pour  r,  ik  valeurs  deux 
à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  mais  on  peut  toujours  sup- 
poser r  positif,  car  la  solution  (8)  ne  change  pas  quand  ;■  et  p 
changent  de  signes.  En  adoptant  une  de  ces  k  valeurs  de  r,  /\, 
par  exemple,  on  peut  déterminer  tous  les  "k  en  fonction  d'une 
arbitraire  uv,  et  l'on  obtient  le  système  de  solutions  (t)  qui  con- 
tient, outre  [i.v,  la  quantité  arbitraire  pv.  On  a  ainsi  k  systèmes  de 
solutions  particulières  des  équations  différentielles  et  leur  somme 
donne  la  solution  générale  qui  contient,  comme  il  doit  être,  ik 
constantes  arbitraires. 

L'oscillation   générale   est  ainsi    le  mouvement  résultant   de  k 

oscillations    partielles    ayant    respectivement    les    périodes    — > 


1T. 


'2TT 


•  ?  — •  Les  racines  /•,,  r<>.  .  .  .,  rk  sont  des  invariants  :  leurs 
ru 

valeurs  sont  indépendantes  du  choix  des  paramètres. 

Les  équations  étant  linéaires,  si  l'on  en  a  deux  systèmes  de 
solutions  particulières  qv=fv{t)  et  ^v  =  cpv(^),  les  fonctions 
qv  =  fv(t)  -4-  'f-v(0  en  sont  encore  des  solutions.  On  a  ainsi  ce 
qu'on  appelle  la  superposition  des  petits  mouvements. 

Sans  invoquer  la  théorie  des  formes  quadratiques,  on  peut  dé- 
montrer que  les  racines  de  l'équation  en  /•  sont  réelles.  En  effet, 
si  cette  équation  admettait  une  racine  imaginaire  a  +  ib,  elle 
admettrait  la  racine  conjuguée  a — ib  :  les  valeurs  correspon- 
dantes des  constantes  ),v  seraient  aussi  imaginaires  conjuguées. 
On  trouverait  alors,  pour  les  paramètres  <yv,  un  système  de  solu- 
tions réelles  particulières  de  la  forme 

grv=  (Av-f-  j'Bv)  cos(«  -+-  ib)t  -\-  (Av —  i'Bv)  cos(a  —  ib)  t, 

ou,  sous  forme  réelle, 

£v—  Av(e^-f-  e~ùi)cosat  -+-  Bv(e6'—  e-ôte)  s'mat. 
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Oa  aurait  ainsi  un  mouvement  du  système  dans  lequel  les  va- 
riables qy  et  leurs  dérivées  commenceraient  par  être  aussi  petites 
qu'on  le  voudrait,  pour  finir  par  être  infiniment  grandes  avec  t: 
ce  qui  est  en  contradiction  avec  ce  fait  que  l'équilibre  est  stable. 

On  voit,  par  un  raisonnement  analogue,  que,  si  l'équation  en  r 
a  des  racines  multiples,  le  temps  ne  peut  pas  figurer  en  dehors 
des  signes  sinus  et  cosinus,  cardes  expressions  de  la  forme 

\x  t  cos  (  rt  -h  p  ) 

deviendraient  infiniment  grandes  avec  t. 

La  théorie  des  formes  quadratiques  conduit  aux  mêmes  résultats;  si  l'on 
pose 

S  =2a'7^y'  U  =-"J£àhtJVi?Ji 

ces  deux  formes  quadratiques  sont  l'une  S  essentiellement  positive,  l'autre 
U  essentiellement  négative  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  et  ne 
peuvent  devenir  nulles  que  si  toutes  les  variables  s'annulent.  Les  équa- 
tions des  petits  mouvements  peuvent  s'écrire 

dt-  \àgv  J        dqy  ' 

et  l'équation  (9)  donnant  r2  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de 
U  -r-  /,2S.  On  peut  toujours,  par  un  changement  linéaire  de  variables  sub- 
stituant de  nouvelles  variables  s1?  s-2,  .  .  .,  s/c  aux  anciennes  qu  q2,  .  .  . ,  qk, 
ramener  les  deux  formes  quadratiques  S  et  U  à  être  des  sommes  de 
carrés 

S  =  s\ +s\  -r-. . .  -4-4,         U  =—  {r\s\  +  r\t\  +  . . .+  r|*|). 

La  demi-force  vive  est  alors 

Les  équations  des  petits  mouvements  deviennent 


c'est-à-dire 


dt'  \  0su  j        àsy  ' 

d1  s , 
•  Y*  =  ~~  rv  5v,         *v  =  [Av  cos  (  t\  t  H-  pv  )■ 
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On  a  ainsi  immédiatement  sous  forme  finie  les  équations  des  petits  mou- 
vements, avec  ik  constantes  arbitraires  jju,  et  pv. 

Les  variables  si:  s2,  .  .  .,  s/L-  qu'il  faut  choisir  pour  ramener  T,  S  et  U  à 
des  sommes  de  carrés  comme  ci-dessus,  se  nomment  les  variables  princi- 
pales. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  que  le  déterminant  des  a/y,  discri- 
minant de  la  forme  S,  n'est  pas  nul.  S'il  l'était,  il  faudrait  faire  choix,  d'un 
autre  système  de  paramètres. 

Nous  avons  supposé  aussi  que  le  développement  de  U,  suivant  les  puis- 
sances de  qu  q2l  .  ..,  q%,  commence  par  des  termes  du  deuxième  ordre. 
Si  ce  développement  commençait  par  des  termes  d'ordre  supérieur,  du 
quatrième  ou  du  sixième,  les  équations  des  petits  mouvements  ne  seraient 
plus  linéaires. 

4M.  Petits  mouvements  troublés  par  une  force  perturbatrice  pério- 
dique. —  Considérons  un  système  tel  que  celui  dont  nous  venons  d'étu- 
dier les  petits  mouvements  autour  d'une  position  d'équilibre  stable  cor- 
respondant à 

«i  =  q*  =  ■  ■ .  =  qic  —  o. 

Supposons  qu'aux  forces  constitutives  du  système  dérivant  de  la  fonc- 
tion de  forces  U,  qui  est  maximum  et  nulle  dans  l'équilibre,  viennent 
s'ajouter  pendant  le  mouvement  des  forces  perturbatrices  très  petites, 
fonctions  du  temps  et  généralement  aussi  de  q{,  q2,  .  . . ,  q^  et  de  leurs 
dérivées. 

Appelons  X,  Y,  Z  celle  de  ces  forces  qui  agit  sur  le  point  du  système 
de  coordonnées  x,  y,  z:  alors,  d'après  la  théorie  générale  des  équations 
de  Lagrange,  si  l'on  pose 

^  V      àqy  dav  âqv 

les  équations  du  mouvement  troublé  seront 

d/dT\        dT        dV       B 

Nous   supposerons  T  et    U   réduits   aux    même   formes   quadratiques   que 
ci-dessus. 

Les  forces  perturbatrices  étant  indépendantes  de  celles  qui  déter- 
minent l'équilibre,  ne  s'annuleront  pas  en  général  dans  la  position  d'équi- 
libre et,  par  conséquent,  le  terme  Rv  développé  suivant  les  puissances 
de  <7i>  #2,  •••>  qic  et  de  leurs  dérivées  contiendra  un  terme  indépendant 
de  ces  variables  par  rapport  auquel  les  termes  suivants  pourront  être 
considérés  comme  de  petites  quantités  négligeables.  Les  Rv  sont  alors  des 
fonctions  du  temps  seul;  nous  les  supposerons  périodiques. 


CHAP.     XXIV     —    ÉQUATIONS    GÉNÉRALES    DE    LA    DYNAMIQUE.       34  » 

Les  équations  du  mouvement  (10),  au  lieu  d'être  linéaires  sans  second 
membre  comme  précédemment,  auront  maintenant  comme  seconds 
membres  les  fonctions  périodiques  Rv.  Ces  fonctions  pourront  être  déve- 
loppées en  une  somme  de  sinus  et  de  cosinus 

Rv=  '2ÀV  cos (at  -h  a)  h-  2 Bv  cos(bt  -h  (3)  -h.  .  .-h  ihv  cos(lt  ■+■  A), 

Av,  Bv,  . . .,  a,  b,  . . . ,  a,  [},  . . .  désignant  des  constantes.  Nous  dirons  que 
chaque  terme  de  Rv  représente  une  force  perturbatrice  simple,  le  premier 

une  force  perturbatrice  de  période  — \  le  deuxième  une  force  de  période 
1  l  a 

2  77 

-r- >  etc. 
b 

Supposons,  pour   simplifier,  que  l'on  ait  choisi  pour  ql:  q*,  •••,  Çk  des 

variables  principales;    alors,    comme    nous  venons  de  le  voir,  les  valeurs 

approchées  de  T  et  de  U  sont 

T  =  q ?  -H  q'ï  +  •  •  .  +  q'I ,         U  =  -  ( r\  q \  ■+■  r\  q\  + . . .  +  r\  q\) , 

Les  équations  du  mouvement  troublé  sont  alors 

/     \    \  q'v~*~  rv  yv  =  Avcos(a*-f-  a)-h  Bvcos(è£-+-  P)d-. .  .-H  Lvcos(/£-l-  X) 
(  (v  =  i,  2,  3,  ...,  k). 

Les  intégrales  générales  de  ces  équations  prennent  une  forme  analytique 
différente  suivant  qu'une   des    quantités  a,  b,  .  .  .,  /  est  égale  ou  non  à  rv. 

Supposons  d'abord  qu'aucune  des  quantités  a,   6,  .  .  .  ,  /ne  soit  égale  à 

une  des  racines  i\,  r2;  ...,  r^  :  les  intégrales  générales  des  équations  (n) 

sont 

A> 
qv  =  ixv  cos  (i\jl  -h  pv)  -h  — — - — a  cos>(  at  -t-  a  ) 

rv2  —  a2 

l  +     tJ_^       cos(fo-+- p) -+-..  .h-     9    v      cos(^-hX) 

(  (v  =  i,  ...,  A'), 

où  \xy,  pv  désignent  des  constantes  arbitraires.  Donc,  dans  ce  cas,  la  force 
perturbatrice  simple,  donnant  naissance  à  un  terme  tel  que 

2  Av  cos (at  -f-  a) 
dans  Rv,  introduit  dans  le  système  une  oscillation  simple 


/*-  —  a 


-  cos(at  -r-  a) 


dont  la  période  est  celle  de  la  force  et  dont  l'amplitude  est  indépendante 
des  conditions  initiales  qui  n'influent  que  sur  ;j.v  et  pv.  Si  a  est  voisin  de  /\. 
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2  77 

c'est-à-dire   si   la   période  —  de  la  force  perturbatrice  simple  est  voisine 

a 

2  77 

de  la   période  —  d'une  oscillation  naturelle  du  système   livré  à  lui-même, 
rv 

le  coefficient —  devient  un  grand  nombre,  et  l'amplitude  de  l'oscil- 

r*  —  ci1-  b  l 

lation  introduite  par  cette  force  perturbatrice  devient  considérable.  Cette 

remarque  fait  pressentir  ce  qui  se  passe  quand  une  des  quantités  a,  b,  . . . ,  / 

est  égale  à  une  des  racines  /-v. 

Supposons,    par   exemple,  que    a   soit    égal   à   ru  mais    différent  de  r2, 

>'3>  •  •  •  ■>  r ki  aucune  des  quantités  b,  .  .  . ,  l  n'étant  égale  à  une  des  racines 

;•],   r2,    ...,   /*/..    Alors,   les    intégrales    générales    des   équations  (it)  pour 

v  =  2,  3,  .  .  .-,  k  conserveront  la  forme  (12)  trouvée  précédemment,  mais  la 

première  équation 


-1  -4-  r?  3^  =  Ai  cos(at  ■+-  a)-t-.. .+  Lx  cos(  It  -t-  X), 
dt- 


d-q 
~cW- 

où  a  =  ri,  aura  pour  intégrale 


Ai  t   .    , 

ql  =  fjtj  cos(ri  t  -+-  pi  )  H sin(r!  £  -h  a) 

2  ri 

R  T 

1   -  cos(6*+ (*) +..*.-+-    ^  "'      cos(^-j-À). 


'    rf  —  ô«        v  r/  rj  —  V- 

Le  temps  £  apparaît  donc  en  facteur  dans  le  terme  de  l'intégrale  prove- 

2  TC  ,  ,  2  77 

nant  de  la  force  perturbatrice  dont  la  période  —  est  égale  à  la  période  — - 

a  r  1 

d'une  des  oscillations  naturelles  du  système.  Ainsi,  lorsque  la  période 
d'une  des  forces  perturbatrices  tend  vers  celle  de  l'une  des  oscilla- 
tions simples  propres  au  système,  l'amplitude  de  la  perturbation 
devient  de  plus  en  plus  grande  :  à  la  limite,  la  perturbation  se  con- 
fond avec  l'oscillation  simple  correspondante  dont  l'amplitude,  pro- 
portionnelle à  t,  augmente  indéfiniment,  ou  du  moins  sort  des  limites 
dans  lesquelles  les  équation?  linéaires  sont  suffisamment  approchées. 

Ce  théorème  donne  l'explication  d'un  grand  nombre  de  phénomènes, 
tels  que  la  mise  en  vibration  d'une  corde  sonore  quand  l'air  vibre  à  l'unis- 
son et  non  autrement,  l'absorption  élective  des  rayons  de  lumière  et  de 
chaleur  par  un  milieu  capable  d'engendrer  des  rayons  de  même  longueur 
d'onde,  etc. 

Une  autre  application  importante  se  rencontre  dans  les  perturbations 
du  mouvement  des  locomotives.  La  masse  de  la  machine  portée  par  des 
ressorts  forme  un  système  assujetti  à  des  oscillations  de  durée  déter- 
minée t.  Les  forces  perturbatrices  produites  par  l'inertie  des  pièces  mo- 
biles, pistons,  bielles,  manivelles,  donnent  des  sommes  de  projections  ou 
de   moments    qui   ont  pour  période  principale  la  durée  d'un  tour  de  roue. 
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Les  perturbations  correspondantes  doivent  donc  passer  par  un  maximum 
d'amplitude  lorsque  la  vitesse  de  la  locomotive  est  telle  qu'il  se  fait  un 
tour  de  roue  pendant  la  durée  x  d'une  oscillation.  (Vicaire,  Comptes 
rendus,  t.  GXIf,  p.  82.) 


IV.   —    OSCILLATIONS    AUTOUR    D'UN    MOUVEMENT    STABLE. 

452.  Méthode  générale.  —  Les  équations  de  Lagrange  per- 
mettent d'étudier  également  les  petites  oscillations  d'un  système 
autour  d'un  mouvement  stable.  En  suivant  une  méthode  sem- 
blable à  celle  que  nous  avons  employée  pour  l'étude  des  petits 
rnouvemeuts  autour  d'une  position  d'équilibre  stable,  on  est 
encore  conduit  à  intégrer  des  équations  linéaires,  mais  ces  équa- 
tions ne  sont  plus  à  coefficients  constants. 

Soit  un  système  dans  lequel  les  liaisons  peuvent  dépendre  du 

temps  et  dont  la  position  est  définie  par  k  paramètres  </,,  q.2,  .  .  ., 

qk  géométriquement  indépendants.  Les  équations  du  mouvement 

sont 

d  /ÔT\       dT  ■ 

dt{ôïJ~~^  =  ^  (v  =  i,  *,...,*)- 

Supposons  qu'en  ait  trouvé  une  solution  particulière  de  ces 
équations 

dans  laquelle  les  constantes  d'intégration  ont  des  valeurs  déter- 
minées. On  a  alors  le  mouvement  particulier  que  prend  le  système 
quand,  à  l'instant  t  =  o,  </,,  q2,  ....,  qk  prennent  les  valeurs 
./i(°)>  /a(o),  ..  .,  A(o),  et  les  dérivées  q\,  q'2)  .  ..,  q'k,  les  va- 
leurs y,  (o),  f'2(o),  ....  f'k{°)-  On  dit  que  ce  mouvement  est 
stable  quand,  en  plaçant  le  système  dans  des  conditions  initiales 
quelconques  infiniment  voisines  des  précédentes,  le  système  prend 
un  mouvement  infiniment  voisin  du  mouvement  particulier  con- 
sidéré. On  peut  reconnaître  si  le  mouvement  considéré  est  stable, 
et  en  même  temps  trouver  les  mouvements  infiniment  voisins  par 
la  méthode  suivante.  Remplaçons  les  paramètres  qt,  q2->  >  •  ■>  qk 
par  de  nouveaux  paramètres  s,,  s2,  • ..,  s  a  définis  par  les  relations 

9i=A(t)  +  sh        9î  =  fi(t)-l-si,         ...,         qk=fk{t)  +  sk\ 
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les  équations  du  mouvement,  d'après  Lagrange,  deviendront 

d  fdT\        ÔT  _ 

T  et  Sv  étant  des  fonctions  de  s, ,  s2,  •  •  •>  s*  et  s, ,  5g,  . ..,  sk. 

Avec  ce  nouveau  choix  de  paramètres,  le  mouvement  particu- 
lier dont  on  veut  étudier  la  stabilité  est 

Si  =  o,         s2  =  o,  ...,         s/t  =  o  ; 

on  l'obtient  en  supposant  qu'au  temps  t  =  o,  les  paramètres  sv  et 
leurs  dérivées  s[  ont  des  valeurs  nulles.  Il  s'agit  de  voir  si,  en 
donnant  à  ces  paramètres  et  à  leurs  dérivées  des  valeurs  initiales 
infiniment  petites  quelconques,  on  obtient  un  mouvement  infini- 
ment voisin,  c'est-à-dire  un  mouvement  dans  lequel  les  quantités 
5n52,   . . .,  Sji  et  s\9  s'2,  . . .,  s'k  restent  infiniment  petites. 

Supposant  qu'il  en  soit  ainsi  et  admettant  que  T,  S< ,  S2,  . . .,  S* 
soient  développables  suivant  les  puissances  positives  croissantes 
de  s^  s2l  . .  -,  Sk  et  s\ ,  s'21  ....  s'k,  on  ne  conservera,  dans  les  deux 
membres  des  équations,  que  les  termes  du  premier  ordre  par  rap- 
port à  ces  quantités  et  à  s"^  s"2,  .. .,  s"k.  Comme  les  équations  ainsi 
obtenues  sont  vérifiées,  par  hypothèse,  pour 

sl  =  i*2  = .  •  .=  s/c=  o, 

elles  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  inconnues  sv  et 
à  leurs  dérivées  premières  et  secondes. 

453.  Exemple.  —  Considérons  un  point  de  masse  1  attiré  par  un  centre 
fixe  O,  proportionnellement  à  la  puissance  n{eme  de  la  distance, 

F  =  —  i*rn,  [jl  >>  o. 

Les  équations  du  mouvement  sont,  en  appelant  /*  et  0  les  coordonnées 
polaires  et  appliquant  les  équations  de  Lagrange, 

(2)  r"-r6'2  =  -;*/-  ^(^6')  =  o. 

Elles  admettent  la  solution  particulière 

(3)  r  =  r0t         6'=  y/Vr1,         6  =  s/JP^t, 

dans  laquelle  la   trajectoire  est  un  cercle  de  centre  O,  parcouru  avec  une 


CHAP.     XXIV.    —    ÉQUATIONS    GÉNÉRALES    DE*  LA    DYNAMIQUE.       345 

vitesse  constante.  Voyons  si  ce  mouvement  particulier  est  stable.  Pour 
cela  posons 

(4)  r=r0-hs,        6  =  /nrf-W  +  ti, 

et  voyons  si,  en  supposant  s,  t]  et  leurs  dérivées  z',  7/  très  petits  au  début, 
s  et  7)  resteront  très  petits.  Dans  cette  hypothèse,  regardons  s,  7]  et  leurs 
dérivées  comme  de  petites  quantités  du  premier  ordre  et  négligeons  leurs 
carrés  et  leurs  produits  ;  nous  avons,  en  portant  les  valeurs  (4)  dans  les 
équations  du   mouvement  (2),  et   désignant   par   w   la  quantité  constante 

(5)  z" — tu2 s — 2 r0wt}'  = —  n  w2s,         7*0 tj" 4-  2 w s'  =  o ; 

le  second  membre  de  la  première  équation  est  le  terme  en  z  dans  le  déve- 
loppement de  jjt. ( /'0 -4-  z)n.  La  deuxième  de  ces  équations  s'intègre  et  donne 

(G)  r0r/-f- 2ws  =  ato, 

où  a  désigne  une  constante  arbitraire  très  petite,  puisque  z  et  r{  sont  très 
petits  pour  t  =  o.  Eliminant  t\    entre  (5)  et  (6),  il  vient 

équation  linéaire  à  coefficients  constants.  Si  (ai +  3)  était  négatif  ou  nul, 
l'intégrale  générale  de  cette  équation  contiendrait  des  exponentielles  ou 
des  termes  algébriques  croissant  indéfiniment  avec  t:  et  le  mouvement  cir- 
culaire considéré  ne  serait  pas  stable.  Supposons  donc  (n  -+-  3)  positif;  on 
a  alors 


s  =  b  cos(w£  \J  n  -h  3  -h  a) 


9.  a 


n, 


où  b  et  a  sont  des  constantes  arbitraires  dont  la  première  est  très  petite. 
Donc  z  reste  très  petit  et,  par  suite,  r  =  r04-  e  reste  voisin  de  /*0.  Prenons 
maintenant  l'équation  (6)  :  en  y  remplaçant  z  par  la  valeur  que  nous  ve- 
nons de  trouver  et  intégrant,  on  a 

-    n  2^         •    /     ,    / ô  \        n  —  1 

(7)  r07j  = •  sin(wf:  /«  +  3  +  a  j  H -  a  oit  ■+■  c, 

/«  +  3  n-\-  3 

c  étant  une  constante  très  petite.  On  voit  que  tj  contient  un  terme  en  t; 
donc  7)  augmente  indéfiniment  avec  t,  et,  par  suite,  le  mouvement  circu- 
laire n'est  pas  stable.  Il  y  a  exception  pour  n  =  1,  car  alors  le  terme  en  t 
disparaît.  Si  n  est  différent  de  1,  pour  que  tq  reste  très  petit,  il  faudrait 
choisir  les  conditions  initiales  de  telle  façon  que  a  soit  nul;  cette  condi- 
tion signifie  que,  dans  le  mouvement  troublé,  la  constante  des  aires  doit 
être  égale  à  wr|  comme  dans  le  mouvement  circulaire .  En  effet,  si  nous 
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<rrivons  l'intégrale  des  aires,  pour  le  mouvement  troublé, 

(r0H-e)«((o  -t-V)  =  G> 
cette  intégrale,  clans  laquelle  on  néglige  s.2  et  sr/,  donne 

C  —  a)  rg 

équation  identique  à  (G).  Pour  que  a  soit  nul,  il  faut  donc  G  =  o)/-2,.  En 
résumé,  sauf  le  cas  n  —  i ,  le  mouvement  circulaire  n'est  pas  stable:  il  le 
devient  quand,  (n-+-3)  étant  positif,  on  modifie  très  peu  les  conditions 
initiales  de  façon  que  la  constante  des  aires  reste  la  même. 

Le  cadre  de  cet  Ouvrage  ne  nous  permet  pas  d'insister  davantage  sur 
cette  question  des  mouvements  stables;  nous  renverrons,  pour  une  étude 
approfondie,  à  la  Mécanique  de  Routh  (advanced  Part,  Ghap.  III). 


V.   —  APPLICATION  DES  EQUATIONS  DE  LAGRANGE 
AU  MOUVEMENT  RELATIF. 

454.  Première  méthode  indépendante  de  la  théorie  du  mouve- 
ment relatif.  —  Pour  trouver  le  mouvement  relatif  d'un  svslème 
par  rapport  à  des  axes  Oxyz  animés  d'un  mouvement  connu,  il 
suffit  d'appliquer  les  équations  de  La  grange  au  mouvement  absolu, 
en  choisissant  comme  paramètres  les  variables  qiy  q11  . .  .,  q^  qui 
définissent  la  position  du  système  par  rapport  aux  axes  mobiles  : 
ces  mêmes  paramètres  définissent  évidemment  la  position  du 
système  par  rapport  à  des  axes  fixes  O0x0y0z0,  car  les  axes  Oxyz 
ont  un  mouvement  connu. 

La  demi-force  vive  absolue  Ta  du  système  sera  une  fonction  de 
qK ,  q2,  .  . .,  qii,  q\ ,  q'2,  . .  .,  qk  et  peut-être  de  /  ;  d'autre  part,  si  l'on 
imprime  au  système  un  déplacement  virtuel  compatible  avec  les 
liaisons  qui  ont  lieu  à  l'instant  /,  déplacement  obtenu  en  laissant  t 
constant  et  donnant  à  q{ ,  q2,  ...,  qn  des  accroissements  infini- 
ment petits  arbitraires,  S^,,  8g2,  ...,  oqk  la  somme  des  travaux 
des  forces  appliquées,  autres  que  les  forces  de  liaison,  a  pour 
expression  Q,  ùqs  -\-  Q2  hq2  -f- .  .  .  -f-  Q*  8gr*.  Les  équations  du 
mouvement  sont  alors 

d  (dTa\       dTa 
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Si    les  forces  données  dérivent  d'une  fonction  de  forces  U,  la 

•   ,  ^  t     i     »   àV 

quantité  yv  est  égale  a  -. — 

Pour  calculer  Ta,  il  n'est  pas  nécessaire  de  former  les  expressions  des 
coordonnées  absolues  en  fonction  de  qu  q2,  ...,  q^ :  et  t.  La  vitesse  abso- 
lue va  de  m  est  la  résultante  de  sa  vitesse  relative  p,  par  rapport  aux  axes 
Oxyz  et   de  sa  vitesse  d'entraînement  ve  dans  le  mouvement  de  ces  axes. 
La  vitesse  vr  a  pour  projections  sur  Oxyz,  x',  y',  z',  en  appelant  x,  y,  z 
les  coordonnées  de  m  et  désignant  par  des  accents  les  dérivées   par  rap- 
port à  /:  quant  à  la  vitesse  d'entraînement  ve,  c'est  la  vitesse  que  possé- 
derait le  point  m  s'il  était  lié  aux  axes  mobiles;  elle  est  donc  la  résultante 
d'une  vitesse  due  à  ure  translation  V°  égale  et  parallèle  à  la  vitesse  du 
point  O  et   dune  vitesse  due   à  une  rotation  co  autour  d'un  axe  passant 
par  O;  en  appelant  \%,  V2-,  V9,  les  projections  deV°sur  les  axes  mobiles, 
p,  q,  r  celles  de  to,  on  a,  pour  les  projections  de  la  vitesse  d'entraînement  ve 
sur    les    trois    axes    Oxyz    (n°   51),    \%-\-qz  —  ry,  ....Les   projections 
de   la   vitesse   absolue   ra   du   point   m   sur   les    mêmes    axes    sont    donc, 
x' -h  Va  H-  qz  —  ry,  .  .  . ,  et  l'on  a 

Ta  =  i  ^  m  [(*'+  Y^  +  £*  —  ry)*+(y+  \ay  -+-  rx  -pzy- 

-+-(*'  +  Va  -ï-.py  —  gxy]. 

Cette  expression  permettra  de  calculer  Ta  en  fonction  de  qu  q2,  ..., 
qk,  q\,  q'.2:  ...,  q j.  et  de  t,  car  les  coordonnées  x,  y,  z  des  différents 
points  sont  fonctions  de  <jrl5  q%,  ...,  qj{  et  peut-être  de  t,  tandis  que 
^xi  ^ -p  ^îi  Pi  Ci  r  sont  des  fonctions  connues  du  temps. 

4fo5\  Exeirple.  —  On  considère  un  axe  vertical  fixe  Oy  et  un  plan  P 
passant  par  cet  axe  et  tournant  autour  de  lui  avec  une  vitesse  angulaire 
constante  w.  Trouver  le  mouvement  d'une  barre  homogène  pesante  mobile 
sans  frottement  dans  ce  plan. 

Jl  s'agit  de  trouver  le  [mouvement  relatif  de  la  barre  par  rapport  aux 
axes  Ox  et  Oy  tracés  dans  le  plan  mobile  P.  La  position  de  la  barre  par 
rapport  à  ces  axes  est  définie  par  trois  paramètres  indépendants  :  les 
coordonnées  £,  r\  du  centre  de  gravité  G  et  l'angle  6  de  la  barre  GÀ  avec 
la  parallèle  G-T]  à  Ox.  La  vitesse  absolue  ca  d'un  point  m  de  la  barre  est 
la  résultante  de  sa  vitesse  relative  vr  située  dans  le  plan  xOy  et  de  sa  vitesse 
d'entraînement  ce  :  cette  dernière  vitesse  est  celle  que  posséderait  le 
point  m  s'il  était  invariablement  lié  au  plan  mobile;  elle  est  donc  égale 
à  mx  et  perpendiculaire  au  plan  xOy,  x  étant  l'abscisse  du  point  m.  La 
vitesse  relative  et  la  vitesse  d'entraînement  sont  donc  rectangulaires  et 
l'on  a 

v2  —  v2 


;2  - 
e  î 
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la  demi -force  absolue  Ta  est  donc 

Ta=  \Zms>l=  Kïflip»-+2mP«). 
Calculons    séparément  ces    deux   termes.    Le   mouvement   relatif  de    la 

Fig.  264. 


,'/ 


IJfc 


barre  est  le  mouvement  d'une  barre  dans  un  plan  xOy  :  sa  force  vive  dans 
ce  mouvement  est,  d'après  le  théorème  de  Kœnig, 

Smc«  =  M(£*-t- V2-+-  A-20'2), 

MA-2  étant  le  moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  à  son  centre  G. 
D'autre  part  S/?i^|  est  égal  à  w22m^!;  la  somme  'Lmx-  est  le  moment 
d'inertie  par  rapport  à  Oy  qui  est  égal  au  moment  d'inertie  2ma?f,  par 
rapport  à  l'axe  parallèle  Gyi,  augmenté  du  produit  de  la  masse  totale  par 
le  carré  de  la  distance  des  axes  Oy  et  Gy\,  soit  M£2;  si  l'on  appelle  r  la 
distance  m  G,  la  distance  x{  d'un  point  m  à  l'axe  GjKi  est  ^1=dz;,cos6, 
et  la  somme  Zmx'f  est  cos20  2/?i/-2  ou  M  A-2  cos2  0  ;  donc 

Zmv2  =  Mw2(A2cos20  +  £2). 

La  demi-force  vive  absolue  est  donc  enfin 

Ta=  J  M  ([;'*  +  Y)'2-+-  **6'*  +  Cli*A*COS*8  4-  W*|j*). 

La  seule  force  donnée  étant  le  poids  M  g  appliqué  en  G,  il  existe  une 
fonction  de  forces  U  =  M^ri.  Les  trois  équations  du  mouvement  sont 
alors,  en  supprimant  le  facteur  M  et  appliquant  successivement  les  équa- 
tions de  Lagrange  aux  paramètres  |,  tq,  0  : 

jL(£')_w2£  =0j  ^(ri')==^  ^-(A26')-4-A-2to2sin6cos6  =  o, 

équations  qui  donnent  jj,  ?),  0  en  fonction  de  £.  D'abord  on  a 


£  =  Acwi+  Bc-W', 


=  {^-f-Gf-+-DJ 
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équations  donnant  le  mouvement  relatif  du  point  G.  Puis,  la  troisième 
équation  donne  0  en  fonction  de  t  :  c'est  l'équation  rencontrée  dans  un 
problème  déjà  traité  n°  36(5.  p-  "?< 

11  est  bon  de  remarquer  qu'ici  Ta  n'est  pas  homogène  en  £',  r/.  0-  :  cela 
tient  à  ce  que  les  liaisons  imposées  au  système  dépendent  du  temps;  la 
barre  glisse  sur  un  plan  animé  d'un  mouvement  connu. 

Remarque.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  la  barre  libre 
dans  le  plan  qui  tourne.  Supposons  que  ses  deux  extrémités  A  et  B  soient 
assujetties  à  glisser  sur  les  axes  Ox  et  O y  comme  dans  le  problème  du 
n"  420.  Alors  £,^,6  ne  sont  plus  indépendants:  on  a,  en  désignant  par  il 
la  longueur  de  la  barre, 

£  =  /cosO,         r,  = /sin6,         A-2  =  A/2. 

Il  faut  exprimer  Ta  et  U  en  fonction  du  seul  paramètre  indépendant  6, 
ce  qui  donne,  en  remplaçant  dans  les  valeurs  trouvées  plus  haut  £  et  tj 
par  leurs  expressions  actuelles, 

Ta=  |  M/*(6'2-H  to2  cos26),         U  =  M^/sinS, 
et  l'équation  du  mouvement  est 

(il2%'\  _+.  j  0j2/2sin6cos6  =  Wcosô, 

Clt   \  O  /  O 

comme  nous  l'avons  trouvé  autrement  (n°  420). 

456.  Deuxième  méthode  tirée  de  la  théorie  du  mouvement  relatif. — 
Supposons  qu'on  veuille  trouver  le  mouvement  relatif  d'un  système  par 
rapport  à  des  axes  Oxyz  animés  d'un  mouvement  connu.  La  position  du 
système  par  rapport  à  ces  axes  dépend  de  certains  paramètres  ^1;  q2.  ..., 
qk  géométriquement  indépendants;  d'autre  part,  le  système  est  sollicité 
par  des  forces  données,  et,  si  l'on  imprime  au  système  un  déplacement 
virtuel  compatible  avec  les  liaisons  en  faisant  varier  les  paramètres  de  o^,, 
o^r,,  •  ••,  ^qk-,  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  ces  forces  est  de  la 
forme 

Qi  Zqi  -+-  Q2  oQ2  + -h  Qa-  oqk. 

On  peut  regarder  les  axes  mobiles  comme  fixes  à  condition  d'ajouter 
aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  chaque  point  m  la  force  centrifuge 
et  la  force  centrifuge  composée;  soit 

Ht  8</i+  FU  5^2-+- •  ••-+-  Ra  oq/, 

la  somme  des  travaux  virtuels  de  ces  forces  fictives  pour   un  déplacement 

8?i,  S</2,  •• .,  ïq/c 


J  )0 


I)  Y  N.VMIQU  E     DES    S  Y  S  T  E  M  E  S  . 


On  appliquera  alors  les  équations  de  Lagrange  au  mouvement  du  sys- 
tème par  rapport  aux  axes  Oxyz  regardés  comme  fixes.  Pour  cela,  on 
formera  la  demi-force  vive  Tr  du  système  dans  son  mouvement  par  rap- 
port à  ces  axes  ;  ce  sera  une  fonction  de  qu  q2,  . .  .,  qj^f  q\,  q'%%  .  .  . ,  q'/c  et 
peut-être  de  t\  les  équations  du  mouvement  seront 


d  /0Tr 


dt\ôq'vJ        dq 


ôTr 


=  QV+R> 


(v 


I,    2. 


,   k). 


On  appliquera  sans  peine  cette  méthode  aux  exemples  traités  précé- 
demment dans  la  théorie  du  mouvement  relatif. 

457.  Méthode  mixte  de  Gilbert.  —  En  s' appuyant  en  partie 
sur  la  théorie  du  mouvement  relatif,  M.  Gilbert  a  employé  la  mé- 
thode suivante  [Application  de  la  méthode  de  Lagrange  à 
divers  problèmes  du  mouvement  relatif  (Annales  de  la  Société 
scientifique  de  Bruxelles,  1 883)]  : 

Soit,  comme  précédemment,  à  chercher  le  mouvement  d'un 
système  par  rapport  à  des  axes  Oxyz  animés  d'un  mouvement 
connu;  la  position  du  système  par  rapport  à  ces  axes  est  supposée 
dépendre  de  k  paramètres  qK ,  q2,  .  .  .,  qk  géométriquement  indé- 
pendants, et  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  appliquées, 
pour  un  déplacement  ô^,,  oq-2-,  •••■>  §<7*  est  encore  supposée 
égale  à 


Ql  Ô^i-t-  Q2  0^2 


Q_k%qk- 


Menons,  par  l'origine  mobile  O,  des  axes  auxiliaires  Ox^y\Zs 
parallèles  aux  axes  fixes  00x0jKo^o- 


♦_  JCj 


&O 


Vo 


On  peut  considérer  ces  axes  OxKyK  zt  comme  fixes  à  condition 
d'ajouter  aux  forces  réellement  appliquées  les  seules  forces  cen- 
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trifuges,  car  les  axes  O.r,  r,  -:,  sont  animés  d'un  mouvement  de 
translation  (n°416).  Si  nous  appelons  J  l'accélération  de  l'ori- 
gine mobile  O,  la  force  centrifuge  à  appliquer  à  chaque  point  est 
—  m  J.  Appelons  J^,  Jr,  Jz  les  projections  de  J  sur  les  axes  Oxyz  ; 
les  projections  de  —  m  J  sur  les  mêmes  axes  seront 

et,  pour  un  déplacement  virtuel  imprimé  au  système,  la  somme 
des  travaux  de  ces  forces  centrifuges  est 

—  %  m(  J.r  &r  -H  3 y  oy  -+-  J-  oz  ), 

la  somme  étant  étendue  à  tous  les  points.  Les  quantités  J.r,  Jr,  }z 
sont  des  fonctions  connues  de  t;  en  posant 

K  =—  \m(xJx-t-yJy-±-zJz)  =  —  M({JX+  ï)Jr-h  ÇJ-), 

on  voit  que  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  centrifuges 
est  8K.;  nous  avons  écrit  autrement  la  fonction  K  en  introduisant 
la  masse  totale  M  du  système  et  les  coordonnées  \,  rh  Ç  du  centre 
de  gravité  G  par  rapport  aux  axes  Oxyz.  On  voit  alors  que 

K  =—  M.J.OGcosJOG. 

Grâce  à  l'introduction  de  ces  forces  centrifuges,  on  peut  regar- 
der les  axes  Ox\y\Z{  comme  fixes  et  appliquer  les  équations  de 
Lagrange  au  mouvement  par  rapport  à  ces  axes,  devenu  un  mou- 
vement absolu.  Appelons  T  la  demi-force  vive  du  système  dans  ce 
mouvement  par  rapport  aux  axes  OxKyK  zi:  les  équations  du  mou- 
vement sont 

d  /^T\        ^T   _  ^K 

dt  \dq'v)         ôqv  v        dq^ 

Le  terme  t —  provient  des  forces  centrifuges:   le  travail    virtuel 

aqv  l  ° 

de  ces  forces  étant  égal  à  ôfC  devient,  en  effet,  en  fonction  des 
variables  qî9  q2,   ..  .,  q/s, 

dK  t  OK  ,  dK  B 

0qx     1  àq2  ùqk    2 
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Si  les  forces  données  dérivent  d'une  fonction  de  forces  U 


le  second  membre  est 


^(U  +  K) 


àq. 


Calcul  de  T.  —  La  vitesse  vK  d'un  point  m  par  rapport  aux 
axes  Ox\y\  zs  regardés  comme  fixes  est  la  résultante  de  sa  vitesse 
relative  rr  Par  rapport  aux  axes  Oxyz  et  de  sa  vitesse  d'entraîne- 
ment ve  par  ces  axes. 

La  vitesse  vra  pour  projections  sur  Oxyz  les  dérivées  x' ,  y\  z! 
la  vitesse  v'e  a   pour  projections  sur  ces    mêmes   axes  qz  —  ry, 
rx — pz,py —  cjx]   car,  dans   le   mouvement  du  trièdre  Oxyz 
par  rapport  à  OxKyKzK,  l'origine  O    est  fixe,  p,  q,  r  désignent 
comme  plus  haut,   les  composantes  suivant  Oxyz  de  la  rotation 
instantanée  w  du  trièdre  mobile  Oxj 'Z. 

On  a  donc 

T  =  -  N\z[(V-t-  qz—  ry)2+  (y' -h  rx—pzY-^  {z'-\-py  —  qxf-\, 

ce  que  l'on  peut  écrire 

T  =  Tr+ g -*-•<? 
en  posant 

Tr=l^àm(^-+-y^z^\ 

Ç    =   l-^m[{qz—ryY-+{rx—pzy-^{py—qxfl 

V  =  ^m[  x'  (qz  —  ?y)  -+-  y  (rx  —  pz)  -+-  z'(py  —  qx)]. 

La  quantité  Tr  est  la  demi-force  vive  du  système  dans  son  mou- 
vement relatif  par  rapport  aux  axes  Oxyz',  elle  s'exprimera  direc- 
tement au  moj'en  des  variables  qy  et  de  leurs  dérivées  q'v . 

La  quantité  Cj  représente  la  demi-force  vive  du  système  due  à 
la  rotation  d'entraînement  autour  de  l'axe  instantané  Ow  du 
trièdre  Oxyz;  elle  a  donc  pour  expression 

2 
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H  étant  le  moment   d'inertie,    à  l'instant  /,  du   système   matériel 
par  rapport  à  L'axe  Oo). 

Enfin,  la  valeur  de  V  peut  s'écrire 


V 


?  =  p  2  m  (y*  ~  *y  ) +  (i  2  m  ( zr' —Tz')-*"r£t m  (  ^'  —7*0  ' 

le  vecteur  O?  ayant  pour  projections  sur  les  axes  mobiles 

^mjyz'—zy'),  J^mizx—xz')         et  ^m(xy'  —  yx'), 

est  le  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  relatives  des 
divers  points  par  rapport  au   point  O  ;  on  a  alors  immédiatement 


\c)   —  107  C0S(07. 

L'avantage  que  présentent  ces  formes  géométriques,  données 
aux  quantités  K,  Tr,  y,  *?,  consiste  en  ce  que,  dans  chaque  pro- 
blème particulier,  elles  fournissent  directement.les  expressions  de 
ces  quantités  en  fonction  des  qy  et  des  q'v ,  sans  que  l'on  doive 
passer  par  les  transformations  de  coordonnées. 

458.  Application  au  mouvement  relatif  d'un  système  pesant  par  rap- 
port à  la  Terre,  en  tenant  compte  du  mouvement  de  la  Terre. —  Ima- 
ginons un  système  pesant  S  assujetti  à  des  liaisons  données  en  un  point  O 


de  la  surface  terrestre;   nous  nous    proposons  d'étudier    son   mouvement 

relatif  par  rapport  à  des  axes  Oxyz  liés  à   la  Terre  et  entraînés  par  elle 

dans   son    mouvement   de    rotation   autour   de   la  ligne  des  pôles  PP\  Si, 

A.,  II.  23 
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d'après  la  méthode  de  M.  Gilbert,  on  mène  par  0  des  axes  Ox^y^z^  de 
directions  fixes  dans  l'espace,  le  mouvement  du  trièdre  Oxyz  par  rapport 
à  ces  axes  est  une  rotation  to,  égale  à  celle  de  la  Terre,  s'effectuant  autour 
d'un  axe  Ooj  parallèle  à  la  direction  nord-sud  PP'. 

Les  quantités  T/.,"  G  et  <?  se  calculeront  comme  nous  l'avons  expliqué; 
en  particulier,  Q  est  égal  à  £  Hco2,  H  étant  le  moment  d'inertie,  à  l'instant  l, 
du  système  matériel  S  par  rapport  à  l'axe  Ow.  Calculons  d'autre  part  U, 
fonction  des  forces  réellement  appliquées  (attraction  de  la  Terre),  et  K. 
On  sait  que  le  poids  mg  d'un  point  quelconque  du  système  S  est  la  résul- 
tante de  l'attraction  et  de  la  force  centrifuge  <ï>  =  mu>2p  (n°  424).  En 
adoptant  la  manière  de  voir  de  M.  Gilbert,  nous  regarderons  V accélé- 
ration g  comme  constante  en  grandeur  et  en  direction  par  rapport  à 
la  Terre  dans  toute  rétendue  du  système  S,  dont  les  dimensions  sont 
supposées  très  petites.  La  direction  constante  de  g  est  la  verticale  descen- 
dante ou  nadirale  OY  au  point  0.  Les  forces  réellement  appliquées  sont 
les  attractions  A  de  la  Terre  sur  les  différents  points  tn  du  système  S.  Or, 
comme  mg  est  la  somme  géométrique  de  A  et  de  <î>  =  mw'2p,  A  est  la 
différence  géométrique  de  mg  et  de  <ï>  ;  pour  un  déplacement  quelconque 
imprimé  au  point  m,  le  travail  de  A  est  la  différence  entre  le  travail  de 
mg  et  celui  de  <ï>  ;  donc,  enfin,  la  fonction  de  forces  U  d'où  dérivent  les 
forces  réellement  appliquées  A  est  la  différence  de  la  fonction  de  forces 
dont  dérivent  les  poids  et  de  celle  dont  dérivent  les  forces  <I\  La  hauteur 
du    centre   de    gravité   G  au-dessous  du  plan   horizontal  du  point  O  étant 

OGcosGOV,  les  poids  dérivent  de  la  fonction  de  forces  M^OG  cosGOV, 
où  M  est  la  masse  totale  du  système. 

Les  forces  <I>  sont  normales  à  l'axe  terrestre  PP'  et  p  désigne  la  distance 
du  point  m  à  cet  axe;   le  travail  élémentaire  d'une  force  <I>  est 


m  (o2  p  dp  =  d 


m  o) -  p  - 

■à  ■ 


l'ensemble  des  forces  <ï>  dérive  donc  de  la  fonction  de  forces 

l2m»«p»=^H1w*i 

Hi  désignant  le  moment  d'inertie  du  système  2  m  p2  par  rapport  à  l'axe  PP' 
de  la  Terre.  Donc  la  fonction  U,  différence  des  précédentes,  est 

U  =  M^ÔGcos'GOV  — IH^2. 


Mais  nous  pouvons  calculer  Hl5  moment  d'inertie  par  rapport  à  PP',  en 
fonction  de  H,  moment  d'inertie  par  rapport  à  la  parallèle  Ooj  à  PP';  en 
effet,  d'après  un  théorème  connu,  si  l'on  appelle  d{  et  o?  les  distances  GQi 
et  GQ  du  centre   de  gravité  aux  axes  parallèles  PP'  et  Ow,  on  a  (  n°  317) 
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D'autre  part,  clans  le  triangle  GQQi,  on  a,  eu  appelant  o  la  distance  QQt 
évidemment  égale  à  la  distance  OU  du  point  O  à  l'axe  de  la  Terre, 


d\  —  d2  =  o-2—  2d8cosGQQ!; 


la  quantité  t/cosGQQ!  est  la  projection  de  QG  sur  QQi,  c'est  donc  aussi  la 

projection  de  OG  sur  QQt  et  sur  sa  parallèle  OR,  c'est-à-dire  OG  cosGOR. 
Donc 


II 


H-+-  MU2—  2ÔOGcosGOKJ. 


D'après  cela, 


U  =  M^OG  cosGOV  —  J  Hw2h-  Mco2  80G  cosGOK  —  iu>2JVl  o2. 

Pour  évaluer  K,  observons  que  l'origine  O  du  système  de  comparaison 
Oayz  décrit,  par  suite  de  la  rotation  de  la  planète,  un  cercle  de  rayon  o 
autour  de  PP'  avec  une  vitesse  angulaire  o>.  L'accélération  J  a  donc  pour 
valeur  to2  o  et  elle  est  dirigée  de  O  vers  R;  donc,  d'après  la  valeur  géné- 
rale de  K,  —  MJ.OG  cosJ.OG,  on  a 

K  =  — Mio2  oÔGcosGOR. 
On  trouve  enfin 

U  +  K  =  M^ÔGcosGOV  —  1  Hto2  —  |  to2Mo2, 

où  le  dernier  terme  est  une  constante  qui  disparaîtra  dans  les  différentia- 
tions.  On  a,  d'ailleurs, 

T  =  T,.+  Ç  +  "C?  =  T,.-h  p  +  1  Ha>2, 

d'après  la  valeur  de  Ç.  Si  l'on  appelle  qh  q^  ...,  q/£  les  paramètres  défi- 
nissant la  position  du  système  pesant  par  rapport  aux  axes  Oxyz,  les 
équations  du  mouvement  relatif  sont  alors 


(a) 


dt\0qj 


ÔT     _  g>(Uh-K) 
àqv  ~  àqy 


(v 


J,   2, 


,  k). 


Si  l'on  remplace  T  et  U  -f-  K  par  leurs  valeurs,  il  se  produit  encore 
d'importantes  réductions.  D'abord,  (/  =  lHco2  ne  dépend  que  de  la  posi- 
tion actuelle  des  points  du  système  et  non  de  leurs  vitesses;  cette  quantité 

ne    contient   donc    pas   q\,   q'.,,    ...,   </',t.  et  — 4  est  nul.    Ensuite,   le   terme 

Oq^ 

OU  •  ■      /     s  *      ,  I     ^IIw2    , 

iL  ,iu  premier  membre  de  (a)  est  égal  au  terme — du  second. 

OÇy  2       uqv 


3:"»6 
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Il  reste  donc  l'équation 

d  d(Tr-h<?)       ô(Tr^-<)) 


(*) 


dt 


àti 


àgv 

V  =  I,    '2, 


..Je. 


cHOGcos 


Ocp 


Ce  sont  là  les  équations  définitives  du  mouvement  relatif  d'un  système 
pesant  à  la  surface  de  la  Terre;  pour  les  écrire,  on  voit  qu'il  suffit  de  cal- 
culer T,.,  V  et  ÔGcosGOV. 


459.  Exemple.  —  Un  corps  solide  homogène  pesant  de  révolution  est 
suspendu  par  un  point  0  de  son  axe  de  révolution  OZ  ;  cet  axe  est,  de 
plus,  assujetti  à  rester  dans  un  plan  fixe  par  rapport  à  la  Terre. 
Mouvement  du  solide  par  rapport  aux  objets  terrestres,  en  tenant 
compte  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre. 

Soient  OXYZ  les  axes  principaux  d'inertie  du  solide  entraînés  avec  lui, 
Oxyz  des  axes  liés  à  la  Terre  par  rapport  auxquels  on  cherche  le  mouve- 
ment. Nous  choisirons  comme  plan  «des  xy  le  plan  dans  lequel  se  meut  OZ 
et,  pour  axe  0.r,  la  projection,  sur  ce  plan,  d'une  parallèle  Ow  au  segment 
représentatif  de   la   rotation    terrestre   :   Ow   est  parallèle   à   la   direction 


nord-sud  de  l'axe  du  monde.  Nous  prenons  Oz  dirigé  du  même  côté 
que  Ou)  par  rapport  au  plan  xOy.  Le  centre  de  gravité  G  est  supposé 
sur  la  partie  positive  OZ  de  l'axe  de  révolution  à  une  distance  OG  =  l  du 
point  fixe. 

La  position  du  solide  par  rapport  aux  axes  Oxyz  dépend  de  deux  para- 
mètres, par  exemple  des  angles  d'Euler  cp  et  <\)  que|font  les  axes  XYZ  avec 

xyz;  l'angle  appelé  6  est  ici  égal  à  ->  car  zOZ  =  —  • 

Calculons  Tr  et  *?.  La  quantité  T,,  est  la  demi-force^vive  du  solide  par 
rapport  aux  axes  Oxyz;  le  mouvement  du  solide  par  rapport  à  ces  axes 
est  le  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe;  si  donc  nous  appe- 
lons P,   Q,   R  les  composantes  suivant  les  axes  principaux  OXYZ  de  la 
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rotation  instantanée  Q,  du  corps  par  rapport  aux  axes  Oxyz,  nous  avons, 
(Tapirs  les  formules  générales  (n°  382), 

sin  0=1,         P  =  <|/  sincp,  Q  =  i|/  coscp,  R  =  cp',  . 

2T,  =  A(P*+Q2)h-  CR2  =  A<p-4-C<p'*. 

Calculons  de  même  *Ç.  En  appelant  a  le  moment  résultant  par  rapport 
à  0  tics  quantités  de  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  Oxyz,  on  a 

\)  =  wa  cos  w,  cr. 
Figurons  la  droite  01  intersection  du  plan  XOY  et  du  plan  xOy;  on  a 

a?0I  =  4>,         IOX  =  cp. 

Le  segment  a  a  pour  composantes,  suivant  les  axes  OXYZ,  AP,  AQ,  CR; 
il  a  donc  pour  projections,  sur  01,  A(P  coscp  — Q  sincp),  c'est-à-dire  zéro 
d'après  les  valeurs  de  P,  Q,  R,  et,  sur  0.3,  A(P  sincp -h  Q  coscp),  c'est- 
à-dire  A'V.  Le  segment  a  est  donc  le  segment  résultant  d'un  segment  Acj/ 
suivant  Os  et  d'un  segment  CR  ou  Cep'  suivant  OZ;  sa  projection  sur  Oa> 
est  donc,  en  appelant  a  l'angle  constant  wOx, 

cr  cosoj,  cr  =  Ac|/  sin  a  -f-  Cep'  cos  a  sin  4*, 

et  <?  est  égal  au  produit  de  cette  quantité  par  a>. 

La  quantité  Tr-h\^;,  que  nous  appellerons  @  pour  abréger,  a  donc  pour 
expression 

e  =  T/.-h'(?  =  i(At)/2-i-C<p'2)-Ha>(A<|/sina+  Cep' cos  a  sin  c];). 

D'autre  part,  appelons  a,  b,  c  les  cosinus  des  angles  constants  que  fait 
la  nadirale  OV  avec  les  axes  Oxyz,  et  remarquons  que  la  coordonnée  Ç  du 
centre  de  gravité  G  est  nulle,  car  ce  point  étant  sur  l'axe  de  révolution  OZ 
est  dans  le  plan  xOy;  nous  aurons,  pour  la  projection  de  OG  sur  la 
nadirale, 

OG  cos  GO V  =  a\  -+-  br{  =  l{a  sin^  —  à  cos  40? 

car,  dans  le  plan  xOy,  l'axe  OGZ  fait  avec  Ox  l'angle  fy >  et  OG  est 

appelé  /;  les  coordonnées  £  et  rt  sont  donc  /sin<];  et  —  ^cos^.  Les  deux 
équations  du  mouvement  sont  alors,  d'après  (&),  si  l'on  remarque  que  ni  0 

ni  OGcosGOV  ne  contiennent  cp, 


358  DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 

On  peut  obtenir  deux  intégrales  premières  de  ces  équations.  On  a  d'abord 

,-,.  de  ,  .. 

immédiatement  — -,  =  const.,  cest-a-dire 

(2)  cp'-h  10  cosa  sin<j;  = /•. 

J'uis  on  peut  faire  sur  les  équations  (1)  la  combinaison  qui  donne  l'inté- 
grale des  forces  vives  généralisée  par  M.  Painlevé  (n"448),  en  multipliant 
la  première  par  ©',  la  deuxième  par  <J/  et  ajoutant;  on  obtient  ainsi  une 
relation  qu'on  peut  écrire 

/   d  [  ,d%        ,,de\       I  „  d®        .„d®         ,o®       , ,  d®  \ 

(3)       M?^^4V~(?¥  +  '^  +  c?  *"*"*  àS) 


/    ,Ô® 

•+■ 

V 

d®  \ 
47 

— 

H- 

f 

-4-  0' 

0® 
dô 

-  Mgl 

(a 

COS(|/  -+- 

b 

sin  <!;)  <]/ 

. 

G  imme   0  ne  contient  pas  t,  le  dernier  groupe  de   termes  du    premier 

d® 
m   inbre  est  —  -  ;  d'autre  part,  en  séparant  dans  ®  les  termes  62  du  second 

d  gré  en  cp'  et  ty'  et  les  termes  du  premier  degré  @t,  on  a 

,d®         ,,d& 

0==e.,H-e1,         9'^- ,  h-^  —  =202-4-6!, 

i  > 

el  l'équation  (3)  s'écrit 

<f  d 

■j(l®2-h®i)  —-r(®2-+-®i)=  M gl(a  cos<b  +-  b  sin  ty)  >l\ 

d'où,  en  intégrant, 

02  =  M gl(a  sin ^  —  b  cos'|»)-f-  const., 
c'est-à-dire 

(  î)  A<|/2+  Gcp'2=  2M^/(a  sin<|;  —  b  cos6)  -f-  A. 

Cette  intégrale  première  peut  évidemment  être  obtenue  indépendamment 
de  la  méthode  de  Gilbert;  c'est  l'intégrale  des  forces  vives  appliquée  au 
mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  Oxyz. 

Nous  appliquerons  ces  formules  à  deux  cas  particuliers  simples. 

430.  Boussole  gyroscopique  de  Foucault.  —  Supposons  le  corps  sus- 
pendu par  son  centre  de  gravité.  Alors  OG  =  l  —  o,  et  les  deux  intégrales 
premières  deviennent 

cp'-H  w  cosa  sin^  =  k,  A  <j/2-+-  Cep'2  ==  h. 

Ces  équations  s'intègrent  par  des  quadratures  elliptiques.  Mais,  comme 
la  vitesse  angulaire  w  de  la  Terre  est  très  petite,  on  peut  négliger  w2;  on 
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a  alors,  en  tirant  »'  de  la  première  pour  le  porter  dans  la  deuxième,  et 
négligeant  w2, 

(5)  \  i|/2  —  •>.  C k  co  eos a  sin ^  =  /, 

f  désignant  une  nouvelle  constante.  Nous  pouvons  toujours  supposer  qu'on 
ait  choisi  comme  sens  positif  OZ  sur  Taxe  du  corps,  un  sens  tel  que  la 
valeur  initiale  R0  ou  o'0  de  la  rotation  du  corps  suivant  OZ  soit  positive; 
supposons,  de  plus,  cette  valeur  suffisamment  grande  :  alors  k  est  positif. 
L'équation  (5)  se  ramène  alors  immédiatement  à  l'équation  du  mouve- 
ment  d'un    pendule   simple.    En   effet,    l'angle   #OZ   étant  appelé  «,  on  a 

<b  —  u  -i et  l'équation  (5)  devient 

2 

„       aCArco  f 

u  2  =  — 7 —  cos  a  cos  u  -{-  '^-r  •> 
A  A 

identique  à  l'équation  du  mouvement  d'un  pendule  simple  dans  lequel  u 
est  l'angle  d'écart  avec  lajverticalc. 

L'axe  du  gyroscope  OZ  est  donc  animé  d'un  mouvement  pendulaire  au- 
tour de  Ox.  Dans  la  réalité,  par  suite  de  la  résistance  de  l'air  et  du  frotte- 
ment, l'axe  OZ  s'arrête  au  bout  d'un  certain  temps  en  Oa?,  c'est-à-dire 
suivant  la  projection  de  l'axe  du  monde  Ow  sur  le  plan  fixe  xOy. 

De  là  le  nom  de  boussole  gyroscopique  donné  à  cet  appareil.  Si  le 
p'.an  xOy,  dans  lequel  l'axe  du  gyroscope  est  assujetti  à  se  mouvoir  est  le 
plan  horizontal  du  lieu  de  l'observation,  la  position  d'équilibre  relatif  de 
Taxe  OZ  est  la  direction  de  la  méridienne  :  l'appareil  peut  servir  de  bous- 
sole de  déclinaison.  Si  le  plan  xO y  coïncide  avec  le  plan  méridien,  l'axe 
S3  place  suivant  Ow  qui  coïncide  alors  avec  Ox;  l'appareil  sert  de  bous- 
s  île  d'inclinaison. 

On  peut  résumer  la  discussion  en  disant  que  l'axe  de  la  boussole  gyro- 
scopique tend  à  faire  le  plus  petit  angle  possible  avec  l'axe  de  la  Terre. 

461.  Barogyroscope  de  Gilbert.  —  Dans  la  boussole  gyroscopique  de 
Foucault  qne  nous  venons  d'étudier,  le  centre  de  gravité  du  corps  de  révo- 
1  ition  est  supposé  placé  au  point  de  suspension  O  et  l'axe  OZ  du  corps  assu- 
jetti à  décrire  un  plan  lié  à  la  Terre  et  passant  par  O.  La  condition  que  le 
centre  de  gravité  se  trouve  en  O  étant  très  difficile  à  réaliser  expérimen- 
talement, M.  Gilbert  a  cherché  l'influence  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  le 
mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  suspendu  par  un  point  fixe  O 
de  son  axe  OZ,  quand  cet  axe  OZ  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans  un  plan 
vertical  lié  à  la  Terre,  le  centre  de  gravité  G  n'étant  plus  en  O.  M.  Gilbert 
réalise  expérimentalement  les  conditions  que  nous  venons  d'indiquer  dans 
l'appareil  suivant  appel»':  barogyroscope. 

Imaginons  un  tore  en  bronze  D  dont  l'axe  d'acier  a  pivote  librement 
dans  des  tourillons  coniques  creusés  dans  des  vis  en  acier  v  et  v'  qui  tra- 
versent une  chape  GG  en  acier  reposant  par  les  couteaux  A  et  A'  sur  des 
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surfaces  en  acier  trempé,  de  forme  cylindrique,  dont  les  couteaux  occupenl 
le  fond.  Ce  système  présente  une  symétrie  exacte  par  rapport  au  plan  pas- 
sant par  J'axe  du  tore  et  les  arêtes  des  couteaux,  et  sa  mobilité  auteur  de 
celles-ci  est  telle  qu'un  souffle  léger  suffit  à  provoquer  des  oscillations. 
^  Une  fois  qu'on  a,  par  des  vis  calantes  VV'V",  assuré  l'horizontalité  de 
l'axe  de  suspension  W,  le  tore  constitue  un  corps  solide  de  révolution 
mobile  autour  d'un  point  fixe  0  placé  à  l'intersection  de  son  axe  de  révo- 

Fig.  268. 


lution  pp'  et  de  l'axe  de  suspension  AA';  de  plus,  l'axe  de  révolution  pp'du 
tore  ne  peut  que  se  mouvoir  dans  un  plan  vertical  fixe  par  rapport  à  la 
Terre. 

En  agissant  sur  les  vis  p  et  p':  sur  d'autres  vis  u  et  u*  et  sur  un  curseur  p, 
glissant  à  frottement  dur  sur  une  aiguille  formant  le  prolongement  infé- 
rieur de  l'axe  du  tore  pp',  on  arrive  à  placer  le  centre  de  gravité  G  du  sys- 
tème mobile  sur  l'axe  du  tore  pp',  un  peu  au-dessous  du  point  O.  Le  tore 
étant  en  repos,  on  a  ainsi  un  pendule  composé,  suspendu  par  l'axe  \A' 
qui  est  en  équilibre  stable  quand  l'aiguille  v'p,  c'est-à-dire  l'axe  du  tore,' 
est  verticale.  On  porte  ensuite  la  chape  sur  un  rouage  moteur  et  l'on  im- 
prime au  tore  une  rotation  très  rapide  autour  de  son  axe,  après  quoi  on 
la  replace  sur  son  support  en  la  guidant  par  des  fourchettes  F,  afin  que  les 
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arêtes  des  couteaux  A.  V  occupent  exactement  la  position  horizontale  qui 
leur  a  été  assignée.  C'est  à  cet  instant  que  se  développent  les  phénomènes 
délicats,  mais  bien  nets,  qui  accusent  la  rotation  de  la  Terre.  Le  système 
reprend  une  nouvelle  position  apparente  d'équilibre  stable,  dans  laquelle 
l'axe  du  tore  n'est  plus  vertical,  mais  fait  avec  la  verticale  un  petit  angle  E 
d'autant  plus  grand,  à  vitesse  égale,  que  le  plan  vertical  dans  lequel  l'axe 
du  tore  peut  se  mouvoir  est  plus  voisin  du  plan  méridien.  Si  l'on  se  place 
dans  les  conditions  les  plus  favorables,  en  mettant  le  plan  dans  lequel  se 
meut  l'axe  du  tore  dans  le  plan  méridien,  l'angle  d'écart  E  de  l'axe  du 
tore  avec  la  verticale  se  perçoit  très  nettement.  Il  est  d'autant  plus  grand 
que  la  rotation  propre  du  tore  est  plus  grande  et  que  la  distance  OG  du 
centre  de  gravité  à  Taxe  AA'  est  plus  petite  :  cet  écart  E  se  fait  d'ailleurs 
vers  le  nord  ou  le  sud,  suivant  le  sens  de  la  rotation  du  tore.  C'est  ce 
qu'on  explique  facilement  en  appliquant  les  formules  générales  que  nous 
avons  établies  plus  haut  au  cas  actuel. 

Le  plan  dans  lequel  se  meut  l'axe  du  corps  OZ(  Jig.  269)  est  ici  le  plan 

Fig.  269. 


du  méridien  du  point  O,  POP';  nous  devons,  pour  appliquer  les  formules 
générales,  prendre  ce  plan  pour  plan  des  xy,  en  prenant  pour  axe  des  x 
la  projection  de  la  rotation  Ow,  égale  et  parallèle  à  la  rotation  de  la  Terre 
sur  le  plan  xOy.  Actuellement,  Oto  coïncide  donc  avec  Ox. 

Figurons  la  verticale  descendante  OV;  elle  est  dans  le  plan  y  Ox  et  fait 
avec  Ox  un  angle  égal  au  complément  de  la  latitude  X  du  point  O  : 


a?OV 


*_X 


les  cosinus  «,  b,  c  des  angles  que  fait  la  verticale  OV  avec  les  axes  Oxyz 
sont  donc 

a  =  sinX,  b  =  cosX,         c  =  o, 


et  le  terme  asin^  —  ècos^,  qui  figure  dans  l'intégrale  (4),  a  pour  valeur 

—  cos(X  -b  ty). 
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Les  deux    intégrales   premières   obtenues  plus  haut  ('i)  et  (4)  sont  donc 
maintenant,  puisque  a  est  nul, 


(6) 


\  cp'-h  (o  sin  <\>  —  k  =  n  -+-  w  sin  ^0, 

(  A  <|/<  +  G  -f '2  =  —  2  M  #7  cos  (  X  4-  ^  )  -+-  h , 


n  désignant  la  valeur  initiale  de  o',  c'est-à-dire  de  la  rotation  du  tore. 

Éliminons  o',  en  négligeant  to2  ;  nous  aurons,  pour  déterminer  ^,  l'équa- 
I  on 


(7) 


A<J/2  —  2«Gw  simj;  =  —  o.M^/cos(X  -f-^)-i-/. 


y  désignant  une  nouvelle  constante. 

Introduisons,  à  la  place  de  ty,  l'angle  E  que  fait  l'axe  OZ  du  gyroscope 
avec  la  verticale,  cet  angle  étant  compté  positivement  de  O^  vers  Oy. 
on  a 

#OZ  =  ù—  -,         xO\  =  -  -  X, 
•À  1 


E  =  x OZ  —  xOV  =  ty  -+-  X  —  7T. 


L'équation  devient 


A(  ^  )   =  —  -inGojsinCE  —  X)  -h  iM  gl  cosE  -+-/; 


^EN  2 

V^7/ 


on  pourrait  facilement  la  ramener,  par  un  nouveau  changement  de  l'ori- 
gine des  angles,  à  être  identique  à  l'équation  du  mouvement  d'un  pendule 
simple.    Bornons-nous   à    chercher   la    position    d'équilibre   de   l'axe.  Nous 

l'obtiendrons  en  cherchant  les  valeurs  de  E  qui  annulent     T  -  ,  c'est-à-dire 

4  dr- 

la  dérivée  du  second  membre;  on  a  ainsi 


(8) 


jiGoi  cos(E  —  X)  -+-  M^/sin'E  =  o, 
«wC  cosX 


tanaE 


M  gl  ■+-  nta  G  sin  X 


On  a  ainsi  l'angle  E  que  fait  avec  la  verticale  l'axe  du  tore  après  quelques 
oscillations  de  part  et  d'autre  de  la  direction  définie  par  cet  angle. 

Gomme  w  est  très  petit,  le  signe  du  dénominateur  est  celui  de  Mgl, 
c'est-à-dire  -h  ;  tangE  est  donc  du  signe  de  — n  ;  si  n  est  positif,  c'est- 
à-dire  si  le  tore  tourne  dans  le  sens  positif  autour  de  l'axe  OG,  la  dévia- 
tion se  fait  vers  le  sud,  car  E  est  négatif;  si  n  est  négatif,  elle  se  fait  vers 
le  nord.  On  voit  que,  à  vitesse  de  rotation  en  valeur  absolue  égale,  la 
déviation  est  plus  grande  qjiand  n  est  négatif. 
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VI    -   SYSTEMES  NON  HOLONOMES. 

462.  Forme  des  équations  de  liaison  dans  les  systèmes  non 
holonomes.  —  Nous  avons  déjà  dit  qu'un  système  est  appelé  non 
holonome  quand  certaines  des  liaisons  qui  lui  sont  imposées  ne 
peuvent  pas  être  exprimées  en  termes  finis,  mais  se  traduisent 
analytiquement  par  des  relations  différentielles.  Tels  sont  le  cer- 
ceau, la  bicyclette. 

Ce  fait  se  présente  toutes  les  fois  qu'un  corps  solide  est  assu- 
jetti à  rouler  et  à  pivoter  sur  une  surface  fixe.  En  effet,  la  posi- 
tion d'un  corps  solide  enlièrement  libre  dépend  de  six  coordonnées 
qui  sont,  par  exemple,  les  trois  coordonnées  du  centre  de  gravité 
et  les  trois  angles  d'Euler.  Pour  exprimer  que  le  corps  roule  et 
pivote  sur  une  surface  fixe,  il  faut  écrire  que  la  vitesse  de  la 
molécule  au  contact  est  nulle.  Or,  en  appelant  </,,  q2,  q3,  qk,  q6, 
qr,  les  six  coordonnées,  cette  condition  s'exprime  par  des  rela- 
tions de  la  forme 

Aj  dqi  -+-  A2  dq2  H- . .  .  H-  A6  dq6  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  q,  q{1  q2,  ...,  qG,  mais 
dont  le  premier  membre  n  est  pas,  en  générai,  une  différen- 
tielle exacte,  et  n'admet  pas  de  facteur  intégrant. 

La  liaison  imposée  au  corps  ne  peut  donc  pas  s'exprimer  par 
des  relations  en  termes  finis  entre  les  coordonnées.  De  là  ré- 
sultent, pour  l'application  des  théorèmes  de  la  Mécanique  analy- 
tique, des  difficultés  particulières  dont  la  plus  saillante  est  que 
les  équations  de  Lagrange  ne  peuvent  pas  être  appliquées  quand 
on  tient  compte  de  ces  liaisons  exceptionnelles  pour  modifier 
l'expression  de  la  force  vive  2 T. 

Les  difficultés  résultant,  à  ce  point  de  vue,  de  ce  genre  de  liai- 
sons ont  été  signalées  et  étudiées  par  M.  C.  Neumann  [Grundzuge 
der  Analytischen  Mechanih  (Bericlite  der  konigl.  sâclis. 
Gesellscha [Jt  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  1888,  p.  3a)]; 
par  M.  Vierkandt  [  Ueber  gleitende  und  rollende  Bewegun  g 
{Monalsheft  fur  Mathematik  und  Physik,  t.  III,  1892)];  par 
M.  Hadamard  [/Swr  les  mouvements  de  roulement  [Société  des 
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Sciences  de  Bordeaux,  189.0)];  par  M.  Carvallo  dans  un  Mémoire 
inséré  au  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  en  1900,  et  par 
M.  Korteweg  (Nietnv  Archief,  1899). 

Premier  exemple.  —  Prenons,  par  exemple,  une  sphère  homo- 
gène de  rayon  a  assujettie  à  rouler  sur  un  plan  fixe.  Prenons 
comme  axes  fixes  deux  axes  0£,  Q-/\  dans  le  plan  et  un  axe  per- 
pendiculaire OÇ  du  côté  où  se  trouve  la  sphère  :  soient  Ç,  t\,  Ç  les 
coordonnées  du  centre  G  de  la  sphère  par  rapport  à  ces  axes 
(Ç  =  «).  Menons  par  G  trois  axes  (jx^y{z^  parallèles  aux  axes 
0£r,Ç,  et  appelons  pn  qK,  rK  les  composantes  de  la  rotation 
instantanée  de  la  sphère  suivant  ces  axes.  En  écrivant  que  le 
point  de  la  sphère  qui  est  au  contact  a  une  vitesse  nulle,  on  a 

.  .  d\  dr\  clt 

(,)  7ft-a(J'=ù'     dï^ap>  =  °'     dt=0- 

D'ailleurs  9,  <p,  <b  étant  les  angles  d'Euler  d'un  système  d'axes 
(jxyz  lié  à  la  sphère  par  rapport  aux  axes  Gxt  ys  ^,,  on  a,  d'après 
des  formules  faciles  à  établir  (n°  382) 

l   py  —  0'  cos<j;  -T-  cp'  sinô  sin^, 
(1)  <    q\  =  0'  sint]; —  cp'sinBcos^, 

(    /-[  —  tj/ -1-  cp'  cosQ, 

où  9',  cp',  -V  sont  les  dérivées  -7- >  -^?  -—  •  Les  relations  (1)  expri- 
mant que  le  déplacement  réel  est  un  roulement  s'écrivent  alors 

^   d\  —  a  sin  ty  d§  -+-  a  sin  6  cos^»  dy  =  o, 
(  3  )  <. 

I   dr^  -+-  a  cos^  db  -+-  a  sin 6  sin  ty  d®  =  o. 

Les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  sont, 
de  même,  caractérisés  par 

(    oç  —  a  sin  <b  06  -h  a  sinO  cos^  8cp  =  o, 
(    ort  -h  a  cos^  oG  -+-  a  sin  6  sin  <];  00  =  o. 


(4) 


La  coordonnée  Ç  étant  constante,  la  position  du  système  dépend 
des  cinq  paramètres  ç,  7\,  9,  cp,  ty  liés  par  les  relations  (4)  dont  les 
premiers  membres  ne  sont  pas  des  différentielles  totales 
exactes  et  ne  peuvent  pas  être  intégrés.  Le  système  est  à  trois 
degrés  de  liberté,  car  89,  Sep,  8<j;  restent  arbitraires,  0;,  87)  étant 
déterminés  par  les  relations  (4). 
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Deuxième  exemple;  cerceau.  —  Considérons  un  cerceau  de 
rayon  a  assujetti  à  rouler  et  à  pivoter  sur  an  plan  horizontal  fixe  n 
comme  au  n°  412. 

Prenons  deux  axes  fixes  0£,  0/\  dans  ce  plan  et  un  axe  fixe  OÇ 
vertical  ascendant.  Appelons  ç,  tj,  Ç  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  G  du  cerceau  par  rapport  à  ces  axes,  6,  cp,  il  les  angles 
d'Euler  définis  au  n°  412  et  déterminant  la  position  du  cerceau 
par  rapport  aux  axes  Gxt  y\Zi  parallèles  aux  axes  fixes  Oq-r\C.  La 
vitesse  V  du  centre  de  gravité  G  a  pour  projections  sur  les  axes 
fixes  0;7}Ç  et,  par  suite,  sur  les  axes  parallèles  (jxKyK  z, 

(Y)  f?      ch,    ^. 

dt  '     dt  '     dt  ' 

D'antre  pari,  le  point  de  contact  H  du  cerceau  avec  le  plan  n 
{fig.  ^44)  a  pour  coordonnées,  par  rapport   aux  axes  (jx{ y^  z{, 

(5)        x\  =  a  cosô  sin<]>,        y\  =  —  «cosôcos^,         ~i  =  ■—  <zsinô. 

Pour  exprimer  que  le  cerceau  roule  et  pivote'sur  Je  plan  II,  il 
faut  écrire  que  la  vitesse  du  point  matériel  placé  en  H  est  nulle. 
Appelons /?i7  q^  i\  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  to 
du  cerceau  suivant  les  axes  ÇtxKyKzK  et  remarquons  que  la  vitesse 
du  point  matériel  placé  en  H  est  la  résultante  de  la  vitesse  due  à 
l'entraînement  des  axes  Gxlyizi  et  de  la  vitesse  due  à  la  rota- 
tion oj  autour  de  G  :  nous  aurons  donc,  en  écrivant  que  les  trois 
projections  de  la  vitesse  du  point  matériel  H  sont  nulles, 


(6) 


D'après  les  expressions  ci-dessus  (2)  de  /?,,  </,,  /-,  et  les  va- 
leurs (5)  de  x{ ,  y K ,  z^  on  voit  que  les  conditions  précédentes  (6) 
donnent,  à  la  suite  de  réductions  évidentes, 

(  d\  —  a  sin  <\>  sin6  dft  -+-  a  cos^  cosô  dty  -h  a  cos^  do  =  o, 

(- )  1  drt  -s-  acos^  sinO  dti  -+-  a  sirnj;  cos6  dfy  -+-  a  sin^  do  =0, 

(  d'C  —  acosO^O  =0. 


/  d\ 
l  dt 

H-  (JiZi  ■ 

—  r\ 

y\ 

=  0, 

1  dt\ 
|  dt 

+  i\r{ 

-Pi 

\z\ 

=  o, 

I  dt 

1   dt 

-t-PtXi 

—  (h 

\X\ 

—  0. 
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Ces  relations  expriment  que  le  déplacement  réel  est  un  roule- 
ment. 

De  même,  en  exprimant  que  les  déplacements  virtuels  compa- 
tibles avec  les  liaisons  sont  des  roulements  du  cerceau  sur  le  plan, 
on  a,  pour  les  différentielles  o;,  8ï),  8£,  oO,  8$,  o-l»  définissant  ces 
déplacements,  les  équations  de  condition 

/   o£  —  a  sin^  sin  6  oO  -f-  a  cos»j/  cos6  8^  -h  a  cos6  8<p  =  o, 

(8)  l   ort  -+-  a  cos^  si  il  0  06  H-  a  sin  tj;  cosO  O'j;  -+-  a  sin  <|»  oo  =  o, 

\  oÇ —  acosôoO  =  o. 

La  dernière  des  relations  (7)  ou  (8)  équivaut  à  la  relation  en 

termes  finis 

Ç  =  a  s  i  11 0 

qui  est  évidente  géométriquement  si  l'on  évalue  la  dislance  Ç  du 
point  G  au  plan  II  ;  mais  les  deux  premières  relations  (8)  ne 
peuvent  pas  être  intégrées  et  écrites  sous  l'orme  finie.  On  voit 
donc  que  le  système  considéré  n'est  pas  holonome  :  c'est  un  sys- 
tème à  trois  degrés  de  liberté,  car  le  déplacement  virtuel  le  plus 
général  compatible  avec  les  liaisons  s'obtient  en  donnant  à  o9, 
03,  ùli  des  valeurs  arbitraires 5  6ç,  £ïj,  o'Ç  sont  ensuite  déterminés 
par  les  relations  (8). 

463.  Emploi  des  équations  de  Lagrange  combiné  avec  la  mé- 
thode des  multiplicateurs.  —  Imaginons,  en  général,  un  système 
assujetti  d'abord  à  des  liaisons  exprimables  par  des  relations 
en  termes  finis  entre  les  coordonnées  des  divers  points.  Soit, 
en  tenant  compte  de  ces  liaisons,  k  le  nombre  des  paramètres  in- 
dépendants cji ,  q2-,  ...,  r/k  qui  fixent  la  position  du  système.  On 
aura,  pour  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  système,  en 
supposant  les  liaisons  indépendantes  du  temps, 


(9)  {  y  =  <?(qu  q-2,  ■  ••,  g*), 


(  -  =  <K?i,  gti  •••,  gk)> 


On  obtient  un  déplacement  virtuel  compatible  avec  ces  liaisons 
en  faisant  varier  </,,  q2,  ...,  q^  de  oq^oq.*,  ...,  oq^.  L'équation 
générale  de  la  Dynamique  prend  alors  la  forme  (n°  441) 

(10)  (P1_QI)ô^l+(P2_Q2)8çr2-i-...-f-(P/,-Q/,)^/,  =  o, 
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OÙ 

P  =  */*EA_  *E 

a        dt\dqxJ         dq% 

S'il  n'v  a  pas  d'autres  liaisons,  les  or/(,  orj2,  . .  .,  oqk  sont  arbi- 
traires, et  l'équation  (10)  fournit  k  équations  qui  sont  les  équa- 
tions de  Lagrange. 

Mais  supposons  maintenant  qu'on  ajoute  aux  liaisons  précé- 
dentes de  nouvelles  liaisons  indépendantes  du  temps,  exprimables 
par  des  relations  di£ érentielles  non  inlégrables  entre  Les  para- 
mètres </,,  q2,  ...,  Çk-  Pour  un  déplacement  virtuel  compatible 
avec  ces  liaisons,  on  aura 

/   Aj  oqi  -h  A2  or/2  -+-...  -h  \/c  oq/-  =  o, 

.     .  1   B  |  or/,  -h  B*  or/,  h-  .■ .  .  -+-  B/,  or//,  =  o, 

(m)  \ 

I  '"■; ; ; ' 

1    Lq  or/t  -h  L2  0^2 -+■  •••-*-  f-/.-  oq/>  —  o, 

où  les  premiers  membres  ne  sont  pas  des  différentielles  exactes 
et  n  admettent  pas  de  combinaisons  intégrables. 

Dans  ces  conditions,  l'équation  (io)  devra  avoir  lieu  pour  tous 
les  déplacements  oq^  oq2,  ...,  hcjk  \érifîant  ces  conditions  (i  i). 
Les  équations  du  mouvement  sont  alors,  d'après  la  méthode  des 
multiplicateurs  de  Lagrange, 

P,  =Q1-f.X,A1H-X1B1-...-f-XpLIî 

P.,  =  Q.2  +  X,  A,  -H  X2  B,  — .  .  .  -u  X„  L,, 
(12)  < 

(  Pa=  QA-HXiAA.-4-X2B/,  +  ..  .4-XpL*, 

Pa  avant  l'expression  ci-dessus.  Ces  équations  jointes  aux  /?  équa- 
tions 

!  Ax  dqi  -+-  A2  dq2    -  .  .  .  ■+-  A>fc  r/r//,  =  o, 

)    B  |  d(/i  -h  B,  r/^ .,  -t-  .  .  .  -f-  B  ;  r/r//  =  o, 
(i3)  i     yi  -     /-  .y 

\   Li  dq  !  -h  L2  r/r/2  -+- .  . .  -f-  La  r/r//t  =  o, 

qui  expriment  que  le  déplacement  réel  est  compatible   avec   les 
liaisons,  déterminent  r/,,  </2,  . . .,  q^  et  A|,  A2,  ...,Ap. 

Cette  méthode  a  été  employée  par  Rouili  [Advanced  rigid 
Dynamics,  p.  102)  et  par  Vieikandt  (/oc.  c*7.,  p.  47"5o). 
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464.  Impossibilité  d'appliquer  directement  les  équations  de 
Lagrange  au  nombre  minimum  de  paramètres  (  *).  —  Nous  ve- 
nons de  voir  comment  on  peut  utiliser  les  équations  de  Lagrange 
en  tenant  compte  des  relations  (i  i)  par  la  méthode  des  multipli- 
cateurs. 

Mais  on  pourrait  essayer  de  ramener  les  paramètres  au  moindre 
nombre  possible  en  se  servant  des  relations  (i  i)  pour  laisser 
subsister  le  nombre  minimum  de  paramètres  dans  l'expression  du 
déplacement  virtuel,  et  des  équations  (i3)  pour  laisser  subsister 
le  nombre  minimum  de  paramètres  dans  l'expression  de  la  demi- 
force  vive 

T  =  -V  m  (#'2 -H  y'2  H-*'2). 

Après  ces  modifications,  les  équations  de  Lagrange  ne  sont 
plus  applicables.  C'est  Ce  que  nous  allons  montrer  rapidement. 

Un  déplacement  virtuel  compatible  avec  toutes  les  liaisons  im- 
posées au  système  est  défini  pour  le  point  x,  y,  z  par 

.,  dx   ^  dx   ^  dx   ^ 

ox  =  —  oqv  4-  —  6£2-h .  .  .-h  -r—  oqk, 
oqi  oq-i  oqk 

dy  j,  dy   B  ôy    fi 

àz    -,  dz    ^  dz    ^ 

dqv     J         dq2     ±  oqi- 

où  ZqK ,  oq2,  ..-,  oqk  sont  liés  par  les  p  relations  (n).  Tirons  de 
ces  relations  p  des  variations  8^,  o^^_,,  ...,  o^^_yD+l  en  fonction 
linéaire  et  homogène  des  autres;  nous  aurons,  en  portant  dans  ox, 
Sy,  oz,  et  faisant  n==  k  — /?, 

!ox  =  aÂ  oqi  -h  a.2  6q2  -+-.  '. .-+-  an  oqni 
oy  =  b{  oq{  -+-  b2  oq2  -t-  .  .  .  -+-  ba  dqn, 
<    0^  =  C!   0^1  H-    C2  8^2  -+-•••  -H  C„  0^„, 

où  maintenant  oqiy  oq2^  . .  .,  S^  sont  arbitraires.  Portant  ces  va- 
leurs de  ox,  0)  ,  oz  dans  l'équation  générale  de  la  Dynamique, 
on   obtient   une    relation    dans  laquelle    les  coefficients   de  ùqt, 


(')  P.  Appell,  Les   mouvements   de  roulement  en  Dynamique   (Collection 
Scientia). 
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oy.j,  ...,  oc//,  doivent  être   nuls,  et  L'on   a  ainsi   les  équations    du 
mouvement  (  n°  433)  ' 


(i5) 


1'   v^      /      d2x       .    ci1  y  diz\      v'' /       ^       j    v  r»N      ^ 

(a  =i,  2,  ..  .,  /i), 


où  nous  désignerons  les  deuxièmes  membres  par  Qa. 

D'ailleurs,  le  déplacement  réel  étant   actuellement   compatible 
avec  les  liaisons,  on  a,  d'après  (  1 4 ), 

dx  =  ax  dqi  -+-  a.2  dq2  4-.  .  .-+-  an  dqn, 


ou,  en  adoptant  la  notation  de  Lagrange  pour  les  dérivées, 

x'  =  ax  q\  -+-  a^q\  •+■ . . .  h-  an  q'n  , 
y' =  byq\  -h  b2q'.2-+-.  .  .-h  bnq'in     ' 
z'  =  c,  q\  H-  c,  q',  -+- .  .  .  -+-  Cn  q'a  . 

Essayons  de  suivre,  sur  la  première  des  équations  (i5),  la  mé- 
thode qui  conduit  aux  équations  de  Lagrange.  Nous  supposerons, 
pour  simplifier,  que  les  coefficients  a^  b^  C\ ,  .  . .,  a2,  b-z,  c2,  . . ., 
a„,  h»,  cu  dépendent  uniquement  de  </,,  q-2i  •••>  <]n-  On  peut 
écrire  la  première  équation  (i5)  (<x  =  i)  : 

(16)  ^^m(<21q?,4-  bxy'->r  cxz')  —  R,  =  Q,, 

où  R,  désigne  la  quantité 


a. -2 


0/  ,  ,    •  i  ,  ,    dx'      à  v'      àz'  ! 

r  «.,   6»i,  c,    étant  évidemment  eçaux  a  -r—r ,  v^r>  t-t  le    pre- 

<tyi     àqx     âql  ' 

mier  terme  de  l'équation  (16)  est 

d  /ârr\ 

dt\ôq\)' 

comme  dans  les  équations  de  Lagrange  ;  mais  le  deuxième  R,  n'est 
A.,  II.  24 


O-O 


pas,  en  gênerai,  égal  a  y— 
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,    àT 


àT 


;-2 


•  En  effet,  Ton  a 


,  àx'  ,  à  y 


=  71ffl  kxt+Z 


àq\ 


Oqi 


àz' 
àqi 


Donc 


(>7) 


».-S-s-K 


,  /  da  !        àx' 

dt  dqi 

dbj  _  ày'\ 

dt         àq , / 


y 


z,  fdcx 
\  dt 


<>q\  / 


Or,  les  coefficients  a,,   6n  ...  étant  supposés  fonctions  de  </,, 
r/2,  ...,  r//M  on  a 


ddi    ,        dai     , 


dt  0qyqi 


àq, 


Cln 


et,  en  diffère ntiant  par  rapport  à  qs  l'expression  ci-dessus  de  x\ 


àx'        àcii 
àqy  "  àqx 


cl\ 


àa2 
àqi 


à  a  a    , 
èqlCln 


àT 


Le  coefficient  de  x'  dans  la  différence  R. q —  est  donc 


àq 


/àai        àa* 

(,8)   l^-^' 


/ àci\        àdi 
\àq~3~àq~i)q* 


àa,i 
\àqa         àqi 


I àd\ 


qn 


il  n'est  pas  nul  en  général.  Les  coefficients  de  y  et  z1  ont  des 
formes  analogues.   D'après  les  valeurs   de  x' ,  y\   z!  en   fonction 

de  q\,  q[tl  ...,  la  différence  R, —  - — »  est  donc,  en  général,  une 
forme  quadratique  de  q'{ ,  q.t,  . ..,  q'n.  Pour  que  R,  soit  égal  à 
- — j  c'est-à-dire  pour  que  l'équation  de  Lagrange  puisse  s'appli- 
quer au  paramètre  q(J  il  faut  et  il  suffit  que  cette  forme  quadra- 
tique soit  identiquement  nulle,  quels  que  soient  les  q  et  les  q' . 

Cas  particuliers.  —    i°   Si  les  expressions  (i4)  de  ox,  o/,  oz 
sont  des  différentielles  totales  exactes,  toutes  les  quantités  telles 

que 

àcy 

àqt 


àdi        àav        àbi        àbv        Oc,- 
àqy        àq/      àq^         dqi*      àqv 


sont  nulles.  Les   expressions  telles   que  (17)   sont  nulles,   et  les 
équations  de  Lagrange  s'appliquent   à    tous  les   paramètres.  Dans 
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ce  cas,  on  peut  intégrer  les  expressions  (i  4)  et  exprimer  x,  y,  z  sous 
forme  (inie  en  fonction  de  <y, ,  q>,  •  •  •?  (Jn>  Le  système  est  holonome. 
2U  Voici  un  cas  où  l'équation  de   Lagrange  s'applique  au  para- 
mètre ûr,.  Supposons  que  l'on  ait,  pour  tous  les  points, 


(i9) 


dci\        da<L 

dax 

àa-i 

àq%  "  àqC 

àq-i 

"  dqi' 

dbx        db2 

dbx 

àbz 

âqo,         dqi 

àq-i 

'  àq^ 

ôc\         de?. 

dc\ 

àcz 

dq>         dqx 

àq-i 

'  àqi' 

ddi  ùa„ 
àq,i  àqi 
dbj  _  ùbn 
àq,i        dqx  ' 

àcx     _  àcn 
àqu  "  àqx 


Alors  les  quantités  telles  que  (18)  formant  les  coefficients  de 
x' ,  y' ,  z'  dans  R,  —  -j —  sont  nulles,  et  K{  est  égal  à  - — •  L'équa- 
tion de  Lagrange  s'applique  donc  au  paramètre  qs.  On  peut 
caractériser  autrement  ce  cas.  Les  conditions  (19)  étant  suppo- 
sées remplies,  déterminons  des  fonctions  de  ^,,  q2l  ....  qn  par  les 
conditions 

axdqu  V,  =    /       btdqu  Wj  =    /       cvdqx, 

où  q(\  est  une  constante   quelconque,  l'intégration  étant  faite  par 
rapport  à  q ,.  On  trouve  immédiatement,  d'après  les  conditions  (19), 


dU_x         Çh  àox  _   f'làa%d 

â(I-2   ~ J  0     dq*    qi~~J(/»     àq^ 

7  1  7  1 


j  =  a-i  —  a\, 


a{\  étant   ce   que   devient  a->  quand  on  y  remplace   qs   par  la  con- 
stante q°r  De  même 

àVj  0  àlh 

dqz   -a*       a^   '••'  dqn  -a"-a»- 

On  a  des  relations  analogues   pour  Vj  et  W,.  On  peut  alors 
écrire 

(20)  J8^=8V,    -hb°iBq2-h...-hb%oqn, 

[  0-  =  o\V,  -+-  c\  lqi-\- ...-+-  c%  oqn. 

Ainsi,  l'équation  de  Lagrange  s'applique  à  </,,  quand,  pour  un 
point  quelconque  du  système,  ox,  oy,  oz  peuvent  se  mettre  sous 


3yi  DYNAMIQUE    DKS    SYSTÈMES. 

la  forme  (V une  différentielle  totale  suivie  d'une  expression 
différentielle  ne  contenant  pas  qK. 

Par  exemple,  dans  Je  mouvement  du  cerceau,  l'équation  de 
Lagrange  peut  être  appliquée  au  paramètre  9,  comme  l'a  déjà 
remarqué  Ferrers  (Quarterly  Journal  of  Mathematics,  1871- 
i8^3).  En  effet,  la  position  du  cerceau  autour  de  son  cenlre  de 
gravité  G  étant  définie  par  les  valeurs  des  angles  G,  es,  'i>,  les 
coordonnées  xK,yK,  z{  d'un  point  du  cerceau  par  rapport  aux 
axes  Gxt  yK  zK  sont  des  fonctions  de  G,  ep,  6 

Les  coordonnées  absolues  a?,  v,  z  du  même  point  par  rapport 
aux  axes  fixes  OçïjÇ  sont  de  la  forme 

x  =  \  +/  (6,©,», 

y  =  ri  +/i(6j  «?,  H 

Imprimons  au  système  un  déplacement  virtuel  compatible  avec 
les  liaisons,  nous  aurons 

ox  =  0;  4-  6/,  6jK  =  or,  +  6/1,  03  =  ob  —  y/2, 

où  il  faut  remplacer  oç,  87),  oÇ  par  leurs  valeurs  (8)  :  mais  on  voit 
immédiatement  que  ces  valeurs  s'écrivent  : 

o;  =  ô(  —  a  sin^  cosO)  —  acos^oo, 
or,  =  c(a  cos^i  cos6)  —  a  sin'^  09, 
oÇ  =  o(a  sinO). 

On  a  donc  enfin  pour  ô\r,  Sj/,  oc  les  expressions  suivantes  : 

ox  —  o(  —  a  sin6  cos  Oh-/)  —  «  cos  6  00, 
0/  =  0  (  «  cos  ^  cos  0  -4-  j\  )  —  a  sinip  00, 
0 z  =  0  (  a  sin  0  -+-  f2  ), 

qui  sont  bien  de  la  forme  (20).  En  effet,  nous  avons  actuellement 
trois  variations  arbitraires  30,  Sep,  06  et  nous  voyons  que  ox,  oy, 
oz  peuvent  se  mettre  chacun  sous  la  forme  d'une  différentielle 
totale  suivie  d'une  expression  différentielle  ne  contenant  pas  G. 
On  pourra  donc  écrire  l'équation  de  Lagrange  relative  au  para- 
mètre 9. 
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La  force  vive  du  cerceau  est,   eu  prenant  la   masse   du  cerceau 
pour  unité,  et  employant  les  notations  du  n°  412, 


ou,  comme  u  = 


«/•,  v 


O,   (T  =  rtyD, 


2 T  =  (  A  -+-  a'2 )  p2  +  A^  +  (G  +  a1  ) /■*  ; 

on  pourrait  écrire  cette  expression  a  pilori  en  remarquant  que 
la  vitesse  de  la  molécule  H  au  contact  étant  nulle,  les  vitesses  des 
divers  points  du  cerceau  sont  les  mêmes  que  s'il  était  animé  delà 
rotation  w  autour  d'un  axe  passant  par  le  point  de  contact  H  :  il 
faudra  dans  cette  expression  de  2T  remplacer  p,  q:  r  par  leurs 
valeurs  (412), 

p  =  W,         q='V  sinO,         r  =  (|/cos8-fc<p'; 

d'autre  part,  il  existe  une  fonction  des  forces 


U  = 


gt,  =  — -  g  a  sin  6. 


Nous  venons  de  voir  que  l'une  des  équations  du  mouvement  du 
cerceau  est  l'équation  de  Lagrange  relative  à  9  : 


cl   /àT\  __  dT       dU 
dt  \W)      Z>o      77Ô" 


Comme  p  seul  contient  0',  on  a 

(A  h-  a2)p; 


comme  cj  et  /■  dépendent  de  9,  on  a 
dT 


—    A  «,1/ 


t?e 


Agrij/  cosO  —  (G  +  «2  ),.,]/  sin6. 


On  a  ainsi  l'équation 

0  \  dp 


(A  -a2; 


c/£ 


A  </ 'V  cos  0  -+-  1  C  h-  a-  )  /  <]/  sin  0  =  —  ga  cos 6, 


qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  obtenue  en  éliminant  Z  entre 
la  troisième  des  équations  (G)  et  la  première  des  équations  (7) 
du  n°412. 

On  pourrait,   adjoindre   à  cette  équation    l'équation   des  forces 
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vives 

T-  U  =  A, 

puisque  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps;  mais  on  n'au- 
rait pas  le  droit  d'écrire  les  équations  de  Lagrange  relatives 
à  es  et  à  'l. 

465.  Forme  générale  des  équations  du  mouvement  convenant 
à  tous  les  systèmes  holonomes  et  non  holonomes  (1).  —  Imaginons 
un  système  assujetti  à  des  liaisons  telles  que,  pour  obtenir  le 
déplacement  virtuel  le  plus  général  compatible  avec  les  liaisons  à 
l'instant  t,  il  suffise  de  faire  subir  à  k  paramètres  qu  q>-,  . ..,  qk 
des  variations  arbitraires  8g^,  oq2l  ...,  oq^.  Si  nous  appelons  alors 
x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  quelconque  des  points  du  système 
par  rapport  à  des  axes  fixes,  le  déplacement  virtuel  de  ce  point  a 
pour  projections  sur  les  axes  : 

i   8a?  =  «jS^tj-i-  a28<72-t-«  •  •-+-  ak$qk, 

(i)  j  ly  =  618^1H-&28^2  +  . .  .-h  bk§qk, 

\   î,z  —  e,  oqi-+-  c2  oq%-\-.  .  .  -h  C/c  ùq^, 

où  oqt,  oq-2,  ...,  oq/(  sont  arbitraires:  dans  ces  formules,  les 
coefficients  a{,  «2,  •  . ,  c*  peuvent  dépendre  du  temps  t,  des  para- 
mètres q^  q2,  •  •  -,  qk^l  d'autres  paramètres  q&+\,  qk+2,  .  . .,  qk+p 
dont  les  variations  sont  liées  à  celles  de  qK ,  q>,  ...,  q^  par  des  rela- 
tions de  la  forme 

[   S<7/>-m  =  ai  o^i-h  as8grt+.. .+  a* -ùqA, 

§qk+p=  Xt  S^!-f-  À20^2-f-.  .  .-h  X/r-O^A-, 


! 


les  coefficients  a,,  a2,  ...,  X#  dépendant  également  de  £  et  de 
l'ensemble  des  paramètres  <jrn  ^2,  ...,  ^,  </a+i,  .  .  .,  qk+p-  Dans 
ces     conditions    le    déplacement    réel    du    système     pendant    le 


(')  àppell,  Comptes  rendus,  7  août  1899;  Journal  de  C relie,  t.  121;  Journal 
de  Jordan,  t.  VI,  1900. 
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temps  dt  est  défini  par  des  relations  de  la  forme 

I    dx  —  <?!  dq  j  -h  a-i dq-i  -+- .  . .  -h  ajcdqk-\~  a  dt, 
(3)  \  dy  =  bidqi~+-  b$dqt-{-. . .-+-  bkdqk-+-  bdt, 

dz  —  Ci  dqi  -\-  c2  dq2-+-.  .  . -f-  c^.  dq/c-h  c  dt, 


avec 


(4) 


dq/^p  =  \idq1-+-  12  dq2  -h .  .  .  H-  X/t.  d^  -f-  X  ^, 

où  les  coefficients  a,*,  &,,  c/,  a;,  (3,,  . .  .,  A,  sont  les  mêmes  que  dans 
les  équations  (î)  et  (2).  Les  coefficients  #,  &,  c,  . . .,  a,  fi,  . .  .,  ),, 
multipliant  dt,  seront  nuls  si  les  liaisons  ne  dépendent  pas  du 
temps. 

On  peut  alors  obtenir  les  équations  du  mouvement  comme  il  suit. 

L'équation  générale  de  la  Dynamique,  déduite  du  principe  de 
d'Alembert  et  du  principe  du  travail  virtuel,  est 

(5)  ^m{x'"ox-r-  y"oy^-z"oz)  =  Z(X  on  -f-  Y07  -f-  Z02), 

où  x" ,  y\  z"  sont  les  dérivées  deuxièmes  des  coordonnées  par 
rapport  au  temps,  et  X,  Y,  Z  les  projections  d'une  quelconque 
des  forces  (n°  431). 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  déplacements  (1) 
compatibles  avec  les  liaisons  :  elle  se  décompose  donc  dans 
les  k  équations  suivantes  : 

/  I.m(x"aï  -¥-fbx  -4-  z"ci)  =  S(Xa,  4-  Ybx  h-Zcj  ), 
\  Im(/a,  +  7"i,  +  /c,)  =  !:(Xa,  +  Y624-Zc,), 

(  Sm(/flA+  fbjc^r  z"ck)  =  2(XaA+  Ybk+Zck). 

Dans  ces  équations  les  deuxièmes  membres  se  calculent  comme 
dans  les  équations  de  Lagrange.  En  remplaçant  ox,  oy,  oz  par 
leurs  valeurs  (  1  ),  on  a,  pour  la  somme  des  travaux  virtuels  des 
forces  appliquées, 

£  (  X  0  #  -h  Yoj+Zo;j  —  Qt  8  qx  -f-  Q2  8  qt  -h . . .  -h  Qa  8  gr*. 

Les  quantités  Q,,  Q2,  .  . .,  Q/c  sont  les  deuxièmes  membres  des 

équations  (6) 

Qt=  2(Xa,^-Y6l-f-ZcI), 
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Pour  calculer  les  premiers   membres,    divisons  par  dt  les  rela- 
tions (3),  définissant  le  déplacement  réel,  el  désignons  pav  x' ,  y' , 

,  ,  ,  ,        ,  ,   .     ,       _    ,    ,       dx     dy     dz     dqx     dqz  dqk 

z,  </„  </,,...,, -h  les  dérivée.!  totales  -j-, -£,  _, -J-, -JL.,  ..., -X.. 

Nous  aurons 

x'  —  dl  q  i  -T-  rt2  <j '■>  -+-  •  •  •  -+-  ^a- q \ -+-  ci, 

{  /=  blq'l-+-btq,%+:'..+  bkq'k+bt 

-J  —  Ci  q\  H-  C-2  q'2  -+- .  .  .  -h  Ck  q'k-Y-  C. 

Prenant  encore  une  fois  les  dérivées  totales  des  deux  membres 
par  rapport  à  t,  on  a 

ix"  =  at  q\  -h  a%  q  \  -+- .  .  .  -4-  au  q\  —  •  -, 
f=b,q\  -  b2q"2+...+  b/£q''k+..., 
z"  =  d  q\  -h  c2  #2  H- .  . .  -+-  c/,  ^/,  -+- .  .  . , 

où  les  termes  non  écrits  ne  contiennent  pas  q"K,  q\,  ...,  cfk.  Mais 
alors  on  a  évidemment 


at  = 

dx" 
dq\' 

bi-- 

àf 

-  dq\  ' 

Ci 

dz" 

a2  = 

dx" 

b,-- 

dy" 
=  àq\% 

c2 

dz" 

Les  équations  du  mouvement  s'écrivent  donc 


±  m     x 


Considérons  maintenant  la  fonction 

où  J  est  l'accélération  absolue  du  point  m  :  les  équations  (9)  du 
mouvement  prennent  la  forme 

(I0)         ^=Q"      ^  =  Qaj      •••'      ^Ï  =  Qa' 

On  voit  que,  pour  les  écrire,  il  suffît  de  calculer  la  seule  fonction  S 
et  de  l'exprimer  de  façon  qu'elle  ne  contienne  plus  d'autres  dérivées 
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deuxièmes  que  celles  des  paramètres  q^  q2,  ...,  qk  dont  les  varia- 
lions  sont  regardées  comme  arbitraires.  Il  peut  arriver  que  eelte 
fonction  S,  calculée  en  fonction  de  qt,  q2,  . ..,  (Jk+pi  contienne 
leurs  dérivées  premières  q\ ,  q.^  ...,  q'k+p  et  leurs  dérivées 
deuxièmes  q\,  q"„,  ...,  qk+„',  les  relations  (4)  divisées  par  dt 
donnent  q'k+{ ,  q'k+2,  ...,  q'k+p  en  fonction  linéaire  de  q\,  q'2,  ...,  qh\ 
et,  en  les  dérivant  par  rapport  au  temps,  on  obtient  de  même 
ql+ii  ql+2,  q"k+p  en  fonction  linéaire  de  q"n  ql,  ...,  q"k\  on  peut 
donc  toujours  faire  en  sorte  que  la  fonction  S  ne  contienne  plus 
d'autres  dérivées  deuxièmes  que  q"0  q'.s1  . ..,  q"k  :  elle  contient 
d'ailleurs  ces  quantités  au  deuxième  degré.  Une  fois  la  fonction  S 
ainsi  préparée,  on  peut  écrire  les  équations  (10).  Ces  équations 
jointes  aux  conditions  (4)  forment  un  système  de  k  -f- p  équations 
définissant  <y,,  q.11  ...,  qk+p  eu  fonction  du  temps. 

Le  mouvement  est  donc  caractérisé  par  la  connaissance  de  la 
fonction  S  qu'on  appelle  (')  Y  énergie  d'accélération  du  système 
et  par  les  quantités  Q,,  Q2,  ...,  Qa  calculées  comme  dans  les 
équations  de  Lagrange. 

La  fonction  S  est  du  deuxième  degré  en  q"^  q'!,,  ...  q"/r  11  suffit 
évidemment  de  calculer  dans  S  les  termes  contenant  les  dérivées 
secondes  des  paramètres,  car  les  autres  ne  donnent  rien  quand  on 
prend  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  q" ,  q[^  ...,  q"a. 

On  peut  remarquer,  d'après  les  formules  (7)  et  (8),  que  si  Ton 
forme  la  demi-force  vive 


T  = 
2 


^™(tf'*+ /»  +  *'*), 


les  coefficients  des  termes  du  deuxième  degré  en  q\,  q'.,,  ...,  q'k 
dans  T  sont  identiques  aux  coefficients  des  termes  du  deuxième 
degré  en  q'n  cj'.^  •••>  q'k  dans  S.  Dans  cette  fonction  S,  les  coeffi- 
cients des  termes  du  deuxième  degré  en  q" ,  q".n  ...,  q"k  dépendent 
des  paramètres  q{1  q-2,  •••,  qk+p  et  du  temps;  ceux  des  termes  du 
premier  degré  en  q " ,  q'2,  ...,  q"k  contiennent  en  outre,  au  second 
degré,  les  dérivées  premières  q\ ,  q.,,  ...,  q'k+p. 


(l)   Celte  dénomination  u  été  proposée  par  M.    \.  de  Saint-Germain  {Comptes 
rendus,  t.  CXXX  ). 
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4-60.  Exemples  :  Première  application.  —  Mouvement  plan  d'un  point 
matériel  en  coordonnées  polaires.  —  Soient  /•  et  0  les  coordonnées 
polaires  d'un  point  (x,  y)  de  masse  m.  On  a 

x  =  r  cosO,         y  =  r  sinO, 
S=  —(x"*+y"%)=:  -[(r*—  rW*)*-h(rQ"-h2r'Q')*]. 

En  appelant  P  la  composante  de  la  force  appliquée  X,  Y,  suivant  la  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur  et  R  sa  composante,  suivant  le  rayon  vec- 
teur, on  voit  immédiatement  que  le  travail  virtuel 

X  0.2?  -+-  Y  oy 
de  la  force  est 

ProO-4-  RoV. 

Les  équations  du  mouvement  sont  donc 

*=Pr  -^=R 

d%"  '         di-"         ' 

ou 

mr(r8*-t-  ar'8')  =  Pr,  m(r"  —  r6'«)  =  R. 

Remarque.  —  Dans  S,  la  quantité 

>0"_t-2r'6' 

est,  au  facteur  /•  près,  la  dérivée  de  /'26'.  Introduisons  alors,  à  la  place  de  6, 
un  paramètre  X  dont  la  variation  réelle  est  définie  par 

dl  =  r2  d(i 
et  la  variation  virtuelle  par 

SX   =   7-2  00. 

Nous  aurons 

X'_=  /-se',         X"  =  r(r8ï4-2/9'); 
donc 

f 

et  les  équations  du  mouvement  s'écrivent 

dS  âS_        P 

(9/-"  ~    '         dXff  ~  7  ; 
la  seconde  est 

m\"=  Vr. 

Si  P  est  nul,  X'  est  constant,  ce  qui  donne  le  théorème  des  aires. 
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Deuxième  application.  —  Solide  mobile  autour  d'un  point  fixe.  — 
Prenons  un  corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  0  et  calculons 
l'énergie   d'accélération   S,   en   rapportant   le    mouvement  à   un    système 

d'axes  0,  x,  y,  z  mobiles  à  la  l'ois  dans  le  corps  et  dans  l'espace.  Appe- 
lons il  la  rotation  instantanée  du  trièdre  Qxyz  et  P,  Q,  H  ses  compo- 
santes suivant  les  axes,  tu  la  rotation  du  corps  et/>,  q,  r  ses  composantes. 
Une  molécule  m  du  corps  de  coordonnées  x,  y,  z  possède  une  vitesse 
absolue  e  de  projections 

Vx=qz  —  ry, 

Cette  molécule  possède  une  accélération  absolue  J  ayant  pour  projec- 
tions 

(m)  J.c=  —vx-hQvz—  Rcr,         ..., 

comme  il  résulte  de  ce  que  J  est  la  vitesse  absolue  du  point  de  coordonnées 

v.ti  fj,  *\s-  On  a,  en  appelant/?',  q ',  r'  les  dérivées  de  p,   q,  r  par  rapport 

au  temps, 

dv  v  dz  dy 

— j—  =  q  -= r  -f-  -f-  zq  —  yr  ,  

dt         J  dt  dt  *        J     ' 

r 

dx     dy     dz  .  .  • , 

(Jr,  -j- j  — ;- >  -j-j  projections  de  la  vitesse  relative  de  la  molécule,  par 

rapport  aux  axes  0,  ar,  jk,  -s,  sont 

dx 

—  =  qz-ry-(Qz  —  Ry)i 

car  la  vitesse  relative  est  la  différence  géométrique  entre  la  vitesse  absolue 
et  la  vitesse  d'entraînement.  D'après  cela,  on  a  l'expression  suivante  de  J.r 
que  nous  ordonnons  par  rapport  à  x1  y,  z  : 

j  Ja:  =  _a?(?*=hr2)-f.>r[gr(/,_P)-4-jDQ-r'] 

On  a  de  même  Jr  et  J-  et  enfin 

aS  =  Sm(J,|+  J2-+-  J|). 

Le  calcul  de  cette  somme  se  fait  alors  aisément.  On  voit  que,  dans  le  ré- 
sultat, figureront  les  quantités  S  ma?2,  SmjK2,  Zmz-,  Zmyz,  Zmzx, 
!/nxy,  faciles  à  exprimer  à  l'aide  des  coefficients  A,  B,  G,  D,  E,  F  de 
l'ellipsoïde  d'inertie,  relatif  au  point  0,  rapporté  aux  axes  0,  x,  y,  z. 

Pour  simplifier  nous  écrirons  ici  cette  somme  en  supposant  que  les 
axes  O,  x,  y,  z  sont  des  axes  principaux  d'inertie  au  point  0,  et  appe- 
lant A,   B,   C   les  moments  d'inertie  par  rapport  à  ces    axes;   nous    avons 
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alors,  en  nous  bornant  aux  termes  en  /?',  q',  r'  : 

/  aS  =  A  y/* -h  B^'2-4-C/-'2-f-2[(C  —  B)qr-h  \( /■<}  —  </ U  ,)j/ 
(.3)     |  +a[(A-C)r^  +  B(/)R-  rP)J?' 

(  -+-  a[(  B  -  A  \pq-+-C(q  P  - pQ)]r'+. . .. 

Equations  d'Euler.  —  Prenons  comme  axes  mobiles  trois  axes  invaria- 
blement liés  au  corps  et  coïncidant  avec  trois  axes  principaux  d'inertie. 

Nous  aurons  alors 

P=/>,  Q  =  q,         R  =  r, 

2  S  =Ap'2+Br/2  4-Cr'2 

-hi(C  —  B)qrp'-h2(A—C)rpq,-+-2(B  —  A)pqr'-i-.... 

Appelons  L,   M,   IN   les  sommes  des  moments  des  forces  appliquées  par 
rapport  aux  axes,  et 

oÀ,     o;j.,      ov 

les  angles  élémentaires  dont  il  faut  faire  tourner  le  corps  autour  des  axes 
pour  lamencr  d'une  position  à  une  position  infiniment  voisine.  Nous  ferons 
jouer  à  X,  |jl,  v  le  rôle  des  paramètres  q^,  q-2,   .  .  .,  qic.  On  a,  d'une  part, 

S(X  Ix  -+-  Y  ly  -+-  Z  lz)  =  L  oX  +■  M  Six  -f-  N  8v  ; 

et,  d'autre  part,  les  composantes  p,  </,  /'de  la  rotation  instantanée  du  corps 

sont 

d\        ^ ,  du.  ,  cfa 


?  =  ■%=*>     q=z-tt~=v:>     r=n 


La  fonction  S  est  alors 


S  =  -(AX^-f-B^+Cv"*) 


+  (G  —  B)p.VX"-t-(A  —  G)v'X'u."-h(B—  A)X>V-4-..., 

où  les  termes  non  écrits  ne  contiennent   pas  X",  u!',  v".  Les  équations  du 
mouvement  sont  donc 

La  première,  par  exemple,  s'écrit 

AX"-+-(C  — B)n'v'=  L; 

d'après  les  valeurs  de  />,  </,  r,  c'est  précisément  une  des  équations  d'Euler. 

Corps  de  révolution  suspendu  par  un  point  O  de  son  axe.  —  Menons 
par  O  un  axe  fixe  0^  et  prenons,  comme  au  n°  400  (Jig.  234),  pour 
axe  0.3  l'axe  de  révolution,  pour  axe  Ox  la  perpendiculaire  au  plan  zOzt, 
et  pour  axe   Oy   la  perpendiculaire  au   plan  yOz.  Quand  la  position  du 
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trièdre  Qxyz  est  connue,  pour  avoir  celle  du  corps,  il  suffit  de  connaître 
l'angle  o  que  fait  avec  Ox  un  rayon  issu  de  0  et  invariablement  lié  au 
corps  dans  le  plan  des  xy  :  la  dérivée  cp'  de  cet  angle,  parrapporl  au  temps, 
représente  la  rotation  propre  du  corps  autour  de  Oz.  La  rotation.jw  du 
corps  est  alors  la  résultante  de  la  rotation  12  du  trièdre  et  de  la  rotation  cp'. 
On  a  donc 

P  =  P,        ?  =  Q,        r=R  +  o'. 

La  fonction  S,  définie  par  l'expression  (i3),  devient  alors,  puisque  A  =  B: 

04)      2S  =  A(//2-h£,*)H-Cr'2H-a(AR—  Cr)(pg'—  qp')-+-.... 

Soient  encore  SX,  ou,  ov  les  angles  élémentaires  dont  il  faut  faire  tourner 
le  corps  autour  des  axes  Ox,  Oy,  Oz  pour  ramener  d'une  position  à  une 
position  voisine,  et  L,  M,  N,  les  moments  des  forces  par  rapport  aux  axes 
Ox,y,  s,  on  a,  comme  plus  haut, 

p'  =  \'\         q'={i!\         r'=v» 

et  les  équations  du  mouvement  sont 

dS  dS  âS 

K»  ~    '       dj?  ~    '       57  ~    ; 

c'est-à-dire,  puisque  la  composante  R  de  la  rotation  ù  ne  dépend  pas  de  À", 

A//--  (AR  —  Cr)^  =  L, 
A?'h-(AR  —  Gr)jo  =  M. 

G/-'  ==N. 

On  retrouve  ainsi  les  équations  (6i)  du  n"  400. 

467.  Théorème  analogue  au  théorème  de  Kœnig.  Application 
au  cerceau.  —  Soient,  dans  un  système,  x,  y,  z  les  coordonnées 
absolues  d'un  point  /»,  ç,  vn  £  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité G,  eti'),  yiy  z<i  les  coordonnées  relatives  du  même  point,  par 
rapport  à  des  axes  Gi,,/),  Z\ ,  parallèles  aux  axes  fixes  et  menés 
par  G.  Appelons  J0  l'accélération  absolue  du  point  G 

J,  l'accélération  relative  du  point  m,  par  rapport  aux  axes  G,  j,, 

1  2  —   ~."2  __   v"2  _j      ---i 


Désignons  enfin  par  M  la  masse  totale   du  système.  On   a 


f'/ 


X    =  ;    -+-#'{,  J    =TT)    +JK! 
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Calculons  alors  V énergie  d'accélération 
en  remarquant  que, 
étant  nuls,  on  a  aussi 


on  trouve 


ce  qu'on  peut  écrire 


S  =  iMJjH-121mJ*' 


S  =  -MJf^Sj, 


en  appelant  S,   l'énergie  d'accélération  calculée  dans  le   mouve- 
ment relatif  autour  du  centre  de  gravité. 

On  a  ainsi  un  théorème  analogue  au  théorème  de  Kœnig  pour 
la  force  vive. 

Reprenons  avec  cette  nouvelle  méthode  le  problème  clu  cerceau  traité 
au  n"  412,  figure  2445  avec  les  mêmes  notations. 

Prenons  la  masse  clu  cerceau  pour  unité;  appelons  J0  l'accélération  du 
point  G  et  Jj  l'accélération  relative  d'un  point  m  du  cerceau  par  rapport 
à  des  axes  de  directions  fixes  G<xx,  yu  Z\  passant  par  G.  En  appliquant  le 
précédent  théorème  analogue  au  théorème  de  Kœnig,  on  a 

S=IjgH-Si.       - 

1 

Le  mouvement  relatif  du  cerceau  autour  du  point  G  est  le  mouvement 
d'un  corps  de  révolution  suspendu  par  un  point  de  son  axe.  En  appliquant 
à  ce  mouvement  les  notations  du  numéro  précédent  on  a,  d'après  (i4)? 

2S!  =  A(yy2H-c/'2)H-Gr'2+-2(AR—  Cr)  (pq'~  qp')  -h. '.  •• 

Il  reste  donc  à  calculer  J|.  Pour  cela  appelons  11,  t>,  w  les  projections  de 
la  vitesse  absolue  du  point  G  sur  les  axes  Ga?,  G^k,  G^  :  pour  exprimer 
que  le  cerceau  roule,  il  faut  écrire  que  le  point  matériel  du  cerceau  qui  se 
trouve  en  contact  avec  le  sol,  au  point  H,  a   une  vitesse  nulle.  On  a  ainsi 

(  i5 )  u  ■+-  ar  =~o,         v  =  o,         w  —  ap  =  o. 
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Comme  la  rotation  instantanée  du  trièdre  Gxyz  est  Û,  l'accélération 
absolue  du  point  G  a  pour  projections  sur  les  axes  G  a?,  Gy,  :G-s  : 


du 
~dt 
dv 
dt 
dw 


Qw  —  R^, 
Rw  — Pw, 


_  +  Pl,-Q„, 
c'est-à-dire,  d'après  (i5), 

-«(/•'--  Q/>),     -a(P/>  +  Rr),     a(/+Qr), 
et  l'on  a,  en  faisant  la  somme  des. carrés  et  remarquant  que  P  =/?,  Q  =  q, 

J2  =  a»(]»'«+f'«)  —  7.a*q{pr'—  rp')  +. .  . 

où  nous  n'écrivons  pas  les  termes  ne  contenant  pas/?',  </',  r\  On  a  donc 
enfin 

2  S  =  (  A  -+-  a2  )  p'*  -h  A?'*  -+-  (  G  -T-  a2  )  r'« 

H-2(AR—  Gr)  (  p  q'  —  q p' )  —  la*  q  (p r'  —  r p')  -{- .  .  . . 

Appelons  encore  » 

0  À ,        0  |JL ,       OV 

les  angles  infiniment  petits  dont  il  faut  faire  tourner  le  cerceau  autour  des 
axes  Gx,  Gy,  Gz  pour  l'amener  d'une  position  à  une  position  infiniment 
voisine.  Ces  quantités  sont  arbitraires  et  déterminent  complètement  le 
déplacement  du  cerceau.  Nous  prendrons  X,  fi.,  v  comme  paramètres  qu 
q-ii  •  •  -5  qtc  (k  =  3),  et  nous  aurons  encore 

Nous  pouvons  alors  écrire  les  premiers  membres  des  équations  du  mou- 
vement telles  que  (10).  Il  reste  à  calculer  les  deuxièmes  membres.  Pour 
cela  il  faut  calculer  la  somme  des  travaux  des  forces  appliquées  : 

V(X&r4-Y8jK-HZ&s) 

et  la  mettre  sous  la  forme 

L'8à  h-  M' Sjx-h  N'  8v  ; 

L  .  M'.  Y  seront  les  deuxièmes  membres  des  équations.  Ces  quantités  ont. 
une  signification  simple.  .Menons  parle  point  de  contact  H  avec  le  sol  trois 
axes  H.r',  liy',  H-s'  parallèles  aux  axes  Gx1  G/,  Gz  :  L',  M',  N'  sont 
respectivement  les  sommes  des  moments  des  forces  appliquées  prises  par 
rapport  à  ces  nouveaux  axes.  En  effet,  la  vitesse  de  la  molécule  placée 
en   H  étant  nulle   dans   un   déplacement    compatible    avec    les  liaisons,   le 
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déplacement  infiniment  petit  du  cerceau  esl  le  déplacement  résultant  de 

trois  rotations  élémentaires  oà,  o;j.,  8v  autour  des  ;i\es  Ha?',  H/',  H~'.  sans 
déplacement  de  II;  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Si  la  seule  (orée  appliquée  est  le  poids  g  appliqué  en  G,  on  a  évidem- 
ment 

L'  =  —  ga  cosQ,         M'=o,         N'=o. 

Les  équations  du  mouvement  sont  alors 

_-  =  _^cose,       ^,=0,       ^  =  o, 

c'est-à-dire,  d'après  la  valeur  de  S, 

|A+  a-  )  p  —  (AR  —  G/*)  q  -\-  a-q  r  =  —  g  a  cosO, 
kq'  +  (AR  —  Gr)p=  o, 

(G  +  «2)/"'  —  a2  pq  =  o, 

dont  les    deux    dernières    sont   identiques    aux    équations   (9)  et  (10)   du 
n°  412  et  la  première  à  l'équation  de  Lagrange  relative  à  0  (n°  464). 

On  traitera  de  la  même  façon  le  problème  général  du  roulement  d'un 
corps  pesant  de  révolution  quelconque  sur  un  plan.  [Y o'\r  Développements 
sur  une  forme  nouvelle  des  équations  de  la  Dynamique,  par  M.  Appell, 
{Journal  de  Mathématiques  de  M.  Jordan,  t.  VI,  fasc.  1,  1900,  p.  33)]. 

468.  Les  équations  du  mouvement  obtenues  en  cherchant  le 
minimum  d'une  fonction  du  second  degré.  —  Si  l'on  forme  la 
fonction 

qui   contient  les  lettres  qu  au  deuxième    degré,    on   voit    que  les 
équations  du  mouvement  (9)  peuvent  s'écrire 

ùK  d\\  d\\ 

(16)  -r-f    =  O,  —r    =  O,  •-.,  — r  ■=  O. 

dqx  dq%  .       dq k 

Ce  sont  les  équations  que  l'on  aurait  à  écrire  pour  trouver  les  va- 
leurs de  q\,  q".,,  •••j^  rendant  R  minimum.  Inversementles  valeurs 
des  q"  tirées  de  ces  équations  rendent  R  minimum,  car  les  termes 
homogènes  du  deuxième  degré  de  R  proviennent  de  S  et  consti- 
tuent une  forme  quadratique  définie  positive.  Comme  les  valeurs 
des  q"  déterminent  les  accélérations,  on  peut  interpréter  ce  résul- 
tat en  disant  que  les  valeurs  des  accélérations  à  chaque  instant 
rendent  W  minimum. 

Dans  cet  énoncé,   on   peut   remplacer  la    fonction  R  par   toute 
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autre  fonction  qui  en  diffère  seulement  par  des  termes  indépen- 
dants des  aeeélérations,  par  exemple  par  les  deux  fonctions  sui- 
vantes : 

-  Y  »»(***-»-/"*  +  *"2)  -  y(X/H-Y/+  Zz"), 


^^1(m'r"~X)'2+(my'-Y)2+(m"~"Z)2J- 

Le  fait  que  les  accélérations  rendent  cette  dernière  fonction 
minimum  est  une  conséquence  du  principe  de  Ja  moindre  con- 
trainte de  Gauss  sur  lequel  nous  reviendrons  à  la  (in  du  Chapitre 
suivant. 

iG9.  Sur  l'impossibilité  de  caractériser  un  système  non  holonome 
par  la  seule  fonction  T.  —  Quand  les  liaisons  d'un  système  sans  frotte- 
ment peuvent  être  exprimées  en  termes  finis  et  quand  on  emploie  des 
paramètres  qui  sont  de  véritables  coordonnées,  les  équations  de  Lagrange 
sont  applicables.  Supposons,  pour  simplifier,  qu'il  existe  une  fonction  de 
torées  U.  On  peut  alors  écrire  les  équations  du  mouvement  dès  que  Ion 
connaît  les  expressions  de  la  demi-force  vive  T  et  de  U  en  fonction  des 
paramètres  indépendants. 

Si,  au  contraire,  les  liaisons  ne  peuvent  pas  s'exprimer  toutes  par  des 
relations  en  termes  finis,  on  ne  peut  plus  appliquer  les  équations  de  La- 
grange;  pour  écrire  les  équations  du  mouvement,  il  suffit  de  connaître  U 

et  l'énergie  d'accélération  S=  -   VmJ2  composée  avec  les  accélérations 

comme  T  avec  les  vitesses.  Mais  cela  est-il  nécessaire? 

Ne  pourrait-il  pas  exister  des  équations  du  mouvement,  plus  générales 
que  celles  de  Lagrange,  applicables  à  tous  les  cas  et  n'exigeant,  pour  être 
écrites,  que  la  connaissance  des  deux  fonctions  T  et  U?  Nous  allons  mon- 
trer que  de  telles  équations  n'existent  pas.  Pour  cela,  nous  indiquerons 
deux  systèmes  différents  dans  lesquels  les  fonctions  T  et  U  sont  identi- 
quement les  mêmes  sans  que,  cependant,  les  équations  du  mouvement 
soient  les  mêmes. 

Premier  système.  —  Imaginons  un  solide  pesant  qui  remplisse  les  con- 
ditions suivantes  : 

1°  Le  solide  est  terminé  par  une  arête  vive  ayant  la  forme  d'un  cercle  K 
de  rayon  a; 

•i°  Le  centre  de  gravité  G  du  corps  est  situé  au  centre  du  cercle  K; 

y  L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  G  est  de  révolution 
autour  de  la  perpendiculaire  G.3  au  plan  du  cercle. 

Supposons  ensuite  que  le  corps  solide  ainsi  constitué  soit  assujetti  à 
rouler  -au-  glisser  sur  un  plan  horizontal  fixe,  qu'il  touche  par  l'arête  cir- 
culaire K. 

A.,    11.  20 
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Soit,  comme  au  n°  -412,  Gzi  la  verticale  ascendante  menée  par  G;  pre- 
nons comme  axe  G.r  la  perpendiculaire  au  plan  zGzt  et  comme  axe  Gy 
la  perpendiculaire  au  plan  xGz.  Gx  est  alors  une  horizontale  du  plan  du 
cercle  K  et  Gy  une  ligne  de  plus  grande  pente  de  ce  plan  aboutissant  au 
point  par  lequel  le  cercle  touche  le  plan  fixe.  Désignons  par  6  l'angle  de 
Gz  avec  la  verticale  ascendante  Gz{  et  par  <l>  l'angle  de  Gx  avec  une  hori- 
zontale fixe.  Ces  deux  angles  déterminent  l'orientation  du  trièdre  Gxyz. 
Pour  fixer  la  position  du  corps  solide  par  rapport  au  trièdre  Gxyz,  il 
suffit  de  connaître  l'angle  cp  que  fait  un  rayon  du  cercle  K,  invariablement 
lié  au  corps  avec  l'axe  Gx.  La  rotation  instantanée  w  du  corps  est  alors  la 

résultante  de  la  rotation  du    trièdre  et  d'une  rotation  —^  =  o1  autour  de 

dt 

Gz.  Les  composantes  /?,  q,  r  de  w  sont  donc 

p  =  6',  q  =  <]/  sinô,  /*  =  t]/  cos6  -h  ©'. 

D'autre  part,  la  condition  que  le  cercle  K  roule  montre  que  le  carré  de  la 
vitesse  du  centre  de  gravité  G  est  a2(p2-+-  r2).  En  définitive,  en  prenant 
la  masse  du  corps  comme  unité  et  appelant  A  et  G  les  moments  d'inertie 
par  rapport  à  Gx  et  Gz,  on  a 

2T  =  a2(/)2+/.2)  +  A(/}s+?2)  +  C^ 
d'où,  pour  l'expression  définitive  des  fonctions  T  et  U, 

(  2T  =  A4/2Sin20-4-(A  +  «2)e'2+(c  -h  a2)  (<|/  cbs8  -h  ce')2, 

(lJ  tt  -a 

(      U  =  —  g  a  sino. 

Deuxième  système.  —  Soit  un  deuxième  corps  pesant,  de  même  forme, 
de  même  rayon  a  et  de  même  niasse  que  le  précédent.  Imaginons  que  la 
distribution  de  la  masse  soit  différente,  de  telle  façon  qu'en  appelant  Ai 
et  Gj  les  moments  d'inertie  analogues  à  A  et  G  on  ait 

At  —  A,         Gj  =  G  -i-  a-. 

Assujettissons  ce  corps  aux  deux  liaisons  suivantes  :  le  corps  touche,  par 
l'arête  circulaire  K,  un  plan  horizontal  fixe  P!  sur  lequel  il  peut  glisser 
sans  frottement;  le  centre  de  gravité  G  du  corps  glisse  sans  frottement  sur 
une  circonférence  verticale  fixe  dont  le  rayon  est  a  et  dont  le  centre  O  est 
dans  le  plan  fixe  P4. 

Pour  exprimer  ces  liaisons,  prenons  les  mêmes  axes  mobiles  Gxyz  et  les 
mêmes  notations  que  plus  haut;  appelons  £,  rn  Ç  les  coordonnées  absolues 
du  point  G  par  rapport  à  deux  axes  0£  et  Or,  du  plan  P]  et  une  verticale 
ascendante  O  Ç.  On  peut  supposer  que  la  circonférence  verticale  fixe,  dé- 
crite par  G,  est  dans  le  plan  £0£;  on  a  alors 

Première  liaison  :  t  —  asinO, 
Deuxième  liaison  :  r(  =  o,         £2-t-  C2—  a~i 
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d'où,  évidemment, 

\  =  a  cosO. 

On  a,  dans  ces  conditions, 

2 T,  =  £'* -+-  r/a-hÇ'2 -+-  A,  (p*-hq*)  -4-  Ctr*, 

ou,  d'après  les  valeurs  de  jj,  rn  Ç,  A!  et  Cl5 

\   j.T1  =  A^'a  sin*8  -+-  (A  -+-  a»)8'2-r-  (G  -t-  a2)  (<|/  cosO  h-  qp')*, 
|      Ui=  —  ^asinO. 

On  voit  que  les  fonctions  T  et  Tl5  U  et  Ui  sont  identiques  :  cependant, 
les  équations  du  mouvement  sont  différentes,  caries  équations  de  Lagrange 
s'appliquent  au  deuxième  système  et  ne  s'appliquent  pas  au  premier.  C'est 
ce  que  nous  voulions  montrer. 

On  peut  remarquer  que,  sur  les  trois  équations  du  mouvement,  deux 
peuvent  être  amenées  à  avoir  la  même  forme  dans  les  deux  systèmes  :  en 
effet,  l'intégrale  des  forces  vives  est  évidemment  la  même  pour  les  deux; 
de  plus,  on  a  le  droit  d'écrire  pour  le  premier  système  l'équation  de  La- 
grange relative  à  6  (n°  164),  ce  qu'on  peut  faire  évidemment  pour  le 
deuxième.  Mais  les  troisièmes  équations  sont  différentes  dans  les  deux 
mouvements;  pour  le  deuxième  système,  on  a  l'intégrale  r  —  rQ  qui 
n'existe  pas  pour  le  premier. 

Il  va  de  soi  que  la  différence  entre  les  deux  mouvements  apparaît  immé- 
diatement si  l'on  forme  les  deux  fonctions  S  et  Sj. 


EXERCICES. 

1.  Appliquer  la  méthode  de  Lagrange  aux  problèmes  traités  et  proposés  comme 
application  des  théorèmes  généraux,  et  de  la  théorie  du  mouvement  relatif  dans 
les  Chapitres  XVIII,  XIX.  XX,  XXI  et  XXII. 

2.  Une  barre  homogène  pesante  AB  se  meut  dans  un  plan  horizontal  :  à  ses 
extrémités  A  et  B  est  attaché  un  fd  inextensible  et  sans  masse  passant  dans  un 
anneau  fixe  O  infiniment  petit.  iMouvement  du  système. 

Soit  ic  la  longueur  de  la  barre  et  ia  la  longueur  AO  H-  OB  du  fil.  Abaissons 
de  O  la  perpendiculaire  OP  sur  la  barre,  et  soit  GP  la  distance  de  P  au  milieu  G 
de  la  barre.  Le  point  O  est  sur  une  ellipse  de  foj'ers  A  et  B  et  de  longueur  d'axe 
focal  2  a.  On  a  donc,  en  faisant  a- — c2=  b\ 

GP"        OP 


a-  b'  ' 

et  l'on  peut  poser 

GP  =  acos-y,        OP  =  6sinç. 

Appelons,  en  outre,  a  l'angle  .rOP  que  fait  la  perpendiculaire  OP  avec  un  axe 


388  DYNAMIQUE    DE8    SYSTÈMES. 

fixe  Ox;  on  a,  pour  les  coordonnées  polaires  r  et  0  du  point  G, 

(i)  r2  =  a2  cos2cp  H-  b2  sin2»,        0  =  a  —  arctangf  -r-cot©  Y« 

On  a  alors 

T=  M(/.'2_hr20'2)  +  MA-2a'J, 

M/.J  étant  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  G. 

Remplaçant  r,  /•'  et  6'  par  leurs  valeurs  tirées  de  (i),  on  a  T  exprimé  en  cp,  cp' 
et  a'.  Les  forces  appliquées  ont  un  travail  nul.  On  aura  les  deux  intégrales 
premières 

-—  -  =  const.,         1  =  h. 
a  a 

L'élimination  de  a'  fournit  t  par  une  quadrature  en  fonction  de  cp. 

3.  Mouvement  d'une  barre  homogène  pesante  dont  une  extrémité  A  glisse  sur 
un  plan  horizontal  xQy  et  l'autre  B  sur  un   axe  vertical    Oz.  (Licence.) 

Appelant  cp  l'angle  de  la  barre  avec  la  verticale  ascendante  0.3,  0  l'angle  du 
plan  AOB  avec  xOz,  et  il  la  longueur  de  la  barre,  on  a 

T=  V(^'J  sin'Js  -f-s>'2), 
o 

U  =  —  gl  cosep. 
On  a  les  deux  intégrales  premières 

YV 

—  =  const.,         T  —  U  =  k. 

do 

La  quantité  cos  cp  est  une  fonction  elliptique  du  temps. 

4.  Une  tige  homogène  pesante  est  attachée  par  une  extrémité  A  à  un  point 
fixe  O  au  moyen  d'un  fil  de  longueur  OA  =  AB,  tandis  que  l'autre  extrémité  B 
glisse  sans  frottement  sur  l'horizontale  0.r.  Oscillations  infiniment  petites. 

Soient  il  la  longueur  de  la  barre,  6  l'angle  du  plan  OAB  avec  le  plan  vertical 
mené  par  Ox,  [à  l'angle  OBA..  On  a  (en  prenant  la  masse  de  la  barre  pour  unité) 

aï  =  ~  J26'2sin2p-+-  |/2(iH-6sin2p)  £'-, 
U  =  gl  sin  ,Q  cos  G. 
Il  existe  une  position  d'équilibre  stable  correspondant  à  8  =  o,  [à  =   -• 

5.  Mouvement  d'un  pendule  simple  de  longueur  variable;  cas  particulier  où  / 
varie  proportionnellement  à  t.  (Lecornu,  Acla  mathematica,    i8q,5.) 

6.  Un  tube  rectiligne  OA,  infiniment  mince,  fait  un  angle  constant  6  avec  la 
verticale  ascendante  Qz.  Suivant  quelle  loi  faut-il  faire  tourner  le  tube  autour 
de  O^ç  pour  qu'un  point  matériel  pesant  //?,  glissant  sans  frottement  dans  le  tube, 
puisse  prendre,  dans  des  conditions  initiales  convenables,  un  mouvement  défini 
par  l'équation 

Qm  =  k(t  -1-  a)2  (À"  et  a  constantes  ). 
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Soit  (J*  l'angle  du  plan  sOA  avec  un  plan  fixe.  Supposons  ^  donné  en  fonction 
du  temps  ù    -J\t)  et  appelons  p  la  distance  0/n.  On  a 

T-  ™[p'2-hp2sin26/'2(OL 
U  =  —  /»  pg-  cosO, 
d'où,  pour  l'équation  du  mouvement, 

p" —  p  sin28/'-(  £)  +  g  cosG  =  o. 

La  question  est  celle-ci  :  que  doit  ètre/(£)  pour  que  cette  équation  admette 
l'intégrale  particulière  p  =  Â"(  £ -f- a)2.  Exprimant  que  cette  fonction  vérifie 
l'équation,  on  a 

,.   .  i     ,   /ik  -i-fi-cosô ,       t -t- y. 

fit)  =   -^— *t/ f log 

•7  v    ;        sineV  *  a 

Si,  en  particulier,  k  =  —  ^cosS,  on  trouve  f{t)  =  o,  le  tube  doit  rester 
immobile. 

6  &?'.s.  Un  tube  circulaire  homogène  de  section  infiniment  petite  peut  tourner 
autour  d'un  de  ses  diamètres  qui  est  vertical  et  fixe.  Dans  l'intérieur  peut  se 
mouvoir,  sans  frottement,  un  point  matériel  pesant  ni.  Trouver  le  mouvement  du 
système. 

La  position  du  système  dépend  de  deux  variables.  Preoons  la  position  initiale 
du  tube  pour  plan  xOz  et  appelons  cp  l'angle  qu'au  temps  t  le  plan  du  cercle 
fait  avec  sa  position  initiale.  Prenons  pour  axe  Oz  le  diamètre  fixe  descendant, 
et  soit  8  l'angle  du  rayon  O  m  avec  O^. 

R  désignant  le  rayon  du  tube,  M  sa  masse,  on  a 

2T  =  M*2<p'2+  wR2(8'2+  tp'2sin26), 
U  =  ing\\  cosG. 

7.  Deux  points  matériels  m  et  m'  s'attirent  proportionnellement  à  la  distance 
et  sont  assujettis  à  se  mouvoir  sur  deux  circonférences  de  rayons  a  et  a'  situées 
dans  un  même  plan  horizontal. 

Oscillations  infiniment  petites  autour  d'une  position  d'équilibre  stable. 
Étudier  le  mouvement  fini  dans  le  cas  où  les  deux  circonférences  sont  concen- 
triques. 

8.  Mouvement  d'an  point  pesant    M    sur    un    cercle    qui   tourne,  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  w,  autour  d'un  axe  vertical  ST  situé  dans  son  plan. 
—  Prenons  pour  système  de  comparaison  celui  qui  est  formé  par  la  verticale  du 
centre  zz'  et  l'horizontale  xOx'  rencontrant   ST,  le   sens  positif  de  Vaxe  zz 
étant  celui  du  nadir. 

Soient  m  la  masse  du  point  M,  r  le  rayon  du  cercle,  a  la  distance  OA  du 
centre  O  à  l'axe  ST. 

La  position  du  pendule  OM  est  déterminée  à  chaque  instant  par  l'angle  8  qu'il 
fait  avec  Oz,  cet  angle  étant  supposé  compté  positivement  dans  le  sens  direct, 
c'est-à-dire  de  Oz  vers  Ox.  Employons  la  méthode  de  M.  Gilbert,  quoique  la 
méthode  directe  soit  beaucoup  plus  simple. 

Calcul  de  Tr.  —  C'est  la  force  vive  du  système  S,  réduit  ici   au   point  INI,  dans 
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son  mouvement  relatif  par  rapport  à  xOz,  c'est-à-dire  dans  son  mouvement  de 
rotation  autour  de  O, 

T  =  -  mr-  8'-. 
r       2 

Calcul  de  (J.  —  L'axe  instantané  de  rotation  du  système  xOz  pour  le  point  O 
est  la  droite  zz'.  Le  moment  d'inertie  du  point  M  par  rapport  à  cet  axe  est 


H  =  mr2  sin28. 


Donc,  on  a 


(\  =.     —  mr-  sin- 


Calcul  de  fÇ.—  L'axe  représentatif  de  la  rotation  instantanée  étant  dirigé  sui- 
vant 0^  et  celui  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  du  point  M  dans  son 
mouvement  relatif  par  rapport  à  xOz  étant  perpendiculaire  à  ce  plan  xOz,  ces 

/\ 

deux  axes  sont  rectangulaires.  Donc,  ici,  coswc  =  o  et  V  =  o. 

Calcul  de  U.  —  Les  composantes  de  la  seule  force  appliquée  étant 

X  =  o,         Y  —  o,         Z  =  mg, 
on  a 

U  =  mgr  cos8. 

Calcul  de  K.  —  L'accélération  J  du  centre  O  tournant  avec  la  vitesse  angu- 
laire t»)  autour  du  point  A  est  dirigée  suivant  OA  et  égale  à  w2a.  Donc 

K  =  mrtù2a  sinô. 
On  a  donc 

T  =  -  m/'26'2H mr-  sin-6 

2  2 

et 

U  -+-  K  =  mgr  cos6  -4-  mrora  sin8. 

L'équation  du  mouvement  est  donc 

d'Ô  0      .  g      .      .  tu2rt 

— — -  =  w  sin  t)  coso  —  -  sinQ  4-  — -  cosb. 
dt-  r  r 

On  obtient  les  positions  d'équilibre  relatif  en  égalant  à  zéro  le  second  membre. 
Ce  dernier  problème  a  été  résolu  géométriquement  au  n°  415. 

9.  Un  corps  solide  pesant  D  est  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  xOx'\ 
l'axe  xx'  tourne  lui-même  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w  autour  d'un 
axe  vertical  zOz'  qui  le  rencontre.  Le  centre  de  gravité  G  du  corps  est  sur  une 
perpendiculaire  élevée  en  0  à  xOx'\  on  suppose  que  xx'  et  OG  soient  des  axes 
principaux  d'inertie  du  corps  relatifs  au  point  O. 

Trouver  le  mouvement  du  corps  (en  ne  tenant  pas  compte  de  la  rotation  de 
la  Terre). 

Prenons  comme  système  de  comparaison  le  système  rectangulaire  Oxyz  tour- 
nant autour  de  Os  avec  la  vitesse  donnée  m. 

Appelons  6  la  distance  GO,  8  l'angle  de  OG  avec  la  verticale  descendante  0~'. 
Le  mouvement  apparent  est  une  rotation  de  vitesse  angulaire  6'  autour  de  0.r. 
Nous  avons  donc,  en  appliquant  la  méthode  de  Gilbert, 

Tr=-A8'2,  (/=  — (Bcos28  +  C  sin-6),         %?  =  0. 
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La  quantité  V  est    eu  général   wjciiswj;   actuellement  le   moment  résultant  i 
des  quantités  de  mouvement  relatives  est  égal  à  A6'  et  dirigé   suivant  Ox;  o)  est 

/\ 

dirigé  suivant    Oz\  donc   cosioff  =  o,  et  V  est  nul.  La  seule  force,  autre  que  les 

forces  de  liaisons,  agissant  réellement,  est  le  poids;  on  a  donc 

U  =  Mg-Scosô. 

Enfin  l'origine  O  étant  fixe,  K  est  nul.  L'équation  du  mouvement  est  donc 


dt1 


A  -,—  —  01- (C  —  B)  sin6  cos6  =  —  M gosin 


Cette  équation  peut  être  identifiée  avec  l'équation  du  mouvement  d'un  point 
pesant  mobile  sur  un  cercle  qui  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  <o 
autour  d'un  diamètre  vertical  fixe.  (Exercice  précédent.)  (Gilbert,  Mémoire  sur 
l'application  de  la  méthode  de  Lag range  au  mouvement  relatif.  ) 

10.  On  peut  ramener  à  des  quadratures  la  recherche  du  mouvement  d'un  solide 
homogène  de  révolution  mobile  autour  d'un  point  de  son  axe  Os,  toutes  les  fois 
que  les  forces  appliquées  dérivent  d'une  fonction  U  qui  dépend  uniquement  de 
l'angle  de  l'axe  Oz  avec  une  direction  fixe  Ozv 

En  effet,  prenons  la  direction  fixe  pour  axe  Oz,;  on  a  U  =_/(0)  et  l'on  voit, 
en  écrivant  les  équations  de  Lagrange  relatives  à  tp  et  <\>  et  l'intégrale  des  forces 
vives,  qu'on  est  ramené  à  des  quadratures.  , 

11.  On  peut,  de  même,  ramener  aux  quadratures  l'étude  du  mouvement  d'un 
solide  homogène  de  révolution  glissant  sur  un  plan  fixe,  toutes  les  fois  que  les 
forces  appliquées  dérivent  d'une  fonction  U  dépendant  seulement  de  l'angle  6  que 
fait  l'axe  Gz  du  corps  avec  la  normale  G s,   au  plan. 

12.  Généralisation  du  théorème  de  Bonnet  (  n°  247,  fin  de  l'application). 
(  Padova,  voir  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  p.  178;  i885.  ) 

13.  Tautochronisme  dans  les  systèmes.  —  Soit  un  système  à  liaisons  indé- 
pendantes du  temps,  sollicité  par  des  forces  connues  ne  dépendant  que  de  la 
position  du  système;  appelons  </,,  <72,  ...,  qk  les  paramètres  indépendants  qui 
servent  à  définir  la  position  du  système.  Le  problème  à  résoudre  est,  le  suivant  : 

Quelles  nouvelles  liaisons,  au  nombre  de  k  —  1,  faut-il  imposer  au  système 
pour  que  le  système  à  liaisons  complètes  ainsi  obtenu  soit  tautochrone,  c'est- 
à-dire  mette  le  même  temps  à  revenir  à  une  position  déterminée  quelle  que 
soit  la  position  initiale  dans  laquelle  on  l'abandonne  à  lui-même  sans 
vitesse? 

Béponse.  —  On  a 

2]  (  X  Ix  +  Y  oy  h-  Z  oz  )  -  Q,  8?,  +  . . .-+-  O,  07,. 

Introduisons  de  nouvelles  liaisons  rendant  le  système  à  liaisons  complètes  et 
tautochrone  :  on  peut  toujours  supposer  alors  qv  q2,  . . .,  qk  exprimés  en  fonction 
d'un    paramètre    q  ;    l'équation  unique   du   mouvement  du    nouveau    système  est 
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donnée  j);u'  l'équation  des  forces  vives 

(i)  dT  =  Qtdq^  ...+  Qicdqk. 

l'rciions  à  la  place  de  q  une  nouvelle  variable  v  définie  par 


(2)  {/^a^dq^dq^ds. 


Alors 


T=  -s'\        0,  dqr+-...-hQkdql;=f(s)  ds. 


et  l'é({uation  (i)  devient 


*■  =  /(*)■ 


Pour  que  cetle  équation  définisse  un  mouvement  tautochrone,  il  faut  et  il  suffit 
(n°214)  que '/(s)  soit  de  la  forme  — \x2s,  où  \x2  est  une  constante  positive.  On 
doit  donc  avoir 

(3)  Q,  dq,-+-  Q,  dq2-h...-i-  Qk  dqk—  —  \x2sds. 

Réciproquement,  si  l'on  a  trouvé  des  fonctions  q„  q2,  ...,  qk  de  s  vérifiant  les 
deux  relations  (2)  et  (3),  le  système  devient  un  système  à  liaisons  complètes 
dont  la  position  dépend  du  seul  paramètre  s  et  ce  système  est  tautochrone. 

Comme  on  n'a  que  deux  relations  pour  déterminer  q{,  q2,  ...,  qk  en  fonctions 
de*,  on  peut  se  donner  arbitrairement  k — 2  relations  compatibles  entre  qn 
q2,  ...,  qk  et  s. 

On  peut,  par  exemple,  déterminer  le  problème  en  assujettissant  le  système  à 
être  tautochrone  non  seulement  pour  les  forces  données,  mais  encore  pour  À" —  2 
autres  systèmes  de  forces  X('),  Y(i\  Z(')  ne  dépendant  que  delà  position  (Appell, 
Comptes  rendus,  t.  CXIV,  1892,  p.  996). 

14.  Interprétation  des  valeurs  imaginaires  du  temps. 

Étant  donné  un  système  de  points  matériels  assujettis  à  des  liaisons  indé- 
pendantes du  temps  et  soumis  à  des  forces  qui  ne  dépendent  que  des  posi- 
tions des  différents  points,  les  intégrales  des  équations  différentielles  du  mou- 
vement de  ce  système  restent  réelles  si  Von  y  remplace  t  par  t  \j —  1  et  les 
projections   a  ,   3  ,  y    de  la   vitesse    de   chacun  des  points  mv  par  — ai/ — 1, 

—  (â  y — 1,  —  YP  y — 1.  Les  expressions  ainsi  obtenues  sont  les  équations  du 
nouveau  mouvement  que  prendraient  les  mêmes  points  matériels  si,  placés 
dans  les  mêmes  conditions  initiales,  ils  étaient  sollicités  par  des  forces  res- 
pectivement égales  et  opposées  à  celles  qui  produisaient  le  premier  mouve- 
ment. 

Démonstration.  —  On  peut  employer  les  équations  aux  multiplicateurs  de 
La  grange,  et  y  changer  t  en  t\j — 1;  on  remarque  alors  immédiatement  que  cela 
revient  à  changer  de  signe  les  projections  des  forces  appliquées  et  à  modifier  les 
multiplicateurs. 

On  peut  également  se  servir  des  équations  de  Lagrange 


CHÀP.  XXIV.  —  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DE  LA  DYNAMIQUE.  3<)3 
T  est  alors  une   fonction  homogène  el  <lu  second  degré  de  g'.,  (/'„,  ...,  qV  et  l'on 

voit  immédiatement  que  changer  t  en  t  \l — i  revient  à  changer  Qa  en  — Q  , 
c'est-à-dire  à  changer  le  sens  des  forces  appliquées  (  Appell,  Comptes  rendus, 
t.  LXXXVII,  1878,  p.  1074). 

15.  Application  des  équations  générales  du  n°  465  à  un  corps  solide  qui  se 
meut  parallèlement  à  un  plan  fixe.  —  Prenons  comme  plan  de  la  figure  le  plan 
de  la  courbe  décrite  par  le  centre  de  gravité.  Soient,  dans  ce  plan,  deux  axes 
fixes  Ox  et  Oy,  \  et  t,  les  coordonnées  de  G.  Il  suffit  évidemment  de  connaître 
le  mouvement  de  la  figure  plane  (P),  section  du  corps  par  le  plan  x Oy.  Appe- 
lons alors  6  l'angle  que  fait  avec  Ox  un  rayon  GA  invariablement  lié  à  cette 
figure  plane  (P),  et  MA2  le  moment  d'inertie  du  coi^ps  pai1  rapport  à  Taxe  mené 
par  G  perpendiculairement  au  plan  xOy. 

Le  mouvement  du  corps  autour  du  centre  de  gravité  G  est  une  rotation  autour 
d'un  axe  fixe  dans  le  corps,  la  vitesse  angulaire  de  rotation  étant  6'.  On  a  donc, 
pour  la  fonction  S(  calculée  dans  le  mouvement  du  corps  autour  de  G, 

2 

Donc 

S=  ^rj"2  +  7f2+Â:2ew2  +...], 

où  il  est  inutile  d'écrire  les  termes  ne  contenant  pas  les  dérivées  secondes. 

D'autre  part,  si  l'on  appelle  X0,  Y0  les  projections  de  la  résultante  générale  des 
forces  appliquées,  et  N„  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à  l'axe 
mené  par  G  perpendiculairement  au  plan  xOy,  on  a 

\  (  X  Sx  -+-  Y  8y  -+-  Z  8.3  )  =  X0  5Sj  -f-  Y0  St,  -h  N0  38. 

Le  corps  n'étant  supposé  soumis  à  aucune  autre  liaison,  les  paramètres  £,  r„  8 
sont  indépendants  et  les  équations  du  mouvement  sont 

*   -  X  ^   -  Y  d±  -  N 

M  l"  =  X0,         M  t,"  =  Y,„         M  k2  8"  =  N0. 

On  retrouve  ainsi  les  équations  que  donnent  immédiatement  les  théorèmes 
généraux. 

1G.  Calcul  de  l'énergie  d'accélérations  S  pour  un  corps  solide  mobile  autour 
d'un  point  fixe  0.  —  Rapportons  le  mouvement  du  corps  à  un  trièdre  trirec- 
tangle  Oxyz,  d'origine  O,  animé  d'un  mouvement  connu.  Soient  il  la  rotation 
instantanée  de  ce  trièdre.  P,  Q,  R  les  composantes  de  cette  rotation  suivant  les 
axes  Ox,  Oy,  Oz;  soient  de  même  w  la  rotation  instantanée  absolue  du  corps 
solide,/?,  q,  r  ses  composantes  suivant  les  axes  Oxyz. 

Nous  avons  trouvé  (n°  466),  pour  les  projections  J,,  Jy,  J.  de  l'accélération 
du   point  m,  des  expressions  de  la  forme 

Jx=-  x(q*+  r*)  +y[q(p  -P)  +  pQ  -  r']  +  z[r{p  -  P)+pR-hq']. 
<>n  a  de  même,  en  permutant,  J    et  J..  Faisant   la  somme    des  carrés,  on  a  J-, 
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et  enfin  la  fonction 

S^  ;^m(Ji-}-J}-h.)i). 

Dans  cette  somme  figurent  comme  coefficients  les  moments  d'inertie 

A-Vm(y2+^),         B=2]m(~2  +  ^2)>         0=^(^4-^). 

et  les  produits  d'inertie 

D  =  2,  myz>         E  =  2,  m zxi         F  =  /   m xy, 

par  rapport  aux  axes  Oxyz.  Ces  six  quantités  seront,  en  général,  variables  avec 
le  temps,  puisque  les  axes  Oxyz  se  déplacent  dans  le  corps. 

Actuellement,  les  paramètres  sont  les  angles  qui  fixent  l'orientation  du  corps 
autour  du  point  O  :  les  quantités  p,  q,  r  contiennent  les  dérivées  premières  de 
ces  paramètres  par  rapport  au  temps;  le  trièdre  Oxyz  étant  supposé  animé  d'un 
mouvement  connu,  P,  Q,  R  doivent  être  regardés  comme  des  fonctions  connues 
du  temps;  les  dérivées  secondes  des  paramètres  ne  figurent  donc  que  dans  p ', 
q\  r'.  Alors,  d'après  une  remarque  générale,  il  suffit  de  calculer  les  termes  de  S 
qui  dépendent  des  accélérations,  c'est-à-dire  de  p',  q',  /',  car  ces  termes  seuls 
dépendent  des  dérivées  secondes  des  paramètres. 

Posons,  pour  abréger, 

ryR-rQ  =  Pn         rP-/>R  =  Q1,        pO-qP  =  l\], 

et  désignons,  pour  un  moment,  par  a,  6,  c  les  sommes  \  m  x2,  2,  m y~i  /,  mz~' 
On  peut  écrire 

2S  =  a[(g'-qi~pry-h(r'-Rl  +  pçy] 

+  *[(r'-R,-tf/>)*H-.(i>,-P1-h$rr)»l 

4-  c[(p'-  Pt-  rçy+  (  q'  -  Q1+  rp)-] 

-2D[(^-^)/?'  +  (9,-Ql+^)(r'-R,-M)] 
-2E[(/-2-^)7'_+-(/.'_R1+^)(/y_Pi_-  qr)} 

-2F[{p>-q*)r'  +(^-P1+  rq)(q'-Ql-rp)]+.... 

Développons  et  ordonnons  par  rapport  à  p' —  P,,  g' —  Q,,  /•' —  Rp  en  remar- 
quant que 

b  -h  c  —  A,  c  +  a=B,                 â  -h  b  —  C, 

b  —  c  — C  —  B,  c  —  a  —  k—  C,        a  —  b—B  —  A; 

nous  pouvons  écrire,  en  laissant  de  côté  des  termes  indépendants  de  p' ,  q\  r', 

I  2S  =  A(//-  P,)*+  B(q'~  Q,)2-t-  C(r'-  R,  )2 

_2D(7'-Q1)(/-'-R1)-2E(/-'-R1)(/>'-P1) 
,1Q*     J  -2F(/?'-P,)(,y'-Ql) 

K   J)     j  +2[(C-B)qr  -D(qi—  r-)  -Epq^Fpr](p'~  P{) 

-h2[(A-C)rp-E(r>-p>)-Fqr-hBqp](q'-Ql) 
-+-2[(B  —  X)pq  —  F(/?2—  <72)  -DrjB  +  E^](;-'  —  R,)  +.... 

Remarque.  —  Si  les  axes  0.rjK£  sont  Tires  o?a/w  V espace,  on  a 

P  -  O  =  R  =  o  ; 
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par  suite 

Si  les  axes  sont  fixes  dans  le  corps,  on  a 

P:    p,        q  =  q,        R  =  r, 

d"où  encore 

p,  =  Qi=Ri  =  o 

(  V.PPELL,  Journal  de  Jordan,  1900). 

17.  Quel  est,  dans  un  solide  en  mouvement,  le  lieu  des  points  A  possédant  la 
propriété  suivante  : 

L'énergie  d'accélération  absolue  S  du  corps  est  égale  à  l'énergie  d'accélé- 
ration de  la  niasse  totale  concentrée  en  A,  augmentée  de  l'énergie  d'accéléra- 
tion calculée  dans  le  mouvement  relatif  du  corps  autour  du  point  A. 

(A.  de  Saint-Germain,  Comptes  rendus,  1901.) 


3<)()  I)  Y  N  A  M  I  Q  (  E     I)  E  S    S  Y  S  T  È  M  E  S 


CHAPITRE  XXV. 

ÉQUATIONS  CANONIQUES. 

THÉORÈMES  DE  JACOBI  ET  DE  POISSON 

PRINCIPES  D'HAMILTON,  DE  LA  MOINDRE  ACTION 

ET  DE  LA  MOINDRE  CONTRAINTE. 


I.  -  EQUATIONS  CANONIQUES. 

470.  Transformation  de  Poisson  et  d'Hamilton.  —  Nous  avons 
vu  à  la  fin  du  premier  Volume,  nus  291  et  suivants,  comment  on 
ramène  les  équations  du  mouvement  d'un  point  prises  sous  la 
forme  donnée  par  Lagrange  à  la  forme  appelée  canonique. 

Une  méthode  identique  s'applique  aux  équations  du  mouve- 
ment d'un  système  holonome  quelconque  dont  la  position  dépend 
de  k  coordonnées  gr,,  q2-,  .  .  .,  <7#.  G'esl  ce  que  nous  allons  mon- 
trer rapidement,  en  renvoyant,  pour  tous  les  détails  du  calcul,  au 
Chapitre  XVI,  dans  lequel  les  calculs  sont  développés  pour  le  cas 
de  k  --  3. 

Les  équations  de  Lagrange  sont 

d   (  dT  \      .  dT  ,        dgv  . 

u>  3*^-35;  =  ^        ?*=7/7       (*■='.».-.*)■ 

Prenons,  d'après  Poisson,  comme  nouvelles  variables,  à  la 
place  de  q  ^  q'2,  .  .  .,  qkl  les  quantités 

dT  dT  dT 

àq1  dq.2  dqk 

Ces  équations  étant  linéaires  par  rapport  à  q\ ,  .  .  .,  q'k  peuvent 
être  résolues  et  donnent,   pour    ces    quantités,    des    expressions 
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linéaires  en  piy  ...,  /?*.  Voyons  ce  ([ne  deviennent  les  écj na- 
tions (1)  quand  on  fait  ce  changement  de  variables. 

Laissons  la  variable  t  constante  et  donnons  aux  variables  q  elp 
des  accroissements  infiniment  petits,  arbitraires,  indépendants 
oy  et  op;  il  en  résulte  pour  les  q'  des  accroissements  o</'  définis 
par  les  relations  (2)  supposées  résolues  par  rapport  aux  q' . 

La  fonction  T,  qui  dépend  des  lettres  q  et  q\  subit  alors  une 
variation 

oT  =  lé  w,  0?v  +  2t  w, q-" 

V  V 

ou,  en  vertu  des  équations  (2), 

ce  qu'on  peut  écrire,  en  posant  K.  =  Hpyq'v —  T, 


q[t  opv. 


On  a  ainsi  une  première  expression  de  la  différentielle  totale  ôK.. 
Supposons,  d'autre  part,  K  exprimé  au  moyen  du  nouveau 
système  de  variables  qv,  pv.  Quand,  t  restant  constant,  ces  va- 
riables subissent  des  variations  arbitraires  oqv  et  oyj>v,  on  a 


<k  =    >   - —  0 


?v  +   >,  -5—  oy>, 


ôqv  ji*  dp,, 

Cette  nouvelle  expression  de  ûtv  doit  être  identique  à  la  précé- 
dente,  quels  que  soient  les  oq  et  les  op  ;  on  a  donc 

OT        OK  dK 

(3)  ~^,  =  ^/     *v=^v     (v  =  «,«,...,*). 

Dans  ces  équations,  les  dérivées  partielles  de  T  sont  prises  en 
supposant  .T  exprimé  à  l'aide  des  q  et  des  q' ,  et  celles  de  K  en 
supposant  K.  exprimé  à  l'aide  des  q  et  des  p.  D'après  ces  rela- 
tions (•>),  les  équations  (1)  de  Lagrange  prennent  la  forme 

cipv        o\\        _„  dq ,,        <9K 
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Ces  équations  du  premier  ordre  détermineront  les  variables 
pti  p2,  . .  .,  pk,  <]\i  qii  •  •  ••>  <]k  en  fonelion  du  temps. 

Dans  tout  ee  qui  suit  nous  supposerons  que  les  composantes 
suivant  les  axes  des  forces  appliquées,  autres  que  les  forces  de 
liaison,  soient  les  dérivées  partielles,  par  rapport  aux  coordon- 
nées, d'une  fonction  U  des  coordonnées  et  du  temps;  cette  con- 
dition sera  réalisée,  en  particulier,  si  les  forces  appliquées  dé- 
rivent d'une  fonction  de  forces,  mais  alors  U  ne  contiendra  que 
les  coordonnées  et  non  le  temps. 

Dans  cette  hvpolhèse,  comme  les  coordonnées  des  différents 
points  du  système  sont  des  fonctions  des  paramètres  qu 
q2,  ...,  cjk  et  peut-être  du  temps,  U  est  une  fonction  de  q (, 
q<n   .'•  -,  qk-,    t  ne   contenant   pas  les   lettres  py,   de  sorte  que  les 

dérivées  partielles  - —  sont  nulles  ;  on  a  de  plus  Ov  — Posons 

1  àpv  l  ^  ôqv 

alors 

(5)  K— U  =  H, 

nous  aurons 

^K        ^H  dK  dU 

àpv        àpy  dqv  v       dqy 

et  les  équations  (4)  deviennent 

dqv        àH  dpv  dW 

(6)        nï  =  d^>     nr=  -3£     (v  =  l'  "•■•■' *>■ 

Ce  sont  là  les  équations  canoniques  du  mouvement  données 
par  Hamilton  ;  elles  forment  un  système  de  ik  équations  du  pre- 
mier ordre,  définissant  qK ,  q2-,  . .  -,  qh et  p{ ,  /?2,  . . .,  fk  en  fonc- 
tion du  temps  et  de  ik  constantes  arbitraires. 

Cas  particulier  où  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps. 
■ —  Si  les  liaisons  imposées  au  système  sont  indépendantes  du 
temps,  on  peut  toujours  choisir  comme  paramètres  qti  q2,  . . .,  qk 
des  quantités  telles  que  les  expressions  des  coordonnées  des  diffé- 
rents points  du  système  en  fonction  de  ces  paramètres  ne  con- 
tiennent pas  explicitement  t.  Alors  T  est  une  fonction  homogène 
et  du   second  degré  des  q'  (n°  4-4o)  et,  d'après  le  théorème  des 
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fonctions  homogènes,  on  a 

car  pv  est  égal  à  -r— 7-'  Dans  ce  cas  la  fonction  K  devient 

K  =  S/>vgr;-T  =  2T-T  =  T, 

et  l'on  a 

H  =  K  — U=T  — U. 

Dans  ce  cas,  les  calculs  qu'il  faut  faire  pour  passer  de  la  forme 
quadratique  T  exprimée  en  q\ ,  .  ..,  qk  à  la  forme  T  exprimée 
en  /?,,  ...,  pk  sont  identiques  à  ceux  que  l'on  fait  pour  passer 
d'une  forme  quadratique  à  la  forme  adjointe. 

Cas  oà,  les  liaisons  étant  indépendantes  du  temps,  il  existe 
une  fonction  des  forces;  intégrale  des  forces  vives.  —  Aux  hypo- 
thèses faites  dans  le  numéro  précédent,  ajoutons  la  supposition 
qu'il  existe  une  fonction  des  forces,  c'est-à-dire  que  U  dépende  des 
coordonnées  des  différents  points  et  non  du  temps.  Alors,  comme 
les  expressions  des  coordonnées  en  fonction  des  q  sont  supposées 
ne  pas  contenir  t,  U  devient  une  fonction  de  q^,  q2l  .  •  .,  </a,  ne 
contenant  pas  t.  Dans  ce  cas,  le  théorème  des  forces  vives  conduit 


à  l'intégrale 


«»U  H 


C'est  ce  qu'il  est  facile  de  déduire  des  équations  canoniques.  En 
effet,  actuellement,  la  fonction  H  =  T  —  U  ne  contient  pas  expli- 
citement t;  elle  s'exprime  uniquement  à  l'aide  des  variahles  qv  et 
jt?y  Pendant  le  mouvement,  ces  variahles  qv  et  py  sont  des  fonc- 
tions du  temps,  H  devient,  par  leur  intermédiaire,  une  fonction 
du  temps,  et  l'on  a 

dt  ^art  \^v    dt  àpv    dt 

v 

mais,  d'après  les  équations  canoniques,  chaque  terme  delà  somme 
du  second  membre  est  nul.  Donc,  pendant  le  mouvement,  on  a 

d\\  u 

— —  =  o,         H  =  li. 
dl  ' 
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Remarque.  —  Si  H  contenait  explicitement  t,  on  aurait 

~dt    "  Zd  \dqv  ~dt   "  dp~v    dt  )  "  dt  ' 
v 

la    somme  étant    nulle   en    vertu   des    équations    canoniques,    on 

trouverait 

dU      <m 

dt      "  Ht' 

La  transformation  de  P  oisso  n-  Hamilton  est  toujours  possible.  —  La 
transformation  repose  sur  la  résolution  des  équations  (2)  linéaires  en  q\1 
</'2,  ...,  q'k.  On  montre,  comme  dans  le  n"  294,  que  le  déterminant  des 
coefficients  des  inconnues  q\t  ne  peut  pas  être  nul. 


II.  —   THEOREME    DE    JACOBI    ET    APPLICATIONS. 

171.   Théorème  de  Jacobi.  —  Le  théorème  de  Jacobi  s'applique 

à  des  équations  de  la  forme  canonique  dans  lesquelles  H  est  une 

fonction  quelconque  des  variables  qv,  py  et  t.  Nous  écrirons  cette 

fonction 

H(/?i,i?2,  .  -.,  Pk\  qug*,  •  •  -,  qk,  *)» 

en  mettant  les  variables  en  évidence.  Le  théorème  repose  sur 
cette  remarque  que  les  équations  canoniques  sont  les  équations 
des  caractéristiques  d'une  certaine  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  :  il  ramène  l'intégration  des  équations 
canoniques  à  la  recherche  dune  intégrale  complète  de  cette  équa- 
tion. Voici  comment  on  peut  énoncer  le  théorème  : 

Soit  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

d\       „  /  dV     ÔY  ôY  \ 

qui  définit  V  en  fonction  des  variables qi,q2j  . .  • ,  qh -,  l-,  regardées 
comme  indépendantes .  Si  l  on  connaît  une  intégrale  complète 

(G)  V(<7i,  <y2,  .  .  .,  qk,  t\aua^  .  .  .,  «/,)  -+-  const. 

de  cette  équation  avec  k  constantes  arbitraires  a{J  a2,  . ..,  «a- 
dont  aucune  n' est  une  constante  addilive,  les  équations  fuies 
du  mouvement,  c  est-à-dire  les  intégrales  générales  des  équa- 
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lions  canoniques,  sont 


(h) 

()y     1 

0((l 

—  =  b2 

0(1-2 

(h) 

àq\ 

àqi 

ÔY 
—       PL •—  -—  > 

àqk 

avec  ik  constantes  arbitraires  «,,  a2)  . . .,  a,k\  b\>  b2l  •  •  -•>  b/e 

Nous  avons,  dans  le  n°  297,  démontré  ce  théorème  dans  Fhypo- 
ihèse  que  le  nombre  des  variables  q  est  3,  (k  =  3).  La  même  dé- 
monstration s'applique  identiquement  au  cas  général  où  k  est  un 
entier  quelconque.  Il  est  inutile  de  revenir  sur  cette  démonstra- 
tion. Le  théorème  général  doit  donc  être  regardé  comme  dé- 
montré :  les  équations  (J()  donnent  q^  q2y  ...,  qk  en  fonction 
du  temps  et  des  ik  constantes  av  et6v;  ces  expressions  définissent 
le  mouvement  du  système;  les  équations  (J.,)  donnent  ensuite  les 
variables  auxiliaires  pv. 

•472.  Cas  particulier  où  t  ne  figure  pas  dans  les  coefficients  de 
l'équation  de  Jacobi.  —  Lorsque  t  ne  figure  pas  dans  les  coeffi- 
cients de  l'équation  (J),  on   peut  vérifier  cette   équation  par  une 

fonction  de  la  forme 

V  =  —  ht  +  W, 

h  désignant  une  constante,  et  VV  une  fonction  de  qt ,  q2l  •  •  ,  qk 
indépendante  de  t.  En  substituant  cette  expression  de  V  dans 
l'équation  (J),  on  a,  pour  déterminer  W,  l'équation 

„  /d\Y    à\Y  dW  \ 

11  suffira  de  trouver  une  intégrale  complète  de  cette  équation  (J') 
W(qii  q 2,  . . .,  qic\  ct\,  «2,  •  •  -,  a>k-u  h)  "+"  const., 

contenant,  outre  A,  (k  —  i)  constantes  au  a2,  ...,  #/t_»  dont 
aucune  n'est  additive.  On  aura  alors,  en  prenant 

Y  =  —  ht  +  W'qi,  </2,  .  . .,  qk\  a,,  a2,  .  .  .,  ak-u  h), 

une  intégrale  complète  de  l'équation  de  Jacobi   avec   les  k  con- 
stantes «,,  a2,   ...,  ('h-\-,   h,  dont  la  dernière  remplace  ak.  Les 
équations  finies  du  mouvement  (J,)  et  (J2)  deviennent  alors,   en 
A.,  II.  9.6 
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désignant  la  constante  bu  par  —  /„, 

/¥/x      <AV        .  rfW        .  d\V         .  <A\ 

1        ôcii  dot  oak-i  '"l 

cAV  o\\  o\V 

(J->)  Py—  -t — '        Pi=-) — '         '•*»        Pk—  ~> — * 

Les  (Â  • — i)  premières  équations  (JJ)  ne  contenant  pas  £  défi- 
nissent la  suite  des  configurations  géométriques  par  lesquelles 
passe  le  système  pendant  le  mouvement:  la  dernière  équation  (J'f) 
donne  le  temps  t  que  met  le  système  à  atteindre  une  de  ces  confi- 
gurations. 

Le  cas  que  nous  venons  de  traiter  se  présente  en  particulier 
quand,  les  liaisons  étant  indépendantes  du  temps,  les  expressions 
des  coordonnées  des  points  du  svstème  en  fonction  des  qy  ne 
contiennent  pas  t,  et  quand  les  forces  dérivent  d'une  fonction  de 
forces  [J(/J^ ,  g-2,  ■••■>  Çk)-  Alors  H  =  T  —  Une  contient  pas  t  expli- 
citement. Dans  ce  cas,  la  constante  h  est  la  constante  des  forces 

vives,  car  l'équation  («J'),  dans  laquelle  on  remplace  —  par/?v,  de- 

OCJy 

vient 

R{pi,Pi*l---,Pic]q\1qi,'..,qk)  =  h        ou        T  —  U=h: 

c'est  l'intégrale  des  forces  vives. 

.Remarque.  —  Le  procédé  que  nous  venons  d'employer  pour 
simplifier  la  recherche  d'une  intégrale  complète,  quand  t  ne  figure 
pas  dans  les  coefficients  de  l'équation  de  Jacohi,  s'applique  de 
même  au  cas  où  toute  autre  variable,  qx  par  exemple,  ne  figurerait 
pas  dans  cette  équation.  On  essayerait  alors  de  vérifier  l'équation 
en  posant 

v==  ai#i+  cp(#2, qz,  •  •  -, q/c  t), 

©  ne  dépendant  plus  de  qK  et  aK  désignant  une  constante,  et  l'on 
serait  ramené  à  trouver  une  intégrale  complète  d'une  équation 
avec  une  variable  indépendante  de  moins. 

473.  Exemples  :  i"  Application  au  mouvement  de  la  toupie  sur  un 
plan  horizontal.  —  Ce  problème  a  été  traité  directement  n°  408  comme 
exemple  du  mouvement  d'un  corps  homogène  pesant  de  révolution,  glis- 
sant sur  un  plan  horizontal.  En  adoptant  les  notations  des  nos  407  et  408, 
nous  voyons  que  la  position  du  système  dépend  de  cinq  paramètres  £,  rn  cp, 
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{<>■> 


'b.  0  qui  jouent  les  rôles  de  </i,  (j2,  </a-,  </ï,  q»-  Le  t  du  centre4  de  gra>  ité  esl  lié 
à  0  par  la  relation  Ç  =  £cos8.  Pour  abréger  l'écriture,  nous  supposerons 
qu'on  ait  pris  la  masse  de  la  toupie  pour  unité  (  M  =  i).  La  demi-force  vive 

est  alors 

T  =  1[T2-h  7j'2-h  l1  sin288'2-h  ±(p*  +  q*)+  Cr2], 

T  =  I[^'2-hyj'2+  (J2sin28  +  A)8'2-hA.sin2e-y2H-  C(ç/-f-  <(/  côs6)2]. 

D'autre  part,  la   fonction  des  forces  est 

U  =  —  £7COS0. 

ôT        .  .   . 

I.«s  variables  />,  sont  définies  par  les  équations  pv  =  - — -  qui  sont  ici 


P\ 


ÔT 


<)T 


(i) 


/?3  =   — ,   =  G( cp'  -h  <[/'  cos  G  ), 
do  '  ' 


/?4=  — y  =  A  sin20<J/-+-  G  cosO(cp'-H  <|/  cosO), 

y^=^7  =(Psin«e-+-A)8'. 

Il  faut  résoudre  ces  équations  par  rapport  à  £',  //,  0',  ©',  <y.  On  a  immé- 
diatement 


;  =i>iî 


<p +ij;  cos 6  =  ^y 


3 

G" 


P+—  Pi  c<->s 8 
Asin28 


8'  = 


/>S 


/2  sin-0  -h  A 


En  portant  ces  valeurs  dans  T  et  remarquant  que,  T  étant  homogène  en 
(l\i  cïii  •  •  •>  #51  011  a  actuellement  H  =  T  —  U,  on  trouve 


H  = 


Pî-r-  fr,+  — 


PÎ 


P\        (7>i  — 7?3  cosô)2 


£2sin20H-A         G  A  sin2 

On  pourrait  alors  écrire  les  équations  canoniques 


gl  cosO. 


dt         Oj){ 


dr,         OU 

/>!'         5  =  5^' 


(3) 


ûfo       _    t)H  /73  (jD4 —  /?:{COs0) 

"dt  ~'=  dpi  =    "G  ""         Asiu20         C°S   ' 

c/'y  <>  1 1  />•,  —  p3  COS0 

t/^        c)/»4  A  sin2  8 

<28        t)II  />5 

r77  "     dpi  ""  ?2  sin2 8 -h  A' 


4o/i 
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|  )  u  i  s 


(4) 


dp\ 

d\l 

dp,            ôll 

dt 

---ôï~-^ 

dt                ârt 

dp* 

0\\ 

dpk           dU 

dt 

'  *ï  ~  °' 

UT       "  &$ 

dpn 

à\i 

dt 

--~w' 

o, 


=  O, 


,     .  ,.  .  ,      , ,  .    ,    àK 

ou  nous  n  avons  pas  écrit  explicitement  la  dérivée  — 7- •  Les  équations  ca- 
noniques (3)  et  (4)  définissent  jj,  rn  o,  ^,  8,  pXl  p2,  p-^,  y?4,  ph  en  fonction 
de  t.  Le  premier  groupe  est  évidemment  identique  aux  équations  (1).  Le 
deuxième  groupe  donne  immédiatement  les  intégrales  premières 


p.,  =  a  2, 

/?4  =   «4, 


d'où,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (1)  ou  (3), 
(5) 


;'  =  «i,         7/  =  a2î         C('f'  h-  <]/  cosO)  =  «3, 
A  sin26<y-f-  G  cos  6  (©'-+-  <]/  cos6)  =  a4. 


Ces  quatre  intégrales  premières  sont  celles  que  nous  avons  trouvées  di- 
rectement (n°  407)  par  l'application  des  théorèmes  généraux.  Les  deux 
premières  expriment  que  la  projection  horizontale  du  centre  de  gravité  est 
animée  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme;  la  troisième  que  la  compo- 
sante r  de  la  rotation  instantanée  est  constante;  la  dernière  que,  dans  le 
mouvement  autour  du  centre  de  gravité,  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  par  rapport  à  la  verticale  Gzx  est  constante.  En  adjoi- 
gnant à  ces  intégrales  (5)  l'intégrale  des  forces  vives 


U  =  h 


ou 


H  =  h. 


on  obtient  toutes  les  équations  trouvées  directement. 

Appliquons  maintenant  le  théorème  de  Jaco.bi  :   nous   allons   retrouver 
les  mêmes  intégrales.  L'équation  aux  dérivées  partielles  est 


(6)    ; 


dV 
~dt 


2  I  \à%  /    +  \'d7i)   ^  /2sin26-f-  A  \dQ/ 


1  (wy 


(d\        dV 

1  -  coso 


G  \  do  )         A  sin26  \  d<\>         do 


\- gl  cos8  ^o. 


Comme  elle  ne  contient  explicitement  dans  les  coefficients  aucune  des 
variables  t,  ;,  tj,  o,  <];,  on  pourra  trouver  une  intégrale  de  la  forme 

Y  =  —  ht  -h  «i  £  -+-  a. 2  rt  -+-  a3  <p  -h  ak ty  H-  F(0  ), 

où  //,  a^  a-2,  <73,  «4,  sont  des  constantes  et  F(6)  une  fonction  de  0  seul. 
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En  substituant  cette  valeur  de  V  dans  ((>),  et  remarquant  que  —r  est  égal 
à  T  (  0),  on  a,  pour  déterminer  F'(û),  L'équation 

F'a(8)  =  (  /2  sins 8  -+■  A )    ■>. h  —  igl  c<»s0  —  a\  —  a\ 

-  7^—  v    •    .,„(^-  a3cos0)2    . 
G         A  sin2fj 

On  a  donc,  en  intégrant, 

F(8)  =   /  ^sin2f)  +  A  /ë  rfô, 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

6-2/1  —  '2  g'/  cosQ  —  a?  —  a|  —  ->;-  —  -r — ; — -7-  (  a4 —  a3  cos6)2. 

C         A  sin-0 

On  a  ainsi  l'intégrale  complète 

V  =  — ftf+ffli^+flî7i  +  fl30  +  a4i|'+   /   v^2  sin26  -f-  A  y/0  «ffi, 

avec   cinq   constantes   //,  «l5  a2>   a3,  a\  dont   aucune   n'est   additive.  Les 
équations  du  mouvement  sous  forme  finie  sont  alors 

On  a  donc,  puisque  0  dépend  de  /i,  «j ,  «2;  «3,  #4,  en   différentiant  sous 
le  signe   /  , 

/V^sin*e-+-A    ,fl        .  /V^sin26  +  A    /fl 

,/  v/e  V  /e 

cp-J    —  _|_-x-I-^(«v_a3cose)J^  =  ^ 

*  7      ~7^ 


A  (rtt—  «3  cosO)    „        . 
A  sm26 


/ 


i/72  sin28  -h  A   „ 

I — db  =  t  —  f0. 

y/0 


Les  quatre  premières  équations  définissent  la  suite  des  positions  de  la 
toupie;  la  dernière  donne  le  temps.  En  remplaçant  la  dernière  intégrale 
par  t —  ty  dans  les  deux  premières  équations,  on  les  met  sous  la  forme 

\  —  bi  =  av(t  —  t,,),         T)  —b%—  a.2(t  —  tQ). 

On  retrouve  ainsi  ce  résultat  que  la  projection  horizontale  du  centre  de 
gravité  se  meut  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme. 
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Enfin,  si  l'on  veut  les  expressions  sous  forme  finie  des  variables  j>\.  />2. 
Pzi  i°4j  Pi,  ''  iaut  écrire  f>v=  -5 — ;  cc  fIul  donne 

P\  —  au        Pi  — a*,        p*=  <*»i        Pk=<*k, 

ps=  \J V-  sin26  h-  A  /ê. 

2°  Exemple  dans  lequel  les  liaisons  dépendent  du  temps.  —  Appli- 
quons cette  méthode  au  problème  du  n"  455. 

Mouvement  d' une  barre  homogène  pesante  mobile  sans  frottement 
dans  un  plan  qui  tourne,  avec  une  vitesse  angulaire  constante  co;  au- 
tour d'une  verticale  fixe  du  plan. 

La  position  du  système  dépend  des  trois  paramètres  ç,  rn  0  qui  joueront 
le  rôle  de  qi:  q%,  q$. 

Supposons  la  masse  M  prise  pour  unité;  on  a,  comme  nous  l'avons 
trouvé,  les  expressions  suivantes  de  la  demi-force  vive  absolue  et  de  la 
fonction  des  forces  : 

T  =  -  ({'*  -t-  7/2  -f-  k*  0'2  -h  w2  /-2  cos2  8  H-  tu2?2  )5 

TJ    =  gT). 


Il  faut  poser 
cc  qui  donne 


àT 


dT 


Pi  =  5 ,       7^: 


/>3=*26', 


équations  qui  sont  immédiatement  résolues  par  rapport  à  ;',  r/,  0'.  On  doit 

faire  ensuite 

K  =  pii' -h  ^V  +  i'aO'-T, 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  jj',  r/,  6'  par  leurs  valeurs  et  réduisant, 
K  =   -  ( /92  H-  /?|  +  -Çf  -  0)2  A-2  cos>  6  —  to*  J» 
Enfin  la  fonction  H  =  K  —  U  a  pour  expression 


Pi 


H=^(^î  +  JpJ+^f-co«*« 


COS2Ô  —  W2£2 


5  V 


Les   équations   canoniques    seraient   alors    aisées    à    écrire;    on   vérifiera 
qu'elles  sont  identiques  à  celles  du  n°  455. 

Appliquons  la  méthode  de  Jacobi.  L'équation  aux  dérivées  partielles  est 

d\ 


ôt 


'.[{%)•< 


%?ri(%y—» ■•— p 


—  gy\  =  0. 


C  H  A  P I T  H  E    X  X  Y .    —     i:  Q  l  4  T  1  0  N  S    C  A  N  O  N  [  Q  U  I •:  S  . 

En  l'écrivant 


4o; 


ôV        fA)V\2 


ut 


[(ï)'-*-H(sr— 


1    /ô\\* 


2/.2  cos2()       = 


H 


on  aperçoit  une  intégrale  première  de  la  forme 

V  =  _  ht  -4-  Ft(k)  +  FidQ)  ■+■  F3(0), 

les    fonctions   F1:   F2,   F3   des   variables    |,   tj,    6   vérifiant    identiquement 
l'équation 

4_  |_Lf'32(6)  —  œ2£2cos2e    =  o. 

Comme,  dans  l'équation  aux  dérivées  partielles,  les  variables  £,  rn  0  sont 
regardées  comme  indépendantes,  cette  relation  ne  peut  avoir  lieu  que  si 
chacune  des  quantités  entre  crochets  est  séparément  constante.  Il  faudra 
donc  prendre 

*7(0-  »■?=««!,        F'22  W-^*)  =  »«i, 

d'où,  en  substituant, 


y^  F'32  (  0  )  —  CD2  A-2  COS2  6  =  2  h  —  2  «1  —  2  «2. 

Ces  équations  donnent  F,,  F2,  F3  par  des  quadratures  et  l'on  a  l'intégrale 
complète 

V  =  —  ht-\-    !   \/io2ç--h  ïfl!  cl\  -h    /    s/ig'f^  -+-  2a2  «fy 
-h  À-  /   /tù2  A2  cos2  6  H-  2 /i  —  2  «i  —  2a2^/0, 

avec  les  trois  constantes  «1;  a2,  /i  dont  aucune  n'est  additive.  Les  équa- 
tions du  mouvement  sous  forme  finie  sont  alors 


d\ 


bu  — -  =  6.2 


et 


àh 


Oî 
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ce  qui  donne,  en  désignant,  par  8  la  quantité  u>2/:2  cos28-l-2A —  2«j —  20,2, 


h 


Ces  équations  donnent  £,  rn  0  en  fonction  de  £  et  de  six  constantes  «i, 
<3-2,  /*,  &i,  ^2,  ^o«  On  peut  écrire  les  deux  premières,  en  tenant  compte  de 
la  troisième, 


J      \/ OJ 2  ? 2  -r-  1Cl\  J      \J'lgT. 


/oJ2^2-+-2a1  J    \l-igr{ 


—  t  —  t0—  bt, 


ici* 


d'où  l'on  tire  pour  £  et  rj  des  expressions  identiques  à  celles  que  nous  avons 
trouvées  (n°  Ado). 

Les  valeurs  de  px,  />2,  Pi  sont  enfin 

d\         , — ; dY         , 

/?!=—  =  v^w2§2H-  2a,,  y;2  =  —  ==  /2£-1)  h-  '2 as, 

^3  =  ^  =  AV/e- 


474.  Théorème  de  Liouville.  —  Liouville  a  indiqué  un  castrés  étendu 
où  les  équations  du  mouvement  s'intègrent  par  des  quadratures.  Considé- 
rons un  système  sans  frottement  dont  les  liaisons  sont  indépendantes  du 
temps  et  dont  la  force  vive  s'exprime  en  fonction  des  paramètres  ql: 
q»,  . . .,  q/c  sous  la  forme 

2T  =  (A,+  A,  +  .  •  .-h  A/,)  (Biq>*  -h  B,q>2*  -+-.  . .-+-  Bkq'k?  ), 

où  At  et  BÂ  sont  des  fonctions  du  seul  paramètre  grl5  A2  et  B2  du  seul 
paramètre  q2,  et  ainsi  de  suite.  Le  mouvement  de  ce  système  peut  se  cal- 
culer par  quadratures  quand  aucune  force  n'agit  sur  lui,  ou  plus  générale- 
ment quand  les  forces  actives  qui  s'exercent  sur  lui  dérivent  d'une  fonction 
de  forces  U  (</i,  q2,  . . .,  q/i:)  de  la  forme 

ïJI  +  U2  +  ...+  U/, 


Aj  -+-  A2  -H.  .  .-+-  Ay 


Ui  dépendant  de  q^  seul,  ...,  Uv  de  qv  seul.  Un  cas  très  particulier  de  ce 
théorème  a  été  indiqué  à  la  fin  du  premier  Volume  (n°  305). 

La  méthode  de  Jacobi  donne  immédiatement  le  mouvement  cherché.  Les 
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variables />v  sont  actuellement  définies  par 

/>>,  =  —-7-  =  (Ai -+-  Ai-h. .  .-f-  A/,)  Bv?;  • 
dqs 

Tirant  de  là  q[  pour  le  porter  dans  T  et  remarquant  que  H  =  T  —  U, 
car  T  est  homogène  par  rapport  aux  g\  on  a 


H  = 


A!-h  A2 


2  \  B,         B, 


■    Il 
B* 


'2\ 


--(U1+U2  +  ...4-U/,)j 


L'équation  aux  dérivées  partielles  de  Jacobi  devient  donc,  en  y  faisant 


-A-f 


2d  [aBv 


\<tyv 


Uv 


=  o. 


Ai  -h  A2 -+-...-+-  Ak 
Elle  admet  une  intégrale  complète  de  la  forme 

(7)  W  =  Vl4-V2  +  ...-f-V*, 

où  Vi  dépend  uniquement  de  qtl  V2  de  q2,  . ..,  \k  tic  qk-  En  effet,  substi- 
tuons cette  valeur  de  \V  et  chassons  le  dénominateur,  nous  aurons  une 
équation  qu'on  peut  écrire 


[i  (fi)"-  ■".-»•]  Hi 


dV.2\* 
dq-i 


2/iA,-2U 


■1 


[^(S)î_2AA*_2U*]=o- 


La  première  parenthèse  dépend  uniquement  de  q{,  la  deuxième  de 
</2,  ■•■5  etc.  Comme,  dans  l'équation  aux  dérivées  partielles,  ces  variables 
sont  indépendantes,  la  dernière  équation  ne  peut  être  satisfaite  que  si 
chaque  parenthèse  est  séparément  constante.  On  doit  donc  avoir 

i    /dVv\* 


lï 


-   (  •—■  \     —  2  h  Av  —  '2  UV  =  2  «v  (  V   =  1 ,  2,    .  •  •  ,  /ij, 


les  lettres  «i,  <y2,  •••,  «a  désignant  des  constantes  dont  la  somme  est 
nulle  :  /î  —  i  de  ces  constantes  «i,  «2,  ...,  ak—  \  sont  donc  arbitraires  et 
l'on  a 

(S)  ak=  —  («i+a2  +  ...-r  cik—i  )• 

On  a  alors,  en  intégrant, 

\  v  —    /  j/Bv  \Jri.  h  Av  H-  2  Uv  4-  2  av  ûfyv 
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En  remplaçant  dans  l'expression  (7)  Vi,  V2,  ...,  V/,  par  ces  valeurs, 
on  obtient  une  intégrale  complète  avec  k  constanles  arbitraires  otj 
«2,  •••,  a>k— u  ^-  l^('s  équations  finies  du  mouvement  sont  alors 


dW 


dW 


i» 


(fX  =1,2,    .  ..,&— l)5 


c'est-à-dire  en  effectuant  les  dérivations  et  se  rappelant  la  relation  (8) 


/A, 


\Jih  Aa H-  2U1 


V=A- 


\/Bv 


A^dqy 


2  h  A  /.  -H  2  Uyfc  -h  2  a/,. 


=  t  —  t. 


=  bu, 


v  =  i 


y/ 2  /l  Av  +  '2UV+2  «v 

Le  problème  est  ainsi  résolu  par  quadratures. 

475.  Théorème  de  Staeckel.  —  M.  Staeckel  a  indiqué  dans  les  Comptes 
rendus  (1893)  une  généralisation  du  théorème  de  Liouville.  Cette  géné- 
ralisation s'applique  à  un  système  dépendant  de  k  paramètres  :  pour  ne 
pas  compliquer  les  notations,  nous  l'exposerons  dans  le  cas  de  trois 
paramètres. 

Soit  A  le  déterminant 


A  = 


?i(yO     ?*(?a)     ^3(^3) 
<W(?i)     ^2(^2)     tysiqa) 

y.dqo   x*(ç*)   XsC^s) 


et  <$!,  <£2,   ^3  les  mineurs  de  A  par  rapport  aux  éléments  o1?  o2,  cp3  de  la 

première  ligne,  lFl5  ...,  Xi,  ...  les  mineurs  relatifs  à  il»1?  ...,  ;/t, 

Supposons  que  la  force  vive  2T  d'un  système  et  la  fonction  de   forces  U 
soient  de  la  forme  (J)  suivante 


(A)      2t=a(^  +  £l+£L- 

\   4>t  <J>2  4>3 


/i(^r)*i-*-/s"(g'3)*a-'-.A(y3»)*! 


La   méthode  de  Jacobi  va  permettre  de  déterminer  le   mouvement  par 
quadratures. 

Nous  avons,  en  effet,  ici 


H=  ÏÂ(/,ï*i+i,ï*»  +  JPÎ*«) 


f\  *,   +  /?<J>.,+   /s*.. 


Écrivons  l'équation   de   Jacobi,   puis   faisons-y  V=  —  Af  +  W;   l'équa- 


(')    Fbi/*  Goursat,  Comptes  rendus,   1893. 
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I  Ion  (J')  en  \\   s'écrit 

/  /)\Y  \  2  /  i)\\  \  2  /  ()W   v>  - 

(J,)    (S  *J+fe)  *'^fe)  •»=»(/.*«+/«♦.+/.♦.+**)■ 

Cherchons  s'il  existe  une  intégrale  complète  de  la  forme 
W  =  V,(?,)  +  V2(?2)-4-V3(?3). 

Si  nous  observons  qu'on  a 

<?1  *1  H~  <?2  *2  +  <?3  *3^  ^,       +1*1  +  +2  fJ'2-^  +3*3^  O,       Xl*l+X.2*2+X3*3  =  °J 

on  voit  qu'en  prenant 

t  — '  j    =  2C/1-+-  ftcpi -+- «i <j>i  +  a2Xi)  =  Fi(?i), 

(  "T"    )      =î(/j+  *  ?2  +  «1  +2  +  «2  X2  )  =  F2  (  ?2  ), 

f  rfX ■  \  - 

f  ^—  J    =  2(/3 -f-  /icp3-+-  a,  +3  h-  a2 X-3  )  =  F3 (?3), 

l'équation   (J')  est    vérifiée    identiquement  :   h,  <2S,  <7,  désignent  des  con- 
stantes arbitraires. 

Le  mouvement  est  alors  défini  par  les  égalités 

Ç    +1  dq,  Ç    'b-jdcjz  Ç    <b3dqs     _ 


X2  ^£2       ,      T    Xs  dqi 


ç  X2  ^_2_  +  r  73 

./    i/F.,((/,)       J    i/F 


6, 


)       •/    l/F2(<72)       J    v/Ft(y,) 

r  **  ^gi      r  ?2  ^2  ^_  r  ? 3  flfy3  =  t  __  t 

'  •FTcfô     •/  v/f2T^)     J  s/fTc^I  " 

Le  théorème  précédent  renferme  le  théorème  de  Liouvillc  comme  cas 
particulier.  Car,  si  T  et  U  sont  de  la  forme  qu'exige  le  théorème  de  Liou- 
villc, on  voit  aussitôt  qu'on  peut  toujours  les  mettre  sous  la  forme  (A). 

On  trouvera  une  généralisation  de  ce  théorème  dans  une  deuxième 
Note  de  M.  Stacckel  (Comptes  rendus,  7  octobre  1890). 

476.  Application  de  la  transformation  de  Legendre  à  l'équation  de 
Jacobi.  —  Dans  la  théorie  précédente  ou  fait  jouer  aux  q  et  aux  />  des 
rôles  différents;  mais  il  est  clair  que  dans  le  système  canonique 

.  dqv         ôll  d/>v  ôU 

i  1  1  — f-  =  —  >  —v—  = : —         (  v  =  r ,  2,  . . . ,  k)  : 

dt         0/>v  dt  dqv  K  '    '         '     " 

les  variables/?,  q  jouent  un  rôle  symétrique,  puisqu'il  suffit  de  changer  II 

eu   —  H    pour   substituer  les  p  aux  q  et  réciproquement.    D'après  cela,    il 
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est  loisible  de  substituer  à  L'équation  de  Jacobi 


.                       dY      „  /dV             <>v 

M  =  0 

la  suivante 

t)W        TI  /                        tfW               d\Y 

(3)            -âr--H(^'--;'^'^J  ■••'ç; 

,  M=  0. 

Si  l'on  connaît  une  intégrale  complète  W(£, />i, 

• ..,  Pk,  <*>\, 

cette  dernière  équation,  on  posera 

<)\Y                                  à\Y                             d\V 
-t —  =  Cl5           .  .  . ,            - —  =  c/„           qv  —  — - 
0a  1                                       0«£                                 C/>v 

(V  =1,2 

«/,)  de 


/O. 


et  ces  égalités  définiront  les  intégrales  générales  de  (1). 

Il  est  bien  facile  d'ailleurs  de  passer  de  l'équation  (1)  à  l'équation  (3),  en 
substituant  aux  variables  q  et  à  la  fonction  V  les  nouvelles  variables  p  et 
la  nouvelle  fonction  W  liées  aux  premières  par  les  égalités 

dY 

dq\ 


V  =  l 


En  répétant  le  calcul  à  l'aide  duquel  nous  avons  ramené  les  équations  de 
Lagrange   à  la  forme  canonique,   on  voit  que  ces  formules  entraînent  les 

suivantes  : 

d\Y 


W 


àpv 

v  =  i 

Le  changement  de  variables  (.{)  transforme  donc  l'équation  (2)  en 
l'équation  (3).  A  une  intégrale  complète  Y(t,  qu  .  . .,  q/£,  «1,  •  •  -,  a  h)  de  (2) 
correspond  une  intégrale  complète  W(£,  pi:  ...,  p/t ;  ai:  ...,«£.)  de  (3), 
et  l'on  a  les  relations 

T       ,         .         OY        ,  dY  ,  . ,  .  .        -.  . 

Les  équations  - —    =  bv,  Pv=    (v  =  t,  2,  ....  fc)  entraînent  donc  bien 

ôav  ôqv 

les  équations 

<nv         ,  d\Y 

— -  =  —  67,       </•/=  - — 

dav  opv 
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La  transformation  (4)  est  appelée  transformation  de  Le  gendre.  G'esl 
la  plus  simple  des  transformations  de  contact,  dont  on  trouvera  la  théorie 
dans  l'Ouvrage  de  M.  Goursat  :  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
(Chap.  XT). 

III.  -  THÉORÈME  DE  POISSON. 

4-77.  Généralités  sur  les  équations  différentielles.  —  Considé- 
rons les  équations  différentielles  du  mouvement  sous  la  forme 
canonique 

dq,        dH  dp,  àH 

L'intégration  de  ces  équations  donne  les  quantités  q{,  q.2,  ..., 
Qki  P\i  Pii  •••s  Pk  en  fonction  de  t  et  de  2  Â  constantes  arbi- 
traires. On  appelle  intégrale  première  des  équations  différen- 
tielles du  mouvement  toute  relation  de  la  forme 

/(?i,  q2,  ..  .,  qu,  pu  Pi,  ■•-,/>*,  t)  =  G, 

qui  est  vérifiée  par  un  système  quelconque  de  fonctions  qv  etypv, 
satisfaisant  aux  équations  (i).  En  d'autres  termes,  le  premier 
membre  f{q\,  q-n  •  •  -,  qk,  p*,  Pi,  •  •  •  •>  Pk,  t)  de  l'intégrale  pre- 
mière est  une  fonction  des  qv,  des  pv  et  de  t,  qui  reste  constante 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  et  cela  quelles  que  soient 
les  conditions  initiales.  Il  est  évident  que,  si  y  =  C  est  une  inté- 
grale, il  en  est  de  même  de  F(/")  =  C,  F  étant  une  fonction  de/'. 
Deux  intégrales  premières 

/i (?.i>  ?s>  •  •  • ,  qk,  pu  p%,  • .  • ,  pk,  t)  =  cu      /2  =  c2 

sont  dites  distinctes  si  l'une  des  fonction?., /2  par  exemple,  n'est 
pas  une  fonction  de  l'autre,  c'est-à-dire  s'il  n'existe  pas  une  rela- 
tion de  la  forme 

/»=F(/i). 

En  général,  n  intégrales  premières 

(2)  /i=Ci,       /2=G2,         ...,       fn=G0, 

sont  distinctes  si  aucune  des  fonctions,  f^  par  exemple,  ne  peut 
s'exprimer  en  fonction  des  autres,  sous  la  forme 

f\j.  =  F (/ 1  > y 2>  •  •  •  ?  fu.-u  ./JJ.-+-I -  •••»/«)• 
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Il  esL  évident  que,  si  l'on  connaît  n  intégrales  premières,  telles 
(jiM!  (:>),  la  relation 

F(/i/2,  ...,/„)  =  C 

est  encore  une  intégrale  première;  mais  elle  n'est  pas  distincte 
des  intégrales  (2). 

Lorsqu'on  connaît  9,/c  intégrales  premières  distinctes 

(3)  J\  =  cu        fi  =  c2,         •  •  • ,        fik  =  cm, 

le  système  (1)  est  intégré,  car  ces  ik  équations  simultanées  défi- 
nissent q , ,  q2)  .  .  • ,  qk-,  P\ ,  p-2,  ...,/?*  en  fonction  de  t  et  de  2^ 
constantes  arbitraires.  Les  équations  (1)  sont  intégrées. 

Intégrales  quelconques.  —  On  dit  en  général  qu'une  relation 
de  la  forme 

f(qh  qu  •  •  -,  qic,  Pu  Pu  •  •  -,  pic,  *,  cu  c2,  . . .,  cm)  =  o 

est  une  intégrale  des  équations  (1)  si  elle  est  vérifiée  identique- 
ment quand  on  y  remplace  les  qv  et  les  pv  par  une  solution  quel- 
conque du  système  (1)  et  les  constantes  C\ ,  c2,  .  ..,  cm  par  des 
valeurs  constantes  convenablement  choisies. 

Quand  une  intégrale  ne  contient  qu'une  constante  c(,  on  peut 
la  résoudre  par  rapport  à  cette  constante  et  l'écrire 

f\(qu  q±,  •  •  -,  q/,:  Pi,  p-2,  •  -,  pl-,  0  =  C; 

c'est  donc  une  intégrale  première. 

478.   Conditions  pour  que  /=  G   soit  une  intégrale   première; 
parenthèses  de  Poisson.  —   Soit 

/(quq*,  ■  ■  -,  q/c,  pupi,  ■  ■  -,pk,  0  =  c,: 

une  intégrale  première  des  équations  canoniques  du  mouve- 
ment (1).  La  fonction  /restant  constante,  par  hypothèse,  quand 
on  y  remplace  les  qy  et  les  pv  par  des  solutions  quelconques  des 
équations  (1),  la  dérivée  totale  de  f  par  rapport  à  t  doit  être  nulle  : 

df    dcji         df   dq2  àf    dqjc         df   dpx 

dcji    dt         dq*>    dl  0q/x-    dt  dp{     dt 

.  dl  *&    àf  = 

dp  it    dt  ot 
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ou,  en  remplaçant  -4-  et  — —  par  leurs  valeurs  (i)  et  écrivant  les 
termes  dans  un  autre  ordre, 


(4) 


df    dH         df   d\\         df   d\\         df    dU 
àq\  àp\         dp\   dq\        dq2  dp=>        dp.2  àq2 


df   dll         df   dH        df  _ 
àqk  dpk        àpk  dcjk        dt 


Cette  condition,  devant  être  satisfaite  par  toute  solution  des 
équations  (i),  doit  être  satisfaite  identiquement ,  quels  que  soient 
qK ,  q2i  .  .  • ,  qh-i  p\  >  p-i-,  -  •  •  5  Pky  L  '■>  en  effet,  cette  condition,  devant 
être  satisfaite  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  doit  l'être  à 
un  instant  quelconque  t0:  regardé  comme  instant  initial,  et  l'on 
sait  qu'à  cet  instant  on  peut  donner  à  q^  q2l  .  .  . ,  q^,  P\  ->  p-2-,  ■  •  •  j 
/)/,  des  valeurs  initiales  arbitraires;  la  condition  doit  donc  être 
satisfaite  quand  on  donne  à  toutes  les  variables  qui  y  figurent  des 
valeurs  arbitraires  ;  elle  est  identiquement  satisfaite. 

Parenthèses  de  Poisson.  —  Soient  cp  et  'b  deux  fonctions  quel- 
conques de  q \ ,  q2.  .  .  . ,  q^  p\,  p-2-,  •  •  •  »  Pk  et  t->  nous  emploierons 
la  notation  (cp,  d»)  pour  désigner  l'expression  suivante  : 

,  ,  do     d*b  do     dà  do     d<h  do     d'h 

(  C5     <i/  )  =    — —    — —  — —     - — ! h  — —    — —    — —   -+-... 

dqx   dpi        dpi   dqi        dq2  dp*        dp2  dq2 

do     dty  do     d'il 

àqk  àpk         dp/-  dq// 

appelée  parenthèse  de  Poisson. 

D'après  cette  notation,  la  condition  pour  que  f=Q  soit  une 
intégrale  première  s'écrit 

Voici  quelques  propriétés  de  ces  parenthèses  qui  nous  seront 
utiles  plus  loin. 

Si  l'une  des  fonctions  ©  ou  'b  est  constante,  la  parenthèse  (es,  <b) 
est  nulle;  si  Ton  permute  cp  et  'b  ou  si  l'on  change  une  des  fonc- 
tions o  ou  'b  de  signe,  Ja  parenthèse  change  de  signe, 

(?,  c)  =  o,        (•!/,  o)  =  —  (o,<b):        (cp,  —  +)  =  —  C«p,  40- 

Les  fonctions  ©  et  'b  peuvent  contenir  explicitement  la  lettre  t; 
en  prenant  la  dérivée  partielle  de  (cp,  »^)  par  rapport  à  £,  on  trouve 
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une  expression  qu'on  [3e ut  écrire 


Ot 


2 
■2 


ot)    d<\> 


dq\       dpv  ôpyt      dq\  _ 

_dq^      dj)v  dpy       dqv     _ 


c'est-à-dire 


àt        '  \  dt  '  Y 


T'  àt 


479.  Identité  de  Poisson.  —  Entre  les  parenthèses  de  trois 
fonctions  associées  deux  à  deux  a  lieu  une  identité  remarquable 
qui  nous  conduira  immédiatement  au  théorème  de  Poisson.  Pour 
établir  cette  identité,  nous  ferons  d'abord  la  remarque  suivante  : 


Soit  y  une  fonction  de  qtJ  q2 
d'ailleurs  contenir  t,  et  A|,  A2, 
variables  ;  posons 


••j  qk,  Pi,  />2,  ■  •  .,/>*,  pouvant 
,  A2a  des  fonctions  des  mêmes 


(5) 


\  «»  =  A'  l 


A, 


EL 

àqi 


A,„f 
vp-i 


A, 


2k 


-A* 


A 


/>+l 


^1 


A  (y*)  signifiant  qu'on  effectue  sur  y  l'opération  exprimée  par  le 
second  membre;  puis,  en  appelant  Bl7  B2,  ...,  B2a :  d'autres  fonc- 
tions des  mêmes  variables,  posons  de  même 


(6)         B(/^B,i 


B, 


àqjt 


Ba+i 


B2* 


EL 

àpk 


Considérons  ensuite  l'expression  A[B(y)],  obtenue  en  rempla- 
çant, dans  les  deux  membres  de  (5),  f  par  B(y),  et  l'expression 
B[A(/')],  obtenue  en  remplaçant,  dans  les  deux  membres  de  (6), 
y  par  A  (y),  la  différence  A[B(y)]  —  B[  A(/*)]  ne  contient  pas 
de  dérivées  secondes  de  f.  C'est  ce  qu'on  vérifie  immédiatement. 


d\f  ^     d"f 


sont 


Par  exemple,  dans  ATB( /')"],  les  coefficients  de  -r-4  et  , 

17  l     w  /J>  $qi         ()gl  $q% 

respectivement  A,  B,  et  AtB2-f-  A2B,  ;  dans  B[A(y)],  les  coeffi- 


sont  les  mêmes;  ces  dérivées  disparaissent 


cients  de  --^  et  - — v- 

oq\  àqtàq.2 

donc  quand  on  fait  la  différence.  Il  en  est  de  même  pour  toutes 
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•                    1  jt  •    .                 i                           1               d*f  à*  f 

les    autres    dérivées    secondes,    par    exemple    pour   — ~,  - — 4—, 

r                    r        r           àp{  dpidqi 

d*f 

etc. 


dp  y   Ôpi 

Ceci   posé,  soient  /',  o,   ^   Lrois  fonctions   quelconques   de  g^, 
'/j?     •  •♦  y*i  P\y  p-2->  •  -    -,  Pki  t.  Formons  les  parenthèses 

où  l'on  permute  circulairement  les  lettres/',  cp,  *.!;.  O/i  «  identique- 
ment 

c'est-à-dire 

(7)  (/,  (?,  *))  +  (?,  (f,  /))  -  (*,  (/,  ?))  -  o. 

C'est  là  l'identité  indiquée  par  Poisson.  On  peut  la  vérifier  par 
un  calcul  direct;  on  abrège  le  calcul  par  la  remarque  suivante, 
que  nous  empruntons  à  M.  Goursat  [Leçons  sur  l'intégration 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  p.  i32; 
1891).  Chaque  terme  du  premier  ordre  de  l'identité  (7)  à 
démontrer  est  le  produit  d'une  dérivée  du  second  ordre  par  deux 
dérivées  du  premier  ordre;  il  suffit  donc  de  prouver  que  ce  pre- 
mier membre  ne  contient  aucune  dérivée  du  second  ordre.  Nous 
allons  montrer,  par  exemple,  qu'il  ne  contient  pas  de  dérivées 
secondes  de  f\  c'est-à-dire  que  tous  les  termes  renfermant  des 
dérivées  du  deuxième  ordre  de  f  disparaissent.  Les  termes  ren- 
fermant des  dérivées  secondes  de  y*  proviennent  tous  de 

(<P,?i)  -+-  (<!>,  «|*i  ), 

c'est-à-dire 

qui  peut  encore  s'écrire 

(8)  (?,(*,/))-(*,  (?,/)). 
Nous  pouvons  alors  poser 

(<p,/)=A(/),        (*,/)  =  B(/), 

puisque  ces  deux  expressions  sont  linéaires  par  rapport  aux  déri- 
vées de/';  l'expression  précédente  (8)  s'écrit  avec  cette  notation 

MB(/)]-B[À(/)]; 

A.,  11.  27 
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elle  ne  contient  donc  pas,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut, 
de  dérivées  secondes  de  /. 

L'identité  de  Poisson  étant  ainsi  établie,  on  en  conclut  facile- 
ment le  théorème  découvert  par  Poisson,  dont  Jacobi  a  fait  res- 
sortir toute  l'importance  : 

480.   Théorème  de  Poisson.  —  Si 

*{qu  ?2,  • .-,  qk,  y>i,  pi,  •  •-,/>*,  0  =  «, 
tyiqu  q^  •••5  qk,  pu  />2, ...,/?/,-,  0=  b 

sont  deux  intégrales  premières  des  équations  du  mouvement, 

(?»  40  =  c 

en  est  une  troisième.  Puisque  o  =  a  et  à  =  b  sont  des  intégrales 
premières,  on  a  identiquement 

(9.)  (<?,H)h-^=o,         (iH)+|  =  o. 

Il   faut   montrer  qu'alors  (cp,  ^)  =  c  est   encore   une  intégrale, 
c'est-à-dire  que  les  deux  identités  (9)  entraînent  la  suivante  : 

En  effet,  d'après  l'identité  de  Poisson  appliquée  aux  trois  fonc- 
tions H,  o,  'i>,  on  a 

(H,(cp,40)-KT,(^H))-HMH,  ?))^o, 

c'est-à-dire,  d'après  les  identités  admises  (9)  et  en  se  reportant 
aux  propriétés  des  parenthèses, 


ou  encore 


+     =0, 


^ 


qui  démontre  que  (<p,  <[*)  —  c  est  une  intégrale. 

Il  semblerait,  d'après  cela,  qu'il  suffirait  de  connaître  deux 
intégrales  des  équations  du  mouvement  pour  pouvoir  achever  l'in- 
tégration, puisque  de  deux  intégrales  on  en  déduit  une  troisième; 
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en  combinant  cette  nouvelle  intégrale  avec  une  des  premières,  on 
en  aurait  une  quatrième,  et  ainsi  de  suite.  Mais  il  peut  arriver 
que  (o,  6)  se  réduise  identiquement  à  une  constante  ou  à  une 
fonction  des  intégrales  déjà  obtenues.  Il  en  résulte  que,  dans  la 
pratique,  le  théorème,  sans  être  en  défaut,  n'a  pas  toute  l'impor- 
tance qu'on  pourrait  lui  attribuer  d'après  son  énoncé. 

181.  Cas  où  H  ne  contient  pas  t.  Remarque  sur  l'intégrale  des 
forces  vives.  —  Si  H  ne  contient  pas  t,  ce  qui  a  lieu  en  particu- 
lier quand  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps  et  qu'il  y  a 
une  fonction  de  forces  [](q{,  q>,  ...,  </a),  les  équations  cano- 
niques admettent  l'intégrale  première 

H  =  h, 

qui,  dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  d'indiquer,  coïncide 
avec  l'intégrale  des  forces  vives.  Soit  alors 

o(ql:g,:  .  .  .,  qA;Pi,p*i  •  -  -,  Pk,  t  )  =  'a 

une  deuxième  intégrale  première.  D'après  le  théorème  de  Poisson 

(io)  (H,<p)  =  c 

est  encore  une  intégrale  première.  Mais  co  =  a  étant  une  intégrale, 
on  a  identiquement 

(?,H)  +  J-oi 

l'intégrale     i  o)  s'écrit  alors 

(ta 

Ainsi  quand  H  ne  contient  pas  t,  si  s  =  a  est  une  intégrale, 

(ta  t  ,  ,  A  à-o  , 

—  =  c  en  est  une  deuxième  :  de  même  -—r  =  c  en  est  une 
ot  àt* 

autre,  etc. 

Dans  le  cas  où  s  ne  contiendrait  pas  t,  on  aurait  identiquement 

(<p,H)   -o. 

Le  théorème  de  Poisson,  appliqué  à  l'intégrale  des  forces  vives 
Il  =  h  combinée  avec  une  autre  intégrale  o  =  a,  ne  contenant 
pas  t:  conduit  donc  à  une  simple  identité  (<p}  H)  =  o. 
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Nous  renverrons  pour  plus  de  détails  aux  Leçons  de  Jacobi,  el 
à  l'ouvrage  de  M.  Goursat  :  Sur  V intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles. 

482.  Exemple.  —  Prenons  un  exemple  tout  à  fait  élémentaire,  en  con- 
sidérant le  mouvement  d'un  point  libre  de  masse  i  attiré  par  l'origine  O 
proportionnellement  à  la  distance.  Alors  ce,  y,  z  désignant  les  coordonnées 
rectangulaires  du  point,  on  a 

T=  -0'2-4-y2+,s'2),         U  =—  ^-"02-t- ^2+,s2). 
Les  coordonnées  étant  appelées  q^,  q2,  q%,  on  a 

H  =  T—\}=±{p\  +  pl  +  p\)  +  £(q\  +  q\  +  q\). 

Les  équations  du  mouvement  sous  forme  canonique  sont 

dq\  dq2  dq3  _ 

~dt~Pu  ~dt~Pu  ~dt~Pz' 

dpi  ,  <r//?2  9  ^/?3 

~dï  =~  ***>        -dt  =-^^        ~dT=-  ***' 

I.  On  a  d'abord  deux  intégrales  premières  en  appliquant  le  théorème 
des  aires  à  la  projection  du  mouvement  sur  deux  plans  coordonnés  :  ces 
intégrales  sont 

(il)  p*qi  —  qzPi—  c2,         p*qz  — q%Pz=  cx. 

Appliquons  le  théorème  de  Poisson  :  en  appelant  cp  et  ^  les  premiers 
membres  de  ces  deux  équations,  la  relation 

(cp,  •];)  =  c3, 
c'est-à-dire,  en  détaillant, 

do    dty         do    d<\>         do    d<l>  do    d*l>         do    d<\>         do     ôty 

dqt   dpx         dpi  dqi         dq,  dp±         dp2  dq2         dqs  dpd         dp3   àqz  ' 

est  une  nouvelle  intégrale.  En  faisant  le  calcul,  on  a  immédiatement 

(i3)  Pi9i—  q\Pi=  c3; 

c'est  bien  une  nouvelle  intégrale  qui  exprime  que  le  théorème  des  aires 
s'applique  à  la  projection  du  mouvement  sur  le  troisième  plan  coordonné. 
En  continuant  à  appliquer  le  théorème  de  Poisson  à  cette  nouvelle  inté- 
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grale  combinée  avec  l'une  des  deux  précédentes,  on  retrouvera  l'autre.  Ce 
théorème  ne  donne  plus  d'intégrales  nouvelles. 

II.  Les  équations  du  mouvement  admettent  l'intégrale  première 

04)  /'Î-M^<7Ï  =  au 

facile    à    vérifier.    Combinons-la    avec    une    des    intégrales   des   aires,    par 
exemple  avec  l'équation  (i3). 

En  égalant  à  une  constante  la  parenthèse  (12)  formée  avec  les  deux  pre- 
miers membres  de  ces  dernières  intégrales  (i3)  et  (i/i),  on  a 

(i5)  P1P2-+-  lJ-'2qiqi  =  bu 

intégrale    nouvelle.    Combinons-la   avec   l'intégrale   des    aires    (i3),    nous 

avons 

p\  -4-  y?q\  —  {p\  -+-  \i?-q\)  =  const., 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  de  (i4)5 

P\  +  \^'cl\  —  fa- 
cette intégrale   n'est  pas  nouvelle;  elle  est   une   conséquence   des   précé- 
dentes, comme  le  montre  l'identité 

r 

{p\+y*q\)(p\+V*qXl  =  (p,pi-^l^qiq,r-^^(glp,—plq,y-. 

Les  équations  (i3),  (14)  et  (i5)  entraînent  donc  l'intégrale  a2. 

Les  cinq  intégrales  (11),  (i3),  (i4)>  05)  étant  distinctes,  on  ne  peut 
pas,  en  égalant  à  des  constantes  les  parenthèses  de  Poisson  formées  avec 
ces  intégrales  associées  deux  à  deux,  obtenir  une  sixième  intégrale  dis- 
tincte. En  effet,  toutes  les  nouvelles  intégrales  ainsi  formées  sont  indépen- 
dantes de  t,  et  il  ne  peut  y  avoir  que  cinq  intégrales  distinctes  ne  contenant 
pas  t:  car,  s'il  en  existait  six,  elles  donneraient  pour  les  six  variables  qu 
qïi  q%i  P\i  Pii  Pi  c'es  valeurs  constantes. 

Voyons  maintenant  quel  parti  on  pourra  tirer  d'une  intégrale  conte- 
nant t. 

III.  En  se  reportant  aux  équations  du  mouvement,  on  constate  facile- 
ment qu'elles  admettent  l'intégrale  première 

(16)  \x  q%  cos  ;jl  t  —  p3  sin  {x  t  =  g3 

contenant  le  temps.  Nous  allons  appliquer  le  théorème  de  Poisson  à  cette 
intégrale  associée  successivement  aux  deux  intégrales  des  aires  (11).  Nous 
obtenons  ainsi  les  deux  intégrales  nouvelles 

\    pqlcospt  —  pls\n  \xt  —  gu 

(17)  j  s 

I   \iqzC0S[it — />2sin  [Jt.t  =  g^. 

Les  six   intégrales  (11),  (l3),  (i0)  et  (17)  ainsi   formées  ne  sont  encore 
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pas  distinctes;  on  vérifie,  en  effet,  que  Ton  a  identiquement 

Ci  #i-h  C2A'2-t-C3£\3=  o. 

Ces  six  intégrales  se  réduisent  donc  à  cinq. 

Mais  actuellement  nous  en    trouverons  une  sixième  en  appliquant  la   re- 
marque du  n'  481.  La  fonction   H   ne   contenant  pas  explicitement  £,   si 

cp  —  a  est  une  intégrale,  — i  =  b  en  est  une  aussi.  Donc  de  l'intégrale  (i6j 

on  déduit  immédiatement 

(  i  H  )  \x  q  ;»  si  n  \x  t  -+-  />3  cos  \xt  =  f:i , 

intégrale  qui,  associée  aux  cinq  précédentes,  résout  le  problème. 

On  pourrait  aussi,  des  intégrales  (17),  déduire  de  même  les  suivantes  : 


'!)) 


\x q  1  sin  jjl  t  -h  px  cos  \x  t  —  fu 
[xq2  sin  \xt  H-/?2  cos  [ji t  =  J\, 


Les  six  intégrales  (16),  (17),  (  18)  et  (  19)  donnent  finalement  les  six  in- 
connues en  fonction  du  temps  et  des  six  constantes  gt,  g.2,  gz-,  J\,  f-i,  fz  '■ 

\xqtz=  gl  cos  \xt  -+-  f\  sin  u.  l. 
Pi  =  f\  cos  \xt  —  gv  sin  [x  t: 


avec  des  formules  analogues  pour  q.2,  p2  et  </3,  /?3.  Ce  sont  bien  les  inté- 
grales que  l'on  obtient  immédiatement  en  intégrant  les  équations  du 
mouvement. 

IV.  -  PRINCIPE  D'HAMILTON. 
PRINCIPE  DE  LA  MOINDRE  ACTION. 

483.  Principe  d'Hamilton.  —  Nous  avons  vu,  dans  le  Chapitre  précé- 
dent, que,  dans  le  mouvement  d'un  système  à  liaisons  sans  frottement, 
on  a,  à  chaque  instant  t, 

(O 

m  —r^z  -  •  Y  I  ùv  -4-      -m  -i-r  -r  Z  I  03     =0 


dt'    ■)^+\~mdp 


pour  tous  les  déplacements  virtuels  Sa?,  oy,  oz  compatibles  avec  les  liaisons 
à  cet  instant.  On  peut  énoncer  ce  fait  sous  la  forme  suivante  qui  constitue 
le  principe  d'Hamilton. 

Donnons-nous  les  positions  P0  et  Pj  du  système  aux  instants  t0  et  tx  ; 
dans  le  mouvement  naturel  du  système  de  P0  en  Pl5  sous  l'action  des 
forces   et  des    liaisons    données,    les    coordonnées    cr,  j',   z  des  différents 
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jx  ►:  m  s  du  système  sonl  des  fonctions  du  tenips  qui  satisfont  aux  équations 
de  liaison  et  <|ui  prennent  des  valeurs  données  d'avance  aux  instants  t0  et 
fj.  Soient  x  -h  8a?, y  -+-  8^,  z  -+-  8s  des  fonctions  quelconques  de  £  infini- 
ment voisines  des  fonctions  .r,  y,  z  qui  correspondent  au  mouvement  na- 
turel, ces  nouvelles  fonctions  satisfaisant  également  aux  équations  de  liaison 
et  prenant  aux  instants  £0  (>t  ^i  '(>s  mêmes  valeurs  que  .r,  y,  z;  de  cette 
façon,  ox,  oy,  oy  sont  des  fonctions  de  t  infiniment  petites,  sannulant  aux 
instants  /0  et  t{  et  définissant,  dans  l'intervalle,  des  déplacements  compa- 
tibles avec  les  liaisons.  Désignons  par  T  —  \ r^  m  (.r'2-\-  y'2-h  z'2)  la  demi- 
force  vive  (\\i  système  dans  le  mouvement  naturel  ou  réel  du  système,  et 
oT  la  variation  que  subit  cette  force  vive  quand  x,  y,  z  subissent  les  va- 
riations o./ .  or,  oz  définies  plus  haut.  Le  principe  d'Hamilton  consiste  en 
ce  que  l'intégrale 


8-5=    /      [8T-b^(Xôa?H-Y8yN-t-Z8; 


)]dt 


est  égale,  à  zéro,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  ox,  oy,  oz  satis- 
faisant aux  conditions  indiquées  :  la  somme  S  figurant  sous  le  signe    /   est 

étendue  à  toutes  les  forces  données  autres  que  les  forces  de  liaison.   Pour 
démontrer  que  o-}  est  nul,  remarquons  que  oT  est  égal'à 


Or,  on  a 


2m(x  ox  +/8/  +  z  oz  ). 
'  '       dx  >  dx 


C  , -s   ,  j  f  '      dx  ^dx   ,  f11      dx   _ 

/  mx  ox  dl  =     /      m—,-  o  —-  dt  —  f      m—-  dox, 

J,  J,  dt      dt  /  dt  ' 

(Il  '0  (() 


-s  dx  ,      ,      ,  dox  . 

caro-y-  est  égale  a  ~—rr •  lin  intégrant  par   parties,   on   peut  écrire    cette 


dernière  intégrale 


dx  ,     |«i         f1 
m  —r  ox      —    / 

dt  Un  J, 


d-x  A 
m  -,  „  oxdt, 
dt2 


où  la  partie;  intégrée  est  nulle,  car  Sa?  s'annule  aux  limites.   On  transfor- 
mera de  même  chaque  terme  de  l'intégrale    /    oT  dt  et  l'on  trouvera  fina- 


lement 


S*t  1 


x— SW (Y- 


/y/ 


o/  +     Z  —  m 


S)-]*- 


c'est-à-dire  8.*j  =  o,  comme  il  résulte  de  l'équation  (i)  qui  est  applicable, 
puisque  8a?,  oy,  8.3  sont  des  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons  qui 
ont  lieu  au  temps  t. 


4*4 
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484.  Équations  de  Lagrançe  déduites  du  principe  d'Hamilton-  —  Le 
principe  d'Hamilton  fournit  un  moyen  simple  d'établir  les  équations  de 
Lagrange,  pour  un  système  holonome.  Supposons  que  la  position  du  sys- 
tème  dépende  de  k  paramètres  indépendants  qi,  qt,...,  q/c.  Dans  le  mou- 
vement réel  du  système  qu  q>,.  .  . ,  q/t:  sont  des  fonctions  de  t  qui  prennent 
des  valeurs  données  pour  t  =  t0  et  /=  tlf  puisque  les  positions  P0  et  Pj  du 
système  à  ces  instants  sont  supposées  données.  Pour  faire  subir  à  chaque 
instant  au  système  un  déplacement  compatible  avec  les  liaisons,  défini  par 
les  variations  o.r,  oy,  oz  des  coordonnées,  nulles  aux  instants  t0  et  fj,  il 
suffit  de  faire  subir  à  qu  q-2,  ...,  qk  des  variations  arbitraires,  <jq\ 
oq.2,  . .  . ,  oq/c  nulles  aux  mêmes  instants. 

Alors  la  somme  S  (Xoa?  -+-  Y oy  -h  Zoz)  prend  la  forme 


Qi  ô</i—  Q-iàq-i 


Qa-ÏÇa 


(n'  441);  en  outre  T  est  une  fonction  de  qi,  q%,  . .  .,qk'i  ÇiiÇ'ti  •  •  •>  Çk 
et  t.  Donc,  d'après  le  principe  d'Hamilton,  si  qx,  ^2,  ..  „q/,  sont  les  fonc- 
tions de  t  correspondant  au  mouvement  naturel  ou  réel  du  système,  l'ex- 
pression 


>3  =     /      (8T  -+-  Qt  o^i-4-  Q2o^2+  •  •  •  -+-  Qa-ÏÇa) 


dt 


est  nulle  quels  que  soient  oqx,  oq2l  .  ..,oq/c.  Or,  on  a,  à  chaque  instant   ?, 


oT 


ÔT 


*q\ 


ÔT 


ÔT 


àfk^k+Wxqi 


dT       , 
àqu. 


Portons  cette  valeur  dans  83,  puis  transformons,   par  l'intégration  par 
parties,  les  termes  en  §q\,,  oq'^-,  •  •  .  ,oq'/c.  Nous  avons,  par  exemple  : 


•'■  d  /  ôT 


r  '  àT  .  ,         p  àT  dT      i/,      r 


ou  1  on  remarque  que  oq\  =  o  -^—  ==  — - y —  La    partie    intégrée    est    nulle, 

car  S^i  s'annule  aux  limites.  Faisant  la  même  transformation  pour  tous  les 
termes  en  oqv,  on  a 


•-•ClMÊ-iŒ)]* 


dl. 


où  l'on  n'a  écrit  que  le  terme  en  oqu  les  termes  suivants  s'obtenant  par 
permutation  des  indices.  Cette  expression  83  devant  être  nulle  quelles  que 
soient  les   valeurs   de  o^,  oq2,  .  .  .,  oq/,   en  fonction  de   t,  il   faut    que   les 


coefficients  de  ces  variations   soient   tous   nuis  sous  le 


signe     I   •  En 


les 
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égalant  à  zéro,   <»n  obtienl   les  équations  du   mouvement  sous   la    forme 
donnée  par  Lagrange. 

Le  calcul  précédent  ne  s'applique  pas  aux  systèmes  non  honolomes,  car, 
pour  un  tel  système  on  n'a  plus  doq  =  odq.  (Voir,  Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France,  décembre   1898.) 

iS.v>.  Cas  particulier  où  les  composantes  suivant  les  axes  des  forces 
appliquées  sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  U  des  coordonnées 
et  du  temps.  —  Dans  cette  hypothèse  la  somme  des  travaux  virtuels 
2(X&r-+-  Y8y  -+-  Z&s)  est  la  différentielle  totale  oU  de  la  fonction  U 
prise  en  regardant  t  comme  une  constante.  On  a  alors 


85=    f  Y$T-hoU)^  =  8    r'(T-i-U) 


dt. 


Le  principe  d'Hamilton  s'énonce  alors  sous  une  forme  élégante.  Si  Von 
se  donne  les  positions  du  système  aux  instants  t0  et  t\,  ta  variation 
que  subit  V intégrale 

3  =  Ç  '(T  +  U)A, 

tu 

t 

quand  on  passe  du  mouvement  naturel  à  tout  mouvement  infiniment 
voisin  compatible  avec  les  liaisons  est  nulle.  On  trouve  donc  le  mouve- 
ment naturel  en  cherchant  quel  est  le  mouvement  compatible  avec  les 
liaisons  pour  lequel  l'intégrale  3  est  maximum  ou  minimum,  car,  pour 
trouver  ce  mouvement,  il  faut  précisément  égaler  à  zéro  la  variation  de  5. 
Cela  ne  veut  pas  dire  que  le  mouvement  naturel  rende  nécessairement  l'in- 
tégrale 3  maximum  ou  minimum.  M.  Darboux  a  montré  que,  si  U  ne  con- 
tient pas  t,  l'intégrale  3  est  minimum  pour  le  mouvement  naturel  à  con- 
dition que  t\ —  £0  soit  suffisamment  petit  (Leçons  sur  la  théorie  générale 
des  surfaces,  t.  II). 

486.  Principe  de  la  moindre  action.  —  Ce  principe,  moins  général  que 
le  principe  d'Hamilton,  s'applique  au  mouvement  d'un  système  assujetti  à 
des  liaisons  indépendantes  du  temps  et  soumis  à  des  forces  dérivant  d'une 
fonction  des  forces  U.  Le  principe  de  la  moindre  action  exprime  une  pro- 
priété géométrique  indépendante  de  la  notion  du  temps. 

Soit  T  la  demi-force  vive  du  système;  en  appliquant  au  mouvement  le 
théorème  des  forces  vives,  on  a,  puisque  les  liaisons  sont  indépendantes  du 
temps  et  que  U  ne  contient  pas  /. 

X  mv-  X  mv- 

2  >. 

La  position  du  système  dépend  de  k  paramètres  géométriques  indépen- 
dants qi,  </2?  •  •  ,<7/.  de  sorte  que  les   coordonnées  d'un   point   quelconque 
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#,  y,   3  du  système  s'expriment   par  des  fonctions  de  ces  paramètres  ne 
contenant  pas  /. 


x  =  cp(gr,l5  </2,  .  .  .,  (/ic),       y  =  ^(</i,  '/2,  •  •  -,  <//■•)> 


ra(gr,,  qi}  .  .  .,  «y/,  i. 


Pour  obtenir  un  déplacement  infiniment  petit  du  système  il  suffit  de 
faire  varier  ces  paramètres  de  dqu  dq%,  .  .  . ,  dq  jv •;  alors  a?,  y,  z  subissent 
des  accroissements  dx,  dy ,  cte;  posons 

û?S2  =  2  m  (  rfx2  h-  ^2  _^  ^2  )5 

la  somme  étant  étendue  à  tous  les  points  du  système.  En  y  remplaçant  dx, 
dy,  dz  par  leurs  expressions  en  fonction  de  dq\,  dq>,  .  ..,  dq/t,  on  trouve 
pour  dS-  une    forme    quadratique  de  ces  différentielles 

dS-  =  S  atj  dqL  dqj         (  a'tj  =  «y/  ), 


les  coefficients  a/y  étant  fonctions  de  qu  qo,  ••-,  qk-  Ea  force  vive  2mt>2 

<fS2 
est  alors  -y—  et  l'intégrale  des  forces  vives  s'écrit 


dt 


=  y/ 2  U  H-  2  A 


Nous  supposons,  dans  la  suite,  que  la  constante  des  forces  vives  li  a  une 
valeur  déterminée. 

Considérons  alors  deux  positions  P0  et  Vx  du  système  correspondant  aux 
valeurs  (qi)0,  (#2)0,  •••,  (q/c)o  et  (qy  ),,  {qt)u  -••,  (Çk)\  des  paramètres. 
Au  point  de  vue  purement  géométrique,  on  peut  amener  le  système  d'une 
position  à  l'autre  d'une  infinité  de  manières  :  pour  avoir  l'une  de  ces  ma- 
nières il  suffit  d'exprimer  q{,  q2,  .  .  .,  q/>:  en  fonctions  continues  d'un  para- 
mètre X 


(2) 


yi  =  /l(H  y2  =  /2(^), 


?*  =  /*(*), 


de  telle  façon  que  pour  X  =  X0,  les  paramètres  prennent  les  valeurs 
(</i)o,  •••,  (<7a)o  correspondant  à  la  position  P0  et  que  pour  X  =  Xt  ils 
prennent  les  valeurs  (</i)i,  («72)25  •••5  (<//.)i  correspondant  à  P4.  Alors  X 
variant  d'une  manière  continue  de  X0  à  Xj  le  système  passera  d'une  ma- 
nière continue  de  la  première  position  à  la  seconde.  A  chaque  choix  des 
fonctions /j,  y2,  .  .  .,/*  correspondra  ainsi  une  façon  d'amener  le  système 
de  la  position  P0  à  la  position  Pt. 

En  employant  un  langage  géométrique,  nous  regarderons  ql:  q2,  ...,  q& 
comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  un  espace  à  k  dimensions  :  les 
positions   P0  et   Pt  correspondent   alors   à   deux    points  de   cet   espace,    de 

coordonnées  (^1)0,  (72)0,  .  ■  -,  (q/c)o  et  (#1)1,  (^2)i,  -**Aq*)i:  'a  succes- 
sion des  points  définis  par  les  relations  (2),  quand  X  varie  de  X0  à  Xl5  con- 
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stitue  niii1  courbe  G  joignant   les  deux  points  I*,,  et  Pj.  On  appelle  alors 
action  de  P0  à  1*!  le  long  de  la  courbe  C  l'intégrale 


-  lg 


/.(Pi) 

=  /     /JTJ 

*    lP„) 


/,  ,/S 


prise  le  long  de  cette  courbe.  Appelons  r/,,  q.2l  ••••■,  c] h  les  dérivées  pre- 
mières de  r/,,  c/2,  ...,  <//,  par  rapport  à  X,  en  indiquant  la  dérivation  rela- 
tive à  X  par  un  point  placé  au-dessus  des  q\  alors,  le  long  de  la  courbe  C, 
on  aura,  puisque  le  long  de  cette  courbe  qt,  q%^  ...,<//  sont  fonctions  de  X, 

dS  =  yZctij  dqi  dq j  =  /2  a  ,7  qtqj  dl, 

car  dqi  =  <//  riX,  etc.  Nous  appellerons  0  la  forme  quadratique 


6 


aiJcH(l.i 


r   dS2 

il    JX2 


Alors 


\,  =     /       /2U  +  ih  s/'iiddl. 

An 


Pour  chaque  courbe  joignant  les  deux  points  P0  et  P/|  c'est-à-dire  pour 
un  choix  déterminé  des  fonctions  yt,  y2,  ...,/&,  cette  action  a  une  valeur 
déterminée.  Le  principe  de  la  moindre  action  consiste  en  ce  que,  &i  l'on 
cherche  la  courbe  G  par  laquelle  il  faut  joindre  les  deux  points 
pour  que  tX>  soit  un  minimum,  on  trouve  que  cette  courbe  doit  être 
une  des  trajectoires  que  suit  naturellement  le  système  quand  on  le 
lance  de  P0  de  telle  façon  qu'il  atteigne  P1?  la  constante  des  forces 
vives  étant  h.  Dans  cet  énoncé  nous  appelons  trajectoire  (dans  l'espace  à 
k  dimensions)  la  courbe  définie  par  la  succession  des  valeurs  de  q1:  q.2,  . .., 
qk  correspondant  au  mouvement  réel  du  système  sous  l'action  des  forces 
données  dérivant  de  U. 

Pour  trouver  les  expressions  de  qXl  </2,  .  .  .,  q^  en  fonction  de  X  rendant 
A>  minimum,  il  faut  écrire  que  la  variation  SdU  de  l'intégrale  est  nulle 
quand  qXl  q2j  ...,  q/L  subissent  des  variations  infiniment  petites  S^j, 
o</2,  ••■,  ^°Ai  (lu'  sont  des  fonctions  arbitraires  de  X,  assujetties  à  s'an- 
nuler aux  limites  X0  et  Xx  :  cette  dernière  condition  résulte  de  ce  que  les 
valeurs  de  </,,  </2,  •  ••>  ak  pour  X  =  X0  et  X  =  Xj  sont  données  à  l'avance. 
Quand  (jx  varie  de  o</,,  sa  dérivée  qx  par  rapport  à  X  varie  de  or/,  ;  on  a 
d  i  >  n  c 


O-Aj    = 


r 


y/'2  0 


OU 


vA*U  ~-r->.h  °<h 


or/, 


/2U 


<)(à 


-h  2  h   / 

70      \<></i 


or/, 


de 

0qx 


oqx 


d\. 


où   nous   n'écrivons  que    les   termes   provenant   de  la    variation    de    r/,  ;    le> 
termes  suivants  s'obtiendraient  en  mettant  successivement   >,   !.  ...,  k  ;'i 
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la  place  de  l'indice  i.  Transformons  par  l'intégration  par  parties  les  termes 
en  o^i,  8^2, ....  On  a 

&  dqx         d  cj<]x  >  .      r.  j^ 

q'  =  °dï==  ~d\    '  °qi         =        Çl' 


La  partie  de  l'intégrale  contenant  oqx  s'écrit  donc 


i/a U  +  2/i     ()0      ,  . 

— — -  doqi 

y/20         àqi 


\/i  U  -h  i  h   de 

/•Je      d4i 


oqi 


sj-i  U  -r-  2  h    d&_ 

v/âë       ^i 


La  partie   intégrée   est  nulle   aux  limites,  car  oq^  s'annule  aux  limites. 
On  transformera  de  même  les  autres  termes  et  l'on  aura 


SX 


/âe      du 


V'iU+2/l   <tyl 


rfX 


y/9.U  4-a/i  de 


rfX  —  r/ 


/aU 


v/a0 


2  A   de 

~ôq 


&\ 


)q{ 


où  nous  n'écrivons  que  les  termes  contenant  ùqx  en  facteur.  Pour  que 
l'intégrale  &%>  soit  minimum,  il  faut  que  ov%>  soit  nul,  quelles  que  soient  les 
fonctions  infiniment  petites  o^i,  o^2,  •••,  ^qic  H  faut  donc  que,  sous  le 
signe  /,  les  coefficients  de  ces  variations  soient  nuls  séparément.  On  a 
ainsi,  pour  déterminer  la  courbe  rendant  l'intégrale  minimum,  les  A- équa- 
tions suivantes,  dont  nous  n'écrivons  que  la  première  : 


fyi 


(3) 


v/2u 


v/20      du  _.      i/îU  +  2/K)e   „      7//2U  +  2/i  de\ 

—=  —  dX  -4-    — -r—  dl  —  d[ — = —  — -      =  o. 

ihàqx  J<2.e         dqi  \        i/20         àqx) 


Ces  équations,  différentielles  du  second  ordre,  définissent  ql:  q2,  ..., 
q/c  en  fonction  de  X  :  il  faudra  déterminer  les  constantes  arbitraires 
introduites  par  l'intégration  en  écrivant  que  pour  X  =  X0,  q\,  q*>_,  ...,  qk 
prennent  les  valeurs  données  (qi)o-,  ...,  (qk')o  et  que,  pour  X  =  X1:  ces 
paramètres  prennent  les  valeurs  données  (^1)1,  ...,  (</a)i.  Mais  il  est 
maintenant  aisé  de  voir  que  ces  équations  (3)  définissent  précisément  les 
trajectoires  du  système  dans  son  mouvement  naturel  :  nous  allons  montrer, 
en  effet,  que,  par  un  changement  de  variable  indépendante,  elles  se  ra- 
mènent aux  équations  du  mouvement  sous  la  forme  de  Lagrange.  Rem- 
plaçons X  par  une  autre  variable  t  définie  par  la  relation 


(4) 


dt  = 


vAe 


1/2U  +  2A 


u  A, 


et  appelons  q\,  q'.2,   ...,  q).  les  dérivées  de  q^  q,,   ...,  q/t  prises   par  rap- 
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port  à  /.  Posons  en  outre 
et  rappelons  que 

Nous,  aurons  évidemment 

de         ôT  /  df_\2  à®_        àT    dt 

àq\         àqi  \d\)  dqx        dq\    dk 

111  •  .  ,dt 

comme  on  le  voit  en  calculant  ces  expressions  et  remarquant  que  qi=  9i~J\' 

dk 

Les  équations  (3)  deviennent  alors,   en  y  faisant  les  substitutions  (5)  et 

remplaçant  ensuite  dk  par  sa  valeur  (4)  *         -+-  2/t  ^ 

v/'20 

[  d\J    ,         àT    ,  ,  /  ÔT  \ 

\  - —  dt  -\ dt  —  d     -r—r      —  o . 

(6)  àqx  dqi  \dqj 

Ce  sont  précisément  les  équations  de  Lagrange.En  outre,  l'équation  (4) 
montre  que  Jt  est  la  constante  des  forces  vives,  car,  0  étant  égal  à =—  > 

on  a  y/'-iO  dk  =  <iS,  et  cette  équation  (4)  donne 

^  =/-i(U  -h  A),         ou         T  =  U -+-/*, 

qui  est  bien  l'intégrale  des  forces  vives. 

Le  théorème  est  donc  démontré  :  la  courbe  rendant  l'action  minimum 
de  P0  en  Pj  est  une  des  trajectoires  naturelles  joignant  ces  deux  points, 
la  constante  des  forces  vives  étant  h  ;  d'une  manière  générale,  on  trouve 
ces  trajectoires  en  écrivant  SJls  =  o. 

487.  Problème  des  géodésiques.  —  Si  la  fonction  de  forces  U  est  nulle, 
c'est-à-dire  si  le  système  supposé  ho  lo  no  me  n'est  sollicité  par  aucune  force, 
on  dit  que  les  trajectoires  sont  des  géodésiques,  par  extension  du  nom 
donné  aux  courbes  que  décrit,  sur  une  surface  polie,  un  point  auquel  n'est 
appliquée  aucune  force.  Dans  ce  cas,  l'on  obtient  les  trajectoires  en  cher- 
chant les  courbes  rendant  minimum  l'intégrale 

(Pi)  /.(Pi) 


t/S  =     /         sj^ciij  dqid<[j. 
'P.i  *Ap„) 
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La  recherche  du  mouvement  d'un  système  holonome  à  liaisons 
indépendantes  du  temps  sous  l'action  de  forces  dérivant  d'une  fonc- 
tion de  forces  U,  peut  se  ramener  à  un  problème  de  géodèsiques.  En 
effet,  on  obtient  les  trajectoires  de  ce  mouvement  en  cherchant  à  rendre 
minimum  l'intégrale 

/•(Pf) 

4-,  =    /         \Ji  U  -h  2  h  y/ï  a,j  da;  dqj. 

La   fonction   U  est   une   fonction  de  q^  q%,  .  ..,  a/,.  Considérons   la   forme 
quadratique  des  différentielles  dqi 

dS\=  (2  U  4-  2  /*  )  S  a,-y  rfa/  «97  =  S  6/y  rfgr/  tf*tfy  ; 

on  sera  ramené  à  chercher  le  minimum  de  l'intégrale 

(Pi 


^  =     /         sj^bijdqidqj, 

(Pu)  ^Vfl) 


ce  qui  est  un  problème  de  géodèsiques. 

488.  Calcul  de  l'action  le  long  dune  trajectoire.  —  D'après  le  théo- 
rème de  Jacobi  appliqué  au  cas  actuel  (liaisons  indépendantes  du  temps  et 
existence  d'une  fonction  des  forces  U),  il  suffit  pour  obtenir  les  trajec- 
toires de  connaître  une  intégrale  complète  W  de  l'équation 


/dW     d\X 
\àqx  '  dqt 


clk 


avec/  — i  constantes  autres  que  //,  al5  a-2:  .  ..,a^_t.  Les  trajectoires  sont 
alors  données  par 


dai 


bu 


b%, 


à\Y 
oak-\ 


En  exprimant  qu'une  trajectoire  passe  par  deux  points  donnés  (qi)0,  •  •  -, 
(qk)o  et  (qi)u  (^2)1,  •  ■•?  (qk)u  et  appelant  W0  et  Wj  les  valeurs  de  W  en 
ces  deux  points,  on  a,  pour  déterminer  les  constantes  av  et  &v>  les  équations 


da\ 


b\l 


dav 


=  h 


(v  =  [,  2,  .  ..,  /c—  [), 


d'où,  en  éliminant  les  &v>  les  k —  1  équations 

t)(Wt-W0) 


da-j 


=  o, 


ii  2. 


*-i, 


pour  déterminer  les  constantes   av.   Supposons   qu'on   ait  ainsi  déterminé 
une  trajectoire  joignant  les  deux  points  P0  et  IV  La  valeur  de  l'action 
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le  long  de  cette  trajectoire  est  Wi  —  W0.  Pour  le  démontrer,  appe- 
lons d\\  la  variation  que  subit  W  quand  le  système,  dans  son  mouvement 
réel  le   long   de   la   trajectoire   considérée,   va  du    point  qXi  q$,  . ..,  q^  au 

point  q\  -+-  dqi,  qt-h  dq>-  .  .  . ,  <7/,H-  <fy/,.  On  a 


"777"  ~  dfl9i~h  ^T*7'2" 

niais  on  a  trouvé  que  clans  ce  mouvement 


ÛT.9k\ 


Pi 


dql 


Pi 


âW 
àq-i 


donc 


dW 

~dT 


Pic 


àqk' 


=  Picl\  +^2^2  + 


Pkq-k 


dq\ 


1   <^S2 
niais  on  a  T  =  -  — ^—  et  d'après  l'intégrale  des  forées  vives 


dt 


/a  U 


donc 


tfS 


r/W  =  2T  dt  =  -      dS  =  1/2U  -t-  a/i  rfS, 


et  l'action  le  long  de  la  trajectoire  considérée  est 


Ao  =     /        \/'iU-hi/idS  =    / 


p,] 


r/W  =  W1  — W0. 


489.  Propriétés  géométriques  des  trajectoires.  —  On  peut  étendre 
aux  systèmes  que  nous  venons   d'étudier  les  théorèmes  des  noa  299  et  301. 

En  suivant  la  voie  indiquée  par  M.  Beltrami  (Mémoires  de  l'Académie 
des  Sciences  de  l'Institut  de  Bologne,  t.  VIII,  1869,  p.  549),  nous  poserons 
les  définitions  suivantes  : 

Soit  une  forme  quadratique 

dS2  =  S  a,j  dqi  dqj, 

si  l'on  considère  deux  déplacements  dS  et  oS  correspondant  à  deux 
systèmes  de  valeurs  c/^y,,  dq>,  •••5  dqk  et  oyl7  oq.2i  .  ..7  oqA.  des  différen- 
tielles des  paramètres  q,  nous  appellerons  angle  de  ces  deux  déplacements 

l'angle   d>:  oS  défini  par  la  formule 


d>  .  oS .  COS  (  r/S.  oS  )  =  X  a,j  d'j  i  ?j<J  , . 


432  D  Y  N  A  M  l  Q  U  E    DES    SYS  T  È  M  E  S  . 

Deu\  directions  û?S  et  oS  sont  perpendiculaires  quand  on  a 

(7)  2aijdgiàqj=  o. 

Étant  donnée  une  relation  quelconque 

F (gr,,  q,,  .  ..,  qk)  =  0, 

nous  dirons  qu'elle  définit  une  surface;  les  déplacements  oS  effectués  sur 
cette  surface  seront  caractérisés  par  la  relation 

d¥  R  dF.  dF. 

Nous  avons  déjà  appelé  courbe  l'ensemble  des  valeurs  de  «71,  q-2->  •  •  -,  qk 
qui  sont  des  fonctions  données  d'un  paramètre  variable  t.  Quand  t  augmente 
de  dt  le  point  subit  un  déplacement  <r/S  défini  par  dqi,  dqo,  . ..,  dq/c.  Nous 
dirons  que  la  courbe  est  orthogonale  à  la  surface  quand  le  déplacement  dS 
effectué  sur  la  courbe  est  orthogonal  à  tous  les  déplacements  oS  effectués 
sur  la  surface,  c'est-à-dire  vérifiant  la  relation  (8).  Si  l'on  pose 


9k 


dqi 
dt 

=  q\ , 

^2 
~dt 

T  = 

.ivffl.. 

?1? 

dgic 

dt 

la  ce 

nd 

ition 

d'01 

thogona 

lité 

(7) 

devient 

(9) 

àqi 

-f- 

ô^2  H-  .  . 

.4- 

àT 
àq'k 

§qk  =  0. 

Ces  définitions  étant  posées,  le  théorème  du  n°  299  se  généralise  immé- 
diatement comme  il  suit  : 

Si  dans  les  équations  des  trajectoires 

dW       .  dW       ,  d\V 

-r-^b^  - —  =62,  ..., =  à/t-i, 

oai  da2  àa/i-i 

on  donne  aux  constantes  at,  a2,  . .  .,  «a— 1,  des  valeurs  déterminées,  et 
si  Von  fait  varier  bu  b2,  ...,  6^— 15  d'une  façon  quelconque,  les  trajec- 
toires ainsi  obtenues  sont  normales  aux  surfaces  ayant  pour  équation 
W  =  const.  Pour  le  démontrer,  il  faut  établir  que  tout  déplacement  0^1, 
oq2,  .  •  -,  î>qk,  effectué  sur  W  =  const.,  c'est-à-dire  vérifiant 

dW .  dW  s  dW, 

(10)  — -  oqi-i-  — -  oq.2-h.  .  .-+-  - — oq/,  =  o, 

ôqx     1  <<Jq.2     J  dq/c     * 

est  orthogonal  au  déplacement  réel  dqYl  dq-2,  ..  .,  dqk  effectué  sur  la  tra- 
jectoire. En  d'autres  termes,  il  faut  montrer  que  cette  condition  (10)  en- 
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traîne  la   condition  d'orthogonalité   (9).   Or  ceci   est   évident   d'après    le 
théorème  de  Jacobi  qui  donne  (n°  472) 

o\\  d\Y 

Pi=  1 — >  •  •  '>         />/.=  1 — 

oq\  aqk 

et,  d'après  la  définition  même  des  variables  p,  Py=  — r«  Nous  renverrons, 

pour  une  étude  détaillée  de  ces  questions,  aux  Leçons  sur  la   théorie  des 
surfaces  de  M.  Darboux  (t.  II,  Chapitre  VIII). 


490.  Extension  de  l'idée  de  fonction  de  forces.  Fonction  de  forces 
dépendant  des  vitesses  et  du  temps-  —  Nous  avons,  dans  ce  qui  précède, 
examiné  le  cas  où  les  forces  dérivent  d'une  fonction  U  dépendant  unique- 
ment des  coordonnées  des  points  du  système  et  du  temps.  M.  Mayer  a 
étendu  cette  notion  de  la  façon  suivante,  en  la  rattachant  au  principe 
d'Hamilton  (Mathematisclie  Annalen,  t.  XIII,  p.  20). 

l'osons 


j£»îv(a?;a 


??  +  *?) 


V=l 


et  soit  W  une  fonction  de  t,  des  3/i  fonctions  inconnues  a?v,  jrv,  zv  de  t  et 
de  leurs  dérivées  premières  x'v,  y[n  z'r  Supposons,  comme  dans  le  principe 
d'Hamilton,  que  les  valeurs  de  a?v,  JKv,  ~v  aux  instants  t0  et  t\  soient  don- 
nées, et  cherchons  ce  que  doivent  être  ces  fonctions  dans  l'intervalle 
U — h,  pour  que  l'on  ait 


§  Al 


W)  dt 


pour  toutes  les  variations  possibles  de  a?v,  JKv,  Zy.  Un  calcul  identique  à 
celui  du  n°  484  conduit  aux  3/i  équations  différentielles  du  second  ordre 


mv  Xy  = 

dxv 

d   d\X 

dt  dx'^ 

/nvy;  = 

d\Y 

d   d\Y 

"  dt  oyî/ 

// 

d\Y 

d  d\\ 

'        dzv        dt  dz' 


Ce  sont  la,  rapportées  à  un  système  d'axes  rectangulaires,  les  équations 
du  mouvement  d'un  système  de  points  libres  de  masses  i»j,  m2,   ■  ••>  "hn 
A.,  II.  28 
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le  poimt  mv  étant,  à  l'instant  J,  sollicité  par  une  force  Fv  de  composantes 

c?W         d   àW 
dz?v        dt  Ox[j 

àW        d   ÔW 
(0  ^-^-dtôy^/ 

!  z    -  —      d  m 

\      '        dzy        dt   ôz[j 

M.  Mayer  convient  de  dire  que  ces  forces  dérivent  d'un  potentiel  ou 
d'une  fonction  de  forces  W. 

491.  Problème  de  M.  Mayer  pour  le  cas  où  les  forces  sont  intérieures. 
—  Supposons  que  les  forces  du  système  soient  toutes  intérieures,  c'est- 
à-dire  résultent  uniquement  des  actions  des  points  du  système  les  uns  sur 
les  autres.  En  se  plaçant  à  un  point  de  vue  très  général,  M.  Mayer  n'ad- 
met pas,  comme  nous  l'avons  fait  dans  tout  le  cours  de  cet  Ouvrage,  que 
ces  forces  intérieures  résultent  uniquement  des  actions  mutuelles  des  points 
deux  à  deux,  actions  qui  sont  égales  et  directement  opposées  :  il  suppose 
seulement  que  ces  forces  intérieures  satisfont  à  chaque  instant  aux  six 
conditions  d'équilibre  d'un  corps  solide  : 

V  =  «  V  ■=■  n  yz=n 

(2)  ^Xv=o,  ^Yv-o,  2Zv=\°j 

V  =  1  V  =  1  V  =  1 

V  =  n  V  =  n  V  2=  n 

(3)  N  (/vZv  —  *vYv)  =  o,      7^-gyXy  —  a?vZv)  =  o,      7 i (xv Yv  —  jkv Xv)  =  o, 

V  =  1  v  —  1  V  =  1 

de  telle  façon  que,  si  le  système  était  solidifié,  à  un  instant  quelconque  t, 
les  forces  intérieures  se  fassent  équilibre.  Gela  posé,  M.  Mayer  résout  le 
problème  suivant  : 

Trouver  les  expressions  les  plus  générales  des  forces  intérieures  Xv, 
Yv,  Zv,  agissant  sur  un  système  en  mouvement  et  remplissant  les  deux 
conditions  suivantes  :  1"  elles  dérivent  d' une  fonction^  ;  20  elles  satis- 
font à  chaque  instant  aux  six  conditions  d'équilibre  d'un  solide. 

Nous  ne  pouvons  pas  reproduire  ici  l'analyse  de  M.  Mayer  :  nous  nous 
contenterons  d'énoncer  les  théorèmes  qu'il  a  obtenus  : 

I.  On  obtient  les  expressions  les  plus  générales  des  forces  (1)  satis- 
faisant identiquement  aux  conditions  (2),  en  prenant  pour  W  une 
fonction  arbitraire  du  temps  et  des  différences 

(v  =  2,3,  ...,n). 
a?v  —  a?i,     Iv  —  y-a     *v— *i 
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II.  On  obtient  les  expressions  les  plus  générales  des  forces  (i)  satis- 
faisant identiquement  aux  conditions  (3),  en  prenant  pour  W  une 
fonction  arbitraire  du  temps,  des  distances  des  points  du  système  à 
V origine,  de  leurs  distances  mutuelles,  et  des  dérivées  premières  de 
ces  deux  sortes  de  distances  par  rapport  au  temps. 

En  combinant  ces  deux  théorèmes,  on  a  la  réponse  au  problème  pro- 
posé : 

III.  On  obtient  les  expressions  les  plus  générales  des  forces  (i)  satis- 
faisant aux  conditions  {•?.)  et  (3)  en  prenant  pour  W  une  fonction 
arbitraire  du  temps,  des  distances  mutuelles  des  points  du  système  et 
des  dérivées  de  ces  distances  mutuelles  par  rapport  au  temps. 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  alors  rectiligne  et  uniforme, 
et  le  théorème  des  aires  s  applique  à  la  projection  du  mouvement  sur 
chacun  des  plans  coordonnés. 

IV.  Pour  qu'il  existe  une  intégrale  des  forces  vives,  c'est-à-dire  pour 
que 


V  =  n 


(Xva?;-+-Yvr;-+-zv<) 


1 

V  =  1  ' 

soit  la  dérivée  totale  par  rapport  au  temps  d'une  certaine  fonction 
des  coordonnées,  de  leurs  dérivées  et  du  temps,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  forces  dérivent  d'une  fonction  W  ne  contenant  pas  t.  L'intégrale 
des  forces  vives  est  alors 


V  =  n 


0\\  ,  0\V  ,à\\\ 


v  =  l 


Quand  la  fonction  W  remplit  les  conditions  du  théorème  III,  sans  con- 
tenir t,  cette  intégrale  s'écrit 

[XV 

où  ruy  désigne  la  distance  des  points  xa,  j»,  z»  et  a?v,  yv,  ~v,  et  r[^  la 
dérivée  de  r^v  par  rapport  au  temps. 

Prenons,  par  exemple,  un  système  formé  de  deux  points  matériels  situés 
à  une  distance  r  l'un  de  l'autre. 

Les  actions  mutuelles  de  ces  deux  points  sont  soumises  au  principe  de 
l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction.  Si  l'on  veut  de  plus  qu'elles  dérivent 
d'une  fonction  W  et  que  L'intégrale  des  forces  vives  existe,  il  faut  prendre, 
pour  l'expression  de  l'action  mutuelle  R, 

d\V        d   oW 

Or  (Il    Or' 
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ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 


•  dïv      wr 


dr 

où  W  est  une  fonction  des  seules  quantités  r  et  r'  =  -y-* 

Nous   renverrons   également,  sur   ce  sujet,  à  une    Note  de  M.  Maurice 
Lévy  (Comptes  rendus,  t.  XGV). 


V.  —  MULTIPLICATEUR  DE  JACOBI 

Nous  donnons,  dans  ces  derniers  paragraphes,  quelques  indications 
sommaires  sur  le  multiplicateur  de  Jacobi  et  les  invariants  intégraux  de 
M.  Poincaré.  Nous  adopterons  le  mode  d'exposition  suivi  par  M.  Kœnigs 
dans  ses  leçons  au  Collège  de  France,  de  façon  à  faire  connaître  en  même 
temps  les  importants  résultats  obtenus  par  ce  géomètre  (Comptes  rendus, 
décembre  1895  et  janvier  1896). 

492.  Définition  du  multiplicateur.  —  On  sait  qu'étant  donné  le  système 
d'équations  différentielles 

dx\        dx<>  dxn 

Xj  \-2  \.,i 

où  les  X/  sont  des  fonctions  des  variables  a?1?  x2,  .  . .,  a?ft,  on  appelle  inté- 
grale toute  fonction  6(a?i,  . . .,  xn)  qui  reste  constante  en  vertu  des  équa- 
tions différentielles.  De  la  sorte,  l'équation  suivante 

«0  =  - —  dx\  -\ — - —  dx*  -+- ...  -\ — : —  dxn  =  o, 
OXi  ox2        "  oxn 

qui  est  linéaire  par  rapport  aux  différentielles  dx,  doit  être  une  consé- 
quence des  équations  (1).  La  condition  nécessaire  et  suffisante  se  traduit 
par  l'équation 

X—  +X  —  -h       4-X    — 
1  Oxi        ~  2  dx=>  ~r"'  "  n  dxn 

On  désigne  habituellement  par  A(6)  le  premier  membre  de  cette  équation. 
Si  l'on  connaît  (n- — 1)  intégrales  indépendantes  entre  elles,  61,  62,  ..., 
0,1-!,  toute  autre  intégrale  est  fonction  de  celles-là  et,  réciproquement, 
toute  fonction  de  6l5  62,  ...,  6,1—1  est  une  intégrale.  D'après  cela,  si  6 
désigne  une  intégrale  quelconque,  le  déterminant  fonctionnel 

0(8,0,,  ...,0,,-t) 
D(3?j,  x%,  .  .  . ,  x n  ) 
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est    nul    et,  réciproquement,  si    0    annule  ce  déterminant,   c'est  que  8  esl 
fonction  de  6|,  62,   •  ••>  0«-i  et,  par  suite,  0  est  une  intégrale. 

En   conséquence,   quand    on   connaît    un    système    de   {n  —  i)    intégrales 
indépendantes,  l'équation  (2)  peut  être  remplacée  par  l'équation 


(3) 


D^O,,!),,,  ...,8„-i) 


=  o. 


(4) 


D(xux2,  . .  .,  xn) 

Il  faut  en  conclure  qu'il  existe  une  fonction  M  telle  que  l'on  ait  l'identité 

D(8,8„  ...,8»-,) 


MAw=M2x'ê  = 


D(a?i,  Xi,  .  .  . ,  x n  ) 


Jacobi  a  donné  le  nom  de  multiplicateur  à  cette  fonction  M. 

,     1.         •  D(6,6,,  .       0„_,)     ,, .  , 

Dans  le  déterminant      ^  ,  —  y  désignons  par  A/ le  mineur  cor- 


respondant  a  - —  On  aura 

ox  1 


D(.2?i,  . . . ,  xn) 


D  (a7j ,  3?2,    •  •  •  5  ^7/i)  ^^  UXi 


en  sorte  que  l'identité  (4),  où  0  est  une  fonction  quelconque  de  x^Xo, 
xn,  équivaut  aux  n  relations 


(5) 


M.X/=  \i        (i  =  i,  2,  . . .,  n). 


493.  Équation  du  multiplicateur.  —  En  partant  de  ces  relations,  il  est 
aisé  de  former  une  équation  différentielle  que  vérifie  la  fonction  M  et  d'où 
les  intégrales  supposées  connues  61,  82,  ...,  Qn-i  se  trouvent  éliminées. 
Jacobi  a  remarqué  en  effet  que  les  déterminants  Az-  vérifient  l'identité 


(6) 


à\t 


~~  dxi 


Pour  démontrer  l'identité  (G),  considérons  le  déterminant 


D  = 


«1 

u2 

Un 

<)Ql 
Ox-i 

dxn 

t)Q/i-i     <Nn-\ 
àx\         0x=> 


àxn 


où    Mi,  w2,   •  ••>  u„  sont  n  constantes  quelconques. 
En  développant  ce  déterminant,  on  aura 


D  —  Aj  ii\  H-  A2  M2-h.  .  .H-  A,,  u!U 
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dD       .. 

ce  qui  prouve  que  A/ =  •    Observons  maintenant  que  x{.  x2,    ...,  xn 

r)Ui 

,  ,    .      ,         dftrt        .     .,  ,  ,  ,  ,     •      ,         d6« 

n  entrent  dans  A,  que  par  les  dérivées  - — ,  a  1  exclusion  des  dérivées 

1  '  OXR  OXi 

Posons,  pour  abréger,  — —  ==  «a.Sj  nous  aurons 

à^i        ^     à\i     ôa^  _*^     c)A/        d-brX 

dxi       **4  àaa  g     dx[         jmd  ôaa  g  dxi  dxr<  ' 
a.B  H  a,B  'p 

d'où 


'  Àmà'ùXi  Zd—à 


La  somme  S,  qu'il  faut  prouver  être  nulle,  est  ainsi  une  fonction  linéaire 

homogène  des  dérivées  secondes r^—  :  de  plus,  i  et  3  sont  toujours  dis- 

°  dxidx$'        i       '  i  J 

tincts.  En  groupant  les  termes  semblables,  nous  aurons  donc 

ji  ^  \  cte a,  8         (?aa  •  /  c^-  tte*g 
a    /',  6 

Le  théorème  sera  démontré  si  nous  faisons  voir  que  Ton  a 

<fe*  ^Ag 

(7)  1 1-  T— -  =  °- 

Or  le  premier  membre  de  l'équation  (7)  s'écrit  encore 

rPV  d*D 

Si  nous  considérons  d'autre  part  dans  D  la  première  ligne  et  celle  où 
figure  la  fonction  6a,  c'est-à-dire  la  (a  +  i)iel"e  ligne,  puis  les  colonnes  de 
rang  i  et  (3,  les  termes  qui  se  trouvent  à  l'intersection  de  ces  lignes  et  de 

ces  colonnes  sont  les  suivants  k/,  wg,  - —  =  ««,/,    \ —  =  «a,8- 

Il  résulte  d'une  propriété  bien  connue  des  déterminants  que  D  pourra 
s'écrire  sous  la  forme 

D  =  R(w,«a,g  —  Mpaa,«)  +  Ri> 

où  R  ne  dépend  plus  des  termes  m/,  ur,  «a,B>  «ai  et  °ù  Ri  contient  ces 
termes  linéairement.  Jl  suffit  de  différentiel*  pour  trouver 

d*D      =R  *P      =      R 


d'où  la  formule  (7)  et  le  théorème  exprimé  par  l'identité  (6). 
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Si   l'on   rapproche  alors  L'identité  (6)  des  formules  (5),  on  voit  que  la 
fonction  M  vérifie  l'identité 

2^- 

i 

Telle  est  l'équation  du   multiplicateur.  On  donne  par  extension  le  nom 
de  multiplicateur  à  toute  solution  de  l'équation  (8). 
Il  est  aisé  de  prouver  le  théorème  suivant  : 

Le  quotient  de  deux  multiplicateurs,  c  est-à-dire  de  deux  solutions 
quelconques  de  l  équation  (8)  est  une  intégrale. 

Soient,  en  effet,  M,  M'  deux  multiplicateurs. 
L'équation  (8)  se  développe  ainsi 

o>  2x'«r4-M2s7=oi 


on  aura  de  même 


1  dx'i  *-u  âxi 


Multiplions  par  —  M',  M  et  ajoutons,  il  viendra 


ïM^r 


àxi  j 


ou  encore 


2* 


M' 

11    =  A^Tl 


dxs  V  M 


M' 

Donc  -jrjr-  est  bien  une  intégrale. 

Réciproquement,  le  produit  d'un  multiplicateur  par  une  intégrale  est 
encore  un  multiplicateur 

Remarque.  —  Si  la  somme  12  =  2,  T~~  est  nulle,  M  =  i  est  un  multipli- 
cateur. 

494.  Invariance  du  multiplicateur.  —  Il  importe,  en  vue  de  ce  qui  va 
suivre,  de  se  rendre  compte  de  l'effet  d'un  changement  de  variables.  Nous 
allons  ainsi  être  amené  à  reconnaître  que  tout  multiplicateur  est  un  inva- 
riant, mais  un  invariant  relatif,  en  ce  sens  que  si  on  le  multiplie  par  le 
déterminant  de  la  transformation,  il  constitue  un  multiplicateur  pour  le 
nouveau  système  de  variables. 

Désignons  paijKi,  J2,  •  •  • >  Y  a  les  nouvelles  variables  et  introduisons  pour 
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un  instant  une  variable  auxiliaire  /,  dont  la  différentielle  dt  égale  la  valeur 

dx  ' 
commune  des  rapports  -^- •  Les  équations  (i)  s'écrivent 

{\j  -^  =X/  (*  =  I,2,   ...,  W). 

On  aura  alors 

dyt    _  ojk*    flfo?i        dyi   dx.2  dyt  dxn 

dl        dxt    dt         àx2    dt  0xn    dt 

et,  en  tenant  compte  des  équations  (r)', 

dyt  _        dyt  dyt 

Le  système  des  équations  différentielles  est  donc  devenu 

<fyi        d.yt  dyn 


(10) 


*1  Y2  Y/t 


où  l'on  a  posé  Y;=  k(yt). 

Observons  du  reste  que  la  fonction  A(6)  est  une  expression  invariante. 
On  a  en  effet 


mais 

dti  db    âyi         dO    dy2  d§_  dyn  _yi  àyp    di) 

àxi        ôyx  ôxi         dy.->  ôxi  dyH    ôxï  ~jmddxi   dyS 

P 
il  vient  donc 

y  Aà£d       ôxi  dy9       ^J    P  àyp 

i      p  p 

Ainsi,  A(6)  peut  se  représenter  au  moyen  des  y,  en  appliquant  aux 
équations  (10)  la  règle  qui  a  permis  de  construire  A(0)  au  moyen  des 
équations  (i).  Observons  que  ceci  ne  serait  plus  vrai  si,  au  lieu  de 
prendre  les  Y,  égaux  aux  expressions  A(j^),  on  les  prenait  simplement 
proportionnels  à  ces  quantités. 

Ceci  posé,  soient  61?  62,  ...,  §a-\  un  système  de  (  n  —  i)  intégrales  indé- 
pendantes, 6  une  fonction  arbitraire  et  M0  le  multiplicateur  qui  vérifie 
l'identité 

<»>  M.A(.)-;;M.,-,«r). 

U{X\,  X%,    .  .  .  ,  Xn  ) 

Opérons  un  changement  de  variables;   on  aura,  d'après    une  propriété 
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classique  des  déterminants  fonctionnels,  yt,  y2,  . .  . ,  yn  étant  les  variables 
Qouvelles, 

0(0,0,,   ...,0;,-!)   =    ï>{*,bX,...,K-x)    D(^i,^2,   ...,Xn) 

toiyuXt,  •■•>/«)  ""  D(a?,,a?2,  .-.,#«)  D(\x,,72,  ...,./«)' 
L'identité  (n)  nous  donne  donc 

°D(/h/2,  •.•,/«)'       *  '"  D(7i,jK2,  ...,yn)' 
ce  qui  prouve  que,  avec  les  nouvelles  variables,  la  fonction 

i\l'  Tl/T         v^h  ^27  •  •  •  i  #«) 

est  un  multiplicateur. 

Soit  alors  M  un  multiplicateur  quelconque  pour  les  variables^,  x->,  .  . . , 
a?*,  et  désignons  toujours  par  M0  le  multiplicateur  de  l'identité  (il).  On  a, 
comme  nous  l'avons  démontré, 

M  =  M0X, 
où  X  est  une  intégrale;  nous  aurons  donc  r 

M\j(X[,  X-2,    .  .  .  ,  Xa)  D(Xi,  X1t    '  '  •  i  Xll)  -n  m»,    - 

D(ji,jK2,  •••,r«)         D(ri5/2,  .-.,7») 

Mais  puisque  M^  est,  ainsi  qu'on  vient  de  le  prouver,  un  multiplicateur 
relatif  aux  variables  yu  y*,  .  ..,  yn\  puisque,  en  second  lieu,  X  est  une 
intégrale,  AI[,  X  est  un  multiplicateur  pour  les  variables y^  y2,  . .  .,  yn. 

Il/     If*  %  T*  Si  If*  I 

Donc  enfin,  JM  ~. — - — "'  '      ' — —■  est  un  multiplicateur  pour  les  nouvelles 

D(ji,jK2,.-.,7«) 

variables.  De  là  ce  théorème  : 

Si  AI  est  un  multiplicateur  pour  les  variables  xt,  a?2j  •  •  -5  &m  le  pro- 
duit de  AI  par  le  déterminant  fonctionnel  ^  ,  '   '  '  *  * ,  ""  "     est  un  multi- 

D(^i,...,r„) 

plicateur  pour  les  nouvelles  variables  jKi,  J>-25   •  •  -i  fa- 

Ce  théorème  est  la  base  de  toute  la  théorie  du  multiplicateur. 

49o.  Usage  du  multiplicateur.  —  Supposons  que  l'on  connaisse  k  inté- 
grales  indépendantes   0I?   02,    ...,   0/L  ;    prenons   n  variables  nouvelles  yu 
yi->  •  •  -i  Yn  parmi   lesquelles  les  k  dernières  seront  liées  aux  x  par  les  for- 
mules 

yn-k+i  =  Gj  ,       y,i-k+i  =  B2,        •  • .. ,       y,i  =  O/i- 

Les   équations   différentielles   vont   se   simplifier,   car  on   a    maintenant 
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Y/=  A(yt)  =  o,  si  i  >  n —  k.  Nous  aurons  donc  les  équations  suivantes  : 

dy\     _  dyj_  _  ^(r^-/.  _  <*/«-*+ 1  _       _  dy_n  m 

Yi  Y2  Y,,-/,  o  o 

Nous  pourrons  alors  réduire  ce  système  aux  n —  k  —  i  premières  équa- 
tions 

1     }  Y,  Y,        ■"'        Y„_7,  * 

à  la  condition  de  regarder  yn—k+-u  yn—k-+-2i  •  •  • ,  y  a  comme  des  constantes 
numériques. 

Si  l'on  connaissait  au  début  un  multiplicateur  M  avec  les  variables  x,  le 

D^3"i    3P*>  oc    ^ 

produit  M'=  M  =— — Lllll — 'L.  sera  un  multiplicateur  avec  les  variables  j', 

v(yu  y  ii  ~">yn) 

en  sorte  que  l'on  aura 

i  =  1 

ainsi,  M',  où//t_/l+i,  r,j_/l+2,  ...,yn  sont  regardés  comme  des  constantes, 
est  un  multiplicateur  pour  le  système  réduit  (12). 

496.  Dernier  multiplicateur.  —  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  con- 
naisse (n  —  2)  intégrales,  en  sorte  qu'il  ne  manque  plus  qu'une  intégrale 
pour  que  le  problème  de  l'intégration  soit  achevé.  Le  système  (l'i)  se 
réduit  à  l'équation  unique 

dy\       dyj. 
Y,  Y, 

ou  encore 

Y-2  dyx  —  Y,  dyt  =  o. 

Si  l'on  connaissait  un  facteur  intégrant  \x  de  cette  équation,  on  obtien- 
drait la  dernière  équation  finie  qui  manque  en  écrivant 


/  fi(Y2  dyx  —  Yldyi)  =  const. 


Or,  l'équation  (i3),  qui  se  réduit  ici  à 

d(M'Yt)        d(W'Y%) 
àyi  ày2 


o, 


exprime  que  M'  est  un  pareil  facteur  intégrant.  De  là,  le  nom  de  dernier 
multiplicateur  donné  par  Jacobi  à  cette  fonction  M'. 

Ainsi,  la  connaissance  d'un  multiplicateur  permet  de  limiter  l'intégration 
du  problème  à  la  recherche  de  (n  —  1)  intégrales;  une  simple  quadrature 
permettra  ensuite  de  former  la  dernière  équation  finie  qui  manque. 
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497.  Exemple-  —  Dans  la  pratique,  pour  profiter  d'intégrales  connues, 
il  sera  naturel  d'éliminer  certaines  des  variables  à  laide  de  ces  intégrales. 

Comme  il  importe  d'arriver  à  un  résultat  précis,  nous  présenterons  cette 
élimination  sous  la  forme  suivante  : 

Soient  xn—k-^ii  ^'«-A+2,  •  •  •  >  xn  les  k  variables  que  l'on  veut  éliminer  en 
profitant  de  k  intégrales  connues,  01?  02,  . ..,  6#;  cette  élimination  revient 
à  faire  le  changement  de  variables 


7a  =#*, 


04) 


< 

J/l-*H-2  =   62(^i,  X2l    .  ..,#„), 


r«=  ôa(^i,^2,  ••  -,#«). 


Nous  admettons,  il  est  vrai,  que  les  £  dernières  équations  sont  résolubles 
par  rapport  aux  k  variables  xn-k->r\,  orn-k-hi-,  •••,  #«5  'c'est-à-dire  que  le 
déterminant  des  k  fonctions  6,  par  rapport  à  ces  variables,  n'est  pas  nul. 
Or  cette  hypothèse  est  légitime,  attendu  que  si  tous  les  déterminants  à 
k  colonnes  tirés  du  Tableau 


A 

t)0, 

<?8, 

dxi 

àx2 

àxn 

à%. 

d82 

c)6, 

àxi 

àx2 

àxn 

èœ\      âx-2 


dxn 


étaient   nuls,    les    intégrales   9/   seraient   liées    par    une    relation;   elles    ne 
seraient  pas  indépendantes.  Un  au  moins  de  ces  déterminants  n'est  pas  nul 

D(6l5 ...,  eA.) 

et  1  on  peut  supposer  que  ce  soit  ^— ; 

D(X „_/,_(_!,   .  .  . ,  xn  ) 

Observons  même  à  ce  propos  que  le  déterminant  fonctionnel 

D(xux,,  .  ..,  xn) 
D(/i>.T2,  ..-,/») 


est  l'inverse  du  déterminant  ^  \JiiJî->  •  "■>J  >±l     quj    cu  ^o;,,,)   à   [a  forme 


DO,,  x2l  ...,xn) 


,  qi 
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particulière  des  équations  (l4)>  se  réduit  précisément  au  déterminant 

D(Qi,e«,  ...,qa) 

Ceci  étant,  avec  les  nouvelles  variables ylf  y%,  . . . ,  jk« ,  les  équations  dif- 
férentielles deviennent 

dyy       dyz  dyn-k  _  dyH-k+\  _       _  <tyn 

Y,  Y2  Y„_*        "      o  o 

Observons  que  yu  y2,  .  .  . ,  yn-k  sont  les  variables  primitives  a?j,  x.2,  .  . . , 
œn—k\  Yi  c'est  donc  A(xt),  c'est-à-dire  X,,  mais  Xt  où  l'on  a,  au  moyen 
des  équations  (i4)5  remplacé  les  variables  sen—k+ii  ...,  xn  par  leurs  valeurs 
en  fonctions  de  xi:  x2,  ...,  xn-k  et  des  variables  nouvelles  yn-k+il  ...,  yn, 
lesquelles  doivent  être  regardées  comme  des  constantes.  Convenons  de 
représenter  par  (Xi)  la  fonction  Xj  où  cette  substitution  a  été  opérée,  et 
de  même  pour  (X2),  (X3),   ....  Nous  aurons  ainsi  le  système  réduit. 

r  n  dxj    _    dxï    _        _    dxn-/c 

(x,)=:i(x2)  -;■•-  (X„_„); 

et  d'après  le  théorème  général,  si  M  est  un  multiplicateur  pour  le  système 
primitif  d'équations  différentielles,  le  quotient 

M 


D(6i,eg,  ...,0/,) 
D(a?.ft_£-f-i,  . .  . ,  xn) 

sera  un  multiplicateur  pour  le  système  réduit  (i5). 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ne  connaisse  qu'une  intégrale  et  qu'on 
veuille  en  profiter  pour  se  débarrasser  d'une  variable  xn,  et  réduire  le 
système  d'équations  différentielles.  Si  8[   est  cette  intégrale;   si  M  est  un 

.    .  .        M 

multiplicateur  dans  le  système  primitif,  — — —  sera  un  multiplicateur  pour 

àxn 
le  système  qui  résulte  de  l'élimination  de  x„,  au  moyen  de  l'intégrale. 
Jacobi  a  donné  l'exemple  suivant  : 
Soit  l'équation  différentielle 

d-v 

Si  l'on  introduit  la  variable  _/'  =  ~~-i  cette  équation  est  équivalente  au 
système  suivant  : 

dy'  dy        dx 

°7)  fWy)  =  y  =  ~ 
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L'expression  que  nous  avons  désignée  plus  haut  par  12  se  réduit  ici 
à  zéro.  Donc,  d'après  une  remarque  déjà  faite,  M  =  i  est  un  multipli- 
cateur. 

Supposons  alors  que  l'on  connaisse  une  intégrale 

(18)  o{x,y,y')  =  c 

du  système  (17).  On  pourra  tirer  de  cette  équation  y'  en  fonction  de  a?,  yt  c, 

(19)  /=  <K#,7,  <0- 
\ous  aurons  alors  le  système  réduit 

dy 


=  dx. 


pour  lequel  — —  est  un  multiplfcateur;  en  sorte  qu'en  définitive 


■  est  un  mul 


dy  —  y'  dx 

dp 

est  une  différentielle  exacte,  lorsque  l'on  y  remplace  jk'  'par  sa  valeur  tirée 
de  l'équation  (18). 

498.  Application  aux  équations  canoniques.  —  La  théorie  du  multi- 
plicateur trouve,  dans  les  équations  de  la  Dynamique,  une  de  ses  princi- 
les  applications. 

Reprenons,  en  effet,  les  équations  canoniques 

f  onï        Ml  -  _^2    -               dcl"      -     dps                  -     dp'1     -  Ht 
ju       —•••■—        AlJ  —  ...         r^H 


dcj\ 
c)\\ 

dq-i 

dp  2 

dqn 

"~      àH 
àpn 

dp\ 
"  —  r)U 

àpi 

dqx 

àqn 


équations  qui  conviennent  aux  problèmes  de  Dynamique,  dans  l'hypothèse 
d'une  fonction  de  forces  et  plus  généralement  aux  problèmes  dits  de 
variations,  dans  le  genre  de  ceux  qui  ont  été  traités  Tome  I. 

H  désigne  une  fonction  de  qx,  qi7  ...,  qn,  pi,  p-i,  ...,/>«,  t.  Si  l'on  forme 
la  quantité  il,  on  constate  qu'elle  est  nulle.  On  trouve,  en  effet, 

**  °<H  \  dPl  1      **  dPi  \  ù'l  i  1        ôt 

i  i 

Donc,  AI  =  1  est  un  multiplicateur. 

Les  équations  canoniques  (-20)  offrent  ainsi  un  vaste  champ  d'applica- 
tions à  la  théorie  du  multiplicateur. 

S'il  n'y  a  pas  de  fonction  de  forces,  mais  si  la  force  ne  dépend    pas  des 
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vitesses,  il  en  est  de  même.  Dans  ce  cas,  en  effet,  le  système  canonique 
prend  la  forme 

,     s     dqj_        dr/j  _  dqa  _  dp\  _        _  dpn  _ 

('2,)     t^K   ::   dK   '"""'"dK  dK       ,  dK  ' 

àpi         dp  2  c^>„  ^/t  dgr„ 

où  Qi,  Q2,  .-.,  Qn  sont  des  fonctions  de  qn  q.2,  ...,  gtli  t.  On  constate 
qu'ici  encore  Q.  est  nul  et  que  i  est  un  multiplicateur. 

Il  faut  in  intégrales  pour  que  l'intégration  puisse  être  regardée  comme 
achevée;  mais,  à  cause  de  l'existence  du  multiplicateur  i,  il  suffira  d'en 
connaître  (in —  i)  pour  être  à  même  de  ramener  le  problème  à  une  qua- 
drature. 

Autres  causes  de  simplification.  —  D'autres  causes  de  simplification 
peuvent  se  présenter.  Par  exemple,  si  la  force  vive  et  les  forces  ne  dé- 
pendent pas  explicitement  du  temps,  on  pourra,  dans  les  équations  (20) 
[ou  (21)  selon  le  cas],  mettre  de  côté  la  dernière  équation,  celle  qui  con- 
tient la  différentielle  du  temps.  Le  système  des  (in  —  1)  équations  restantes 
admet  le  multiplicateur  1.  Lors  donc  que  l'on  connaîtra  m —  2  intégrales, 
on  aura  une  (2 ai  —  i)ieine  équation  finie  par  une  quadrature.  Quant  au 
temps,  une  fois  les  variables  qt,  q2,  . .  .,  qn,  pu  p2,  .  . .,  pn,  exprimées  en 
fonction  de  l'une  d'elles  et  des  (in  —  1)  constantes  d'intégration,  on  aura 
une  relation  entre  la  variable  indépendante  et  le  temps  par  la  quadrature 

(22)  dt=  -^- 

àpt 

S'il  existe  une  fonction  de  forces  indépendante  du  temps,  on  connaît  une 
des  (in  —  2)  intégrales  qu'il  suffit  de  connaître;  en  sorte  que,  dans  ce  cas, 
il  suffit  de  connaître  (in  —  3)  intégrales  autres  que  celles  des  forces  vives, 
pour  être  à  même  d'achever  complètement  le  problème.  Si  n  =  2,  par 
exemple,  il  suffit  d'une  intégrale  autre  que  celle  des  forces  vives. 

Ainsi,  dans  le  cas  des  forces  centrales,  cette  intégrale  qui  décide,  en 
quelque  sorte,  de  la  possibilité  de  l'intégration  complète  du  problème, 
c'est  l'intégrale  des  aires. 

Mais  il  est  encore  une  source  de  simplifications  dont  l'importance  a  été 
bien  mise  en  lumière  par  Jacobi. 

Supposons  que  l'une  des  variables,  qa  par  exemple,  ne  figure  pas  expli- 
citement dans  H  ;  on  a  alors 

ÔH 

Wn   =  °' 
et,  en  vertu  des  équations  (20), 

dpn 


dt 


=  o. 
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D'où,  d'abord,  L'intégrale pn  =  const.  En  outre,  puisque  qn  ne  figure  dans 
les  équations  que  par  sa  différentielle,  on  peut  mettre  à  part  l'équation 


(•23) 

et  se  borner  aux  équations 

(24) 


dq>i  _  d</i 

du       on 

àpn         àpx 


dqx 

dqn-\ 
'  ~       OH 

dp\ 

on 

àpi 

àpn-l 

àqi 

dpn-\ 


àq,i-\ 

au  nombre  de  2/1  —  3  et  pour  lesquelles  1  est  un  multiplicateur;  pa  y 
représente  une  constante  arbitraire.  Il  suffira  de  connaître  (2/1  —  4)  inté- 
grales pour  être  ramené  finalement  à  une  quadrature;  et,  comme  H  est 
une  intégrale,  on  voit  qu'il  suffira  de  (2/1  —  5)  intégrales  autres  que  celle 
des  forces  vives  ou  que  pu=  const.,  pour  que  l'intégration  du  système  (24) 
soit  assurée.  Une  fois  ce  système  intégré,  l'équation  (23)  fournira  par 
quadrature  une  relation  entre  qn  et  les  autres  variables,  et  enfin  une  der- 
nière quadrature  (22)  fournira  la  relation  entre  le  temps  t  et  les  variables 
géométriques. 

Ainsi,  en  résumé,  dans  ce  cas,  la  connaissance  de  (in —  5)  intégrales 
autres  que  celle  des  forces  vives  ou  que  pn  =  const.  assure  l'intégration 
complète  du  problème. 

Les  divers  cas  de  mouvement  d'un  corps  solide  que  l'on  a  pu  intégrer 
jusqu'à  ce  jour  présentent  des  applications  de  cette  remarque. 

Considérons,  par  exemple,  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe,  avec  une  fonction  de  forces  indépendante  du  temps.  La  position 
du  corps  dépend  des  trois  angles  d'Euler  0,  cp,  fy  (voir  dans  ce  Tome, 
p.  141  et  suivantes);  or,  la  forée  vive  ne  contient  pas  ty  explicitement;  si 
donc  la  fonction  de  forces  n'en  dépend  pas  non  plus,  on  sera  précisément 
dans  le  cas  traité  tout  à  l'heure.  L'angle  <\i  y  tient  la  place  de  la  variable  qn 

.,-      •       ,  3.         ,      j    1    1.  •    ,    db    „ 

et  l  intégrale/?  „  =  const.  dépendra  de  la  dérivée  -j1  •  Comme  ici  m  —  5  =  1, 

il  suffira  de  connaître  une  intégrale  autre  que/>„=  const.,  et  autre  aussi 
que  l'intégrale  des  forces  vives,  pour  que  le  problème  soit  susceptible 
d'une  intégration  complète. 

Tel  est  le  cas  d'un  corps  pesant  de  révolution  suspendu  par  un  point  de 
son  axe. 

Pareillement,  c'est  pour  avoir  trouvé  les  conditions  d'existence  d'une 
intégrale  nouvelle  que  Mme  Kowalevvski  a  pu  parvenir  à  résoudre  complè- 
tement un  cas  nouveau  du  problème  d'un  corps  pesant  mobile  autour  d'un 
point  fixe. 

C'est  ce  qui  explique  que,  dans  ce  genre  de  questions,  tous  les  efforts  se 
portent  sur  la  recherche  d'une  intégrale  nouvelle.  Cette  recherche  est 
souvent  indirecte,  en  ce  sens  que  l'on  essaye  de  s'imposer  a  priori  une 
condition   déterminée   pour   l'intégrale,  comme   d'être   algébrique   ou   uni- 
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forme,  et  que  l'on  s'efforce  de  particulariser  les  données  de  la  question 
pour  que  les  conditions  d'existence  dune  pareille  intégrale  se  trouvent 
réalisées.  Cette  méthode  a  quelquefois  réussi  :  le  cas  de  Mme  Kowalewski 
en  fait  foi. 

499.  Application.  Problème  de  M.  de  Brun.  —  Les  molécules  d'un 
corps  solide  sont  attirées  par  un  plan  fixe  proportionnellement  à  la  dis- 
tance; trouver  le  mouvement,  en  supposant  que  le  corps  a  un  point  fixe 
dans  le  plan  attirant. 

Soient  0  le  point  fixe,  Oj,  Ojk,  Oz  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs 
à  ce  point  :  OM  la  perpendiculaire  élevée  en  O  au  plan  fixe  et  y,  y',  y"  les 
cosinus  directeurs  de  cette  perpendiculaire.  La  masse  ;jt.,  de  coordonnées 
ce,  y,  z,  est  soumise  à  une  force  égale  à  K;jt(yaa  +  y'/  +  y"^)  et  dont  y, 
y',  y"  sont  les  cosinus  directeurs.  En  conséquence,  le  moment  résultant  des 
forces  appliquées,  pris  par  rapport  à  l'axe  Ox1  sera 

2  v-y  ky"(y*  -+-  y  y  +  y"~)  —  v-z  Kf  (y*  +  Y  y  -+-  Yz) 

=  Ky'y"(G-B), 

et  de  même  pour  les  moments  relatifs  aux  deux  autres  axes  Ojk,  Oz.  Les 
équations  d'Euler  s'écrivent  donc 

A^=(B-C)(?r-KTY), 

B^  =  (G-A)(,-/>-KT'/Y), 


c^  =(a-B)(/^-Kyy'); 


on  a,  d'ailleurs, 


/    n  dy  .  ..  dv'  ..  dv"  , 

On  possède  ainsi  six  équations  différentielles  qui  définissent  /?,  g,  /*,  y» 
y',  y  en  fonction  du  temps.  Supposons  que  l'on  ait  intégré  ces  équations. 
Désignons  par  G,  ce,  <]>  les  angles  d'Euler,  en  supposant  que  l'axe  fixe  Ozi 
est  perpendiculaire  au  plan  attirant  et  que  les  deux  autres  axes  fixes  O-Tj, 
Oyt  sont  dans  ce  plan;  on  a,  comme  on  sait, 

Y  =  sinosinô,         y  =  coso  sinfi,         y"=  cos0, 

en  sorte  que  les  angles  cp,  6  seront  connus  en  fonction   du  temps.  Quant  à 
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l'angle  'l.  <>n  le  déduira  par  quadrature  de  L'équation 

(•27)  /*  =  <y  COS0  -h  o' . 

Il  suffit  donc  d'intégrer  le  système  des  équations  (25)  et  ('26). 

On  peut  laisser  de  côté  le  temps  qui  sera  donné  par  une  quadrature, 
puisqu'il  ne  figure  pas  explicitement  dans  les  équations  (i5)  et  (26).  Nous 
n'avons  dès  lors  à  nous  occuper  que  des  cinq  équations 

A  dp  B  dq  G  dr 

(B-C)(?r-~K7fj  =  (C-A)(,y,-KT"f)  =  (A  -  B)(pq-  KTT') 

dy  dy'  df 


ry 


qy  py  —  ry        <jy~py 


lesquelles  admettent  un  multiplicateur  égal  à  l'unité,  comme  on  le  constate 
aisément.  Il  suffira  donc  de  connaître  quatre  intégrales  pour  être  ramené 
aux  quadratures.  Or,  on  connaît  déjà  trois  intégrales  :  celle  des  forces 
vives  qui  s'écrit 

(29)  A/?2+-B?2+-Cr2+K(AT2_+_  Bv^-f-Cf'*)  =  /, 

celle  des  aires 

(30)  Ajoy  +  B^y'+G/'f  =/h 

et  ensuite 

(3i)  Y2  +  y'2+  y"2=  const.  =  1; 

/et  li  sont  deux  constantes  arbitraires.  La  constante  de  l'équation  (30 
doit  être  prise  égale  à  1. 

Si  donc  on  connaît  une  quatrième  intégrale,  le  problème  s'achève  par 
une  quadrature.  Or,  en  effet,  on  vérifie  que 

(32)  A2/?2  4-B2^2h-GV2—  K(BCy»-hCAy'*-+-ABy**)  =  h 

est  une  quatrième  intégrale. 

Le  problème  se  ramène  donc  aux  quadratures.  En  partant  des  formules 
précédentes,  il  serait  aisé  de  prouver  que  les  quadratures  portent  sur  des 
différentielles  totales  algébriques.  C'est  le  résultat  auquel  a  été  conduit 
M.  Kobb  dans  un  article  inséré  au  Tome  XXJII  du  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques.  Il  serait  intéressant  de  faire  une  étude  plus  approfondie 
de  ces  intégrales,  mais  ce  n'est  pas  la  place  ici  ('). 

On  doit  à  M.  Stekloff  (  Comptes  rendus,  t.  GXXXV,  1902)  cette  inté- 
ressante remarque  que  les  équations  du  problème  de  M.  de  Brun  peuvent 


(  '  )  M.  de  Brun  a  introduit,  dans  son  expression  de  la  force,  une  fonction  de  la 
dislance  au  point  fixe;  niais  cette  fonction  disparaît  naturellement  des  équations 
et  n'a  aucun  rôle. 

A.,  IL  29 
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être  ramenées  aux  équations  du  mouvement  d'un  corps  solide  dans  un 
liquide  indéfini  données  par  Glebsch.  Tous  les  résultats  trouvés  dans  l'un 
de  ces  deux  problèmes  peuvent  doue  être  étendus  à  l'autre. 


VI.   -    PROPRIETES    DES    INTEGRALES. 
INVARIANTS    INTÉGRAUX. 

5!)0.  Intégrales.  —   Considérons  le  système  d'équations 
.,  0 ,  dx\    _  v  dx-2 „  dxn 

(33)  ~df-Xu        "dt~**'       •••'       ~dï~x^ 

où  Xi,  X2,  . . .,  X„  sont  des  fonctions  de  £,  xl:  ,r2,  .  .  .,  xn. 

Soit  Oi(«,  a?i,  .  .  .,  xa)i  02 (t,  xt,  .  ..,#„),  . . .,  ôrt(«,  xx,  . ..,  #«)  un  sys- 
tème de  n  intégrales  indépendantes;  pour  chaque  système  de  solutions 
des  équations  (33),  6l5  02,  ...,  ftn  ont  des  valeurs  constantes  ot|,  . ..,  an 
et  les  divers  systèmes  de  solutions  fies  équations  (33)  se  différentient  par 
les  valeurs  de  ces  constantes. 

Soient  a?j,  x-2,  .  .  .,  xn  ;  a?'j ,  a?2,  .  .  .,  a/„  deux  systèmes  différents  de  solu- 
tions; si  l'on  désigne  par  XJ ,  X'2,  . .  . ,  X.'fl  ce  que  deviennent  Xj,  X2,  . . .,  Xn 
quand  on  y  remplace  les  x  par  les  x\  les  variables  x'  vérifient  le  système 
d'équations 

(34)  ^T  =  x"        "^7=X2'         ■••'        "3F -x»' 

Si  l'on  considère  à  la  fois  les  systèmes  d'équations  (33)  et  (34),  le  sys- 
tème ainsi  obtenu  admet  des  intégrales  \(xi,x2,  ...,  xa\  x\,  x[2  ,...,  x'/n  t) 
où  figurent  les  deux  séries  de  variables  xt,  ...,  xn;  x\:  ...,  x'n.  Nous 
dirons  d'une  telle  intégrale  qu'elle  dépend  de  deux  solutions  différentes 
du  système  (33).  Prenons  un  exemple  simple,  celui  d'un  point  attiré  par 
un  centre,  dans  un  plan,  proportionnellement  à  la  distance.  Les  équations 
du  problème  s'écrivent 


(XX  i 

~dt 

—  xii 

dx% 

~dt 

—  a-x{, 

dx\ 
dt 

^  1  5 

dv'2 
~dt 

—  aïx\ 

où  X\,  x\  sont  les  coordonnées  rectangulaires  du  point.  Les  intégrales  de 
ce  problème  seront,  en  général,  des  fonctions  dépendant  de  deux  solutions 
du  système  unique; 

ClX \  ClX 2 

dt  '  dt  l 

On  peut,  de  même,  concevoir  des  intégrales  dépendant  de  trois,  quatre 
ou  d'un  plus  grand  nombre  de  solutions. 
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Un  cas  intéressant  el  important  est  celui  des  intégrales  dépendant  de 
plusieurs  suintions  infiniment  voisines.  Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  là  : 

Soient  a?i,  x2,  ...,  xn  un  système  de  solutions  des  équations  (33)  et. 
a?1-f-8ip1,  a?a-h8a?2,  ...,  ay^-f-SiP/j  un  système  de  solutions  infiniment 
voisin  du  premier.  On  aura 

<({  X (  — t-  OXf  )  __    .  N  ^  ^         .  .  . 

— -=- =  X, (  t,  x{  +  o.r, ,  a?2  -+-  6a?2,  . . . ,  xn  ■+■  6a?/2  )      (  «  =  i  ,*,...,//  ), 

en  tenant  compte  des  équations  (33),  il  viendra  donc 
rfSar,       dX/ ^  dX**  dXj  s 

(  03  )    ; = 0X{   H ; 0X2  -f  .  .  .  H- ÛXn  (  l  =   I  ,  2,  ....  /l  ). 

v  '         dt  Ox{  Ox.2  àxn  '  ! 

Ces  équations,  qui  permettent  d'étudier  les  solutions  voisines  d'une  solu- 
tion donnée,  ont  été  introduites  par  M.  Poincaré,  qui  les  appelle  les  équa- 
tions aux  variations  des  solutions  du  système  (33). 

Considérons  maintenant  une  fonction  homogène  en  oxly  ox2,  ..,,  oxn, 
dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  de  xY,  a?2,  ...,  xa  et  de  t\  une 
telle  fonction  sera  une  intégrale  dépendant  des  solutions  voisines  xi  et 
Ti-\-  oxï,  si  sa  dérivée  totale  est  nulle  en  vertu  des  équations  (33)  et  (35). 
Soit  f  cette  fonction,  on  a 

df        df       ^  df   dx[       ^      df       doxj 


1 


dt     '       dt  ^  OXi     dt  JmLO\  OX,  )        dt 

i  i 

d'où  la  condition 

ùf        Vv     df        V       V        dXi* 

ox,.  =  o  ; 


<*)  £-2*& 


OXi         ^d  t>  (  007/  )    dr/fc 


iA 


cette  condition  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  y  soit  une  intégrale; 
elle  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  variations  oxi  et  quels  que  soient 
les  X[  et  t.  Supposons  en  particulier  que  les  fonctions  X  ne  dépendent  pas 
explicitement  de  £;  il  est  aisé  de  montrer  que,  si  dans  la  fonction^  on 
remplace  les  ox;  par  les  quantités  X,,  la  fonction  F  ainsi  obtenue  est  une 
intégrale.  La  fonction  f(t,  X\,  ...,xn\  o.rj,  .  . .,  ox„)  est,  en  effet,  devenue 
F  =  f(t,  xu  .  .  .,  xa\  Xi,  .  .  .,  X„).  On  a  donc 

d¥_       df   t  y  df   dxj      y  M.  dXi 

dt   "  dt        —  àxt    dt        Jmd  dX;    dt 


in;i!< 


on  ;i  donc 


dt 


__^i  âXj,   dx/c  _^  ô\i 
~^àx/c    dt     ~^ôxï/  *' 


dt         <)t     '  ^<)x;  '  l      —  dXi  dxi/  A" 
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et   ceci   est    nul,  car    le   second    membre    est    ce   que   devient   le   premier 

membre  de  (36)  quand   on  y  prend  les  oxi   proportionnels  aux  x-L.  Ainsi 

dV  .      , 

-—  =  o    t  est  une  intégrale. 

dt  '  6 


501.  Théorème   de   M.  Kœnigs.  —  Prenons,    par    exemple,    la    forme 
linéaire 

/  ==  S]  ox{  -+-  E2  8a?2  -h.  . .-+-  S/i  8iF«, 

où  les  S,-  sont  des  fonctions  de  X\,  a?2,  .  .  . ,  xn  et  de  /. 

Pour  exprimer  que  y  est  une  intégrale,  nous  écrirons  que  l'on  a 

n  ii 

df       v^  d'Ef  ^  v^  M   -n  dxt 

•    o  -—  =  o, 


ou  encore 


dt  ~ 2à  dt  ^-^j^* 
i  i 


n  n 

df       V1  ^E'  s  V  -   s>v 


L'équation  (38)  se  prête  aisément  à  la  démonstration  d'un  élégant  théo- 
rème, dû  à  M.  Kœnigs  (*),  qui  établit  un  lien  entre  les  intégrales  linéaires 
telles  que  f  et  la  réduction  au  type  canonique  d'un  système  quelconque 
d'équations  différentielles. 

Les  formes  linéaires  de  différentielles  telles  que  y  ont  été  l'objet  d'études 
nombreuses,  et  Pfaff,  notamment,  s'est  proposé  de  les  ramener  à  certains 
types  canoniques  (voir  Darboux,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
t.  XVII,  p.  16;  1882). 

On  démontre  en  effet  que  toute  forme  linéaire  de  différentielles  peut 
être  ramenée  à  l'un  des  deux  types 

(  A  )  Z\  oyx  -4-  z2  8/2  -+-...  +  */i  typ  —  0/, 

(B)  Zi  lyl -h..  .-hzptyp, 

où  les  variables  y,  yi:  ...,  yp,  Z\,  z2,  ...,  zp  sont  indépendantes  entre 
elles.  L'obtention  de  ces  formes  réduites  exige  l'intégration  de  certaines 
équations  différentielles  pour  lesquelles  nous  renverrons  au  Mémoire  de 
M.  Darboux. 

Supposons,   dès   lors,  qu'on   ait  appliqué  le   procédé  de   réduction   à  la 


(l)  Comptes  rendus,  décembre  i8<)5. 
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forme  y',  en  regardant  t  comme  une  constante,  et  que  l'on  soit  parvenu, 
par  exemple,  au  type  (À),  qui  contient  ip  -+-  i  variables. 

Il  pourra  arriver  que  -ip  —  i  soit  moindre  que  aï;  alors,  eu  adjoignant 
à  r,  y\,  y*,  ...,ypi  z^,  z2,  ...,  zp  un  nombre  de  variables  m,,  ...,  uq 
égal  à  </  =  n  >./>  —  i,  on  pourra  prendre  pour  nouvelles  variables  les  jk, 
les  .3  et  les  u. 

Le  système  des  équations  différentielles  deviendra,  avec  ces  variables, 


(3g) 


dy        dyx 

dy,,        dz-i 

Y           Y, 

Yp         Z, 

dz2 

~  z2  —  ■ 

<^j/7        dii\ 

dUg       _      . 

u7 

où  Y,  YH  . .  . ,  Y7,,  Zi,  Z2,  .  .  . ,  Zp,  Uj,  .  .  . ,  U7  sont  des  fonctions  des   va- 
riables 7,  j^j,   , ..,  *f)  . ..,  i*i,  ...,  u7  et  t. 

La  condition  (38)  devient,  puisque  Ton  a  ici  /'=  \   SjS^z-  —  oy, 


p 


(4o)  8(   2^Y'~Y   l+^C^^-Y/S^O^o. 

\    i  /         i 

Posons 

r 

(40  H  =2-»i  Y* -Y, 

i 
il  viendra 

(42)  oH-f-2(Z<^-Y^)  =  0' 

i 

d'où,  puisque  ceci  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  les  8, 

dH  dH. 


on  aura  ensuite 


Y 


dH 


Z«*-»=2«.£-« 


Le  système  des  équations  (3())  a  donc  la  forme  suivante 
f/j/  c/H  dzL  ôH  . 

(44) 

et  puis 
(45) 


^/            OH 

dt              dyi 

£-2* 

d-H-H 

dii\ 

1t      =  U" 
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On  est  ainsi  ramené  au  système  canonique  (43),  suivi  du  système  des 
équations  (44)  et  (45). 

Si,  au  lieu  du  type  (A),  on  était  arrivé  au  type  (B),  on  eût  procédé  de 
même,  <>n  aurait  eu  la  condition 


0  (  V  Zt  Xi  \  -4-  2>  (  Z'  tyt  ~~  Y<  ?jZ>  )   =  °" 


Posons 


il  viendra,  comme  plus  haut, 

^JKi  A»/  ' 

en  sorte  que  la  fonction  H  vérifie  ici  l'équation 

dU 


H-2*Y'-2*ë= 


an 

dzi        dll 

dt         dfi 

dtol      TT 

dUg 

~dt  -  v'r 

c'est-à-dire    que  H  est  homogène  et  du  degré  i  d'homogénéité  par  rapport 
aux  z. 

Le  système  des  équations  différentielles  devient  alors 

(46) 
avec 

(47) 

On  démontre  aisément  que  si  n  est  impair  et  si  y  est  une  intégrale  quel- 
conque, linéaire  par  rapport  aux  variations,  c'est  le  type  (A)  qui  est 
atteint  et  n  =  ip  -f-  i  ;  si  au  contraire  n  est  pair,  c'est  le  type  (B)  et 
n  =  ip.  Ainsi,  en  général,  le  système  complémentaire  des  équations  (4^) 
ou  (47)  n'existe  pas,  et  l'on  est  ramené  a  un  système  canonique  avec  ou 
sans  l'équation  (44)  selon  la  parité  de  n. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  de  n  impair,  et  supposons  que  l'on  donne  l'in- 
tégrale ^,  S/  8a?/,  qui,  par  la  réduction  au  type  canonique,  se  réduit  à 

i  =  2p-hl  k  =  p 

^    S/  Sa?/  =  ^  zk  Ijk  —  oy. 

i=l  k  =  i 

On  aura  en  particulier,  si  les  E;  sont  indépendantes  de  la  variable'/, 


2  p  -+-  1  p 

2a  Si  dxt  =  2^  zk  dyk  —  dy, 
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ou  «mi  m'  rappelant  que 


dxt  =  \,  dt.         (/y/,  —  ^--—dt.         dy  =  (  —  H  -+-  "V  z'k  t—  )  '//, 

2  p  +  * 
V^  —  ^-  V^        t)H         V        ^H 


Ainsi,  la  somme    \  H/X/  se  réduit  justement  à  la  fonction  principale  H. 

Si  II  est  indépendant  du  temps,  on  sait  que  H  est  une  intégrale. 

Tel  sera  le  cas  si  les  X  et  les  S  ne  dépendent  pas  du  temps. 

On  remarquera  que,  dans  tous  les  cas,  l'équation  (44)  se  réduit  à  une 
simple  quadrature. 

Le  cas  de  n  pair  donne  lieu  à  des  remarques  toutes  semblables. 

o02.  Théorème  de  Poisson.  — ■  J^a  considération  des  intégrales  dé- 
pendant, non  plus  de  deux,  mais  de  trois  solutions  infiniment  voisines, 
conduit  par  une  voie  nouvelle  au  théorème  de  Poisson,  ainsi  que  M.  Poin- 
caré  l'a  montré, 

Considérons  en  effet  un  système  canonique 

dqi        d\\  dpi  dH       ' 

Soient  /?!,  />2,  ...,/?«,  </i,  q 2,  . . . ,  qn  un  système  de  solutions  et  pi  -+-  Ô/?/, 
qi-\-oqi;  pi^r-Ofi,  qi-+-oqi  deux  systèmes  de  solutions  voisins  du 
premier. 

La  forme  bi linéaire 


est  une  intégrale.  On  s'en  rend  compte  en  partant  d'une  identité  générale 
concernant  les  formes  linéaires  des  différentielles. 
Soit 

©S  =  ^  S/  5.r, 
une  forme  linéaire  de  différentielles;  posons  de  même 

©S'  =  ^5/ S'a"/, 
puis 

e88'  =  8e8'  — 8'e8. 

Prenons  trois  systèmes  de  différentielles,  <i,  0,  8',  on  a  identiquement 
C  5o)  rf©88<  -t-  8©8'rf  -+-  8'  6rf8  =  0. 
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Gela  revient  à  constater  que 

d(oQï  -  8' 08)  H-  8(8'^  —  de*)  -f-  o'{d<dz  —  8erf)  =  o, 

ce  qui  est  une  identité. 

Prenons  alors  pour  0g  la  forme   ^^Pi^qf,  on  voit  que  l'on  a 

/  -  ©GO', 

d'où,  d'après  l'identité  (5o), 

—  df=  —  d&zï  =  tT'0rf8  -  o©r/ô'- 
Or,  on  a 

Qdo  —  2d  (dpi  ?jCJi ~  dqi  ^Pi^  =  ~~  ^H  dt" 

er/5'  =  —  8'  H  dt, 

si  l'on   suppose   que   les   différentielles  d  correspondent  à   une   variation 
de  la  variable  t,  en  sorte  que  les  équations  (49)  soient  satisfaites. 
On  a  ainsi 

—  df  =  ô'Qrfô  —  o@da'  —  —  ô'oH  dt  4-  88'  H  dt  —  o. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 
Soit  réciproquement 

une  forme  linéaire  intégrale  et  posons 

o'qi=eQi,  l'pi=z¥i, 

où  £  désigne  une  constante  infiniment  petite  ;  je  dis  que  pt  -+-  ù'pi:  qt  -t-  o'qi 
est  un  système  de  solutions  voisin  du  système  de  solutions  /?/,  qt. 
On  a  en  effet,  par  hypothèse, 

df       y  dQt  .  y        B  dpt       y  dPi  ^  Vn  ^  <tyi 

cest-a-dire,  en  remplaçant  — v-  >  — r-  par  leurs  valeurs  (4o), 
1      *  dt      dt   l  K    J/' 

Cette  relation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  les  o/?;  et  les  oqi;  il  vient  donc 

*Qt  _  y  Qr  d2H  _  y  p   d"H 

dt         AU      ?dqpdpi        *mà      ?dppdpi 

P  P 


dPj       yi  d*H  Vp      d2îL_ 

dt     h  2d  ^9  0arj  dat  +  2d     ?  e)/>0  <to/  ~  ° 


P  P 
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équations  qui  s'écrivent,  en  remplaçant  Q|,  Pj  par  les  quantités  propor- 
tionnelles o'</,,  8'/>t, 

np  =  o   ( 


p  p 

et  pareillement 


c'est-à-dire  que  les  oV/,-,  o'/>,  vérifient  les  équations  aux  variations  des 
équations  (49)- 

On  déduit  de  là  la  conséquence  suivante  : 

Soit  *  (<7i,  g*,  .  .  . ,  q,ii  P\ ,  />2,  •  •  •  •>  Pni  t)  une  intégrale  des  équations  (49  )• 
Il  est  clair  que  ô^  est  une  intégrale  dépendant  de  deux  solutions  voisines; 
or 

o*P  —    >  -   -  oa,  H     >  - —  opi  ; 


2é  dqt  0<7'  +  2i^, 


donc,  d'après  le  théorème  précédent,  o'q,  =  c-  -r — »  o'  »/  = — ■  s  - —  sont  des 
1  1  J  dpt        Fl  deji 

solutions  des  équations  aux  variations 

De  même,  avec  une    autre   intégrale    <!>!,   ù  ai  =  e  - — ?   o"»/  = —  e- 

seront  encore  des  solutions  de  l'équation  aux  variations. 
Mais  on  a  vu  que  la  somme 

2^  (  à  qt  à  pi  —  o  p-  o   ^- ) 
est  une  intégrale;  donc 


1 


\àpi  Oqt         ôcji    dpi 


est  une  intégrale;  on  retrouve  le  théorème  de  Poisson. 

Nous  terminerons  en  faisant  connaître  la  définition  des   nouveaux   élé- 
ments  que  M.  Poincaré  a  introduits  sous  le  nom  d'invariants  intégraux. 

503.  Invariants  intégraux.  —  Reprenons  le  système  d'équations  diffé- 

CLIC  ' 

rentielles  (33)r  — -z—  =  Xj-;  convenons  de  regarder  x^  x%,  ....  xa  comme 

les  coordonnées  d'un  point  dans  un  espace  à  n  dimensions  et  t  représen- 
tera une  mesure  du  temps.  Les  équations  (33)  définissent  une  famille  de 
courbes  (C);  une  courbe  et  un  mouvement  sur  cette  courbe  sont  définis 
<i  l'on  donne  la  position  x\,  x\,  ...,  x%  du  mobile  à  une  époque  tQ.  Appe- 
lons P°  eette  position  initiale  et  P  la  position  occupée  ensuite  par  le  mo- 
bile à  l'époque  t. 
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Imaginons  que  l'on  fasse  décrire  à  I>0  un  certain  espace  à  k  dimensions  E9.; 
le  point  P  décrira  lui-même  un  certain  espace  à  k  dimensions  E*.  Par 
exemple,  si  le  point  l>0  décrit  un  arc  de  courbe  EÇ,  le  point  P  décrira  un 
autre  arc  Ej . 

Arrêtons-nous  d'abord  à  ce  premier  cas;  convenons  de  désigner  par  le 
symbole  o  les  variations  qui  correspondent  au  déplacement  de  P  sur 
Tare  Ej  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  P°  sur  l'arc  E!j. 

Considérons  une  expression  linéaire  de  la  forme 


-Z.  |   OX i  —r~  ^2  ^«2-*2 


"/;   OX, 


où  les  2Z-  sont  des  fonctions  de  07l5  x2,  ...,  x n  et  de  t,  et  prenons  l'intégrale 


-/« 


=    /  ^1  r^\ 


up     OXe>    H— 


i/i  o.r. 


le  long  de  l'arc  E^  Les  variables  Xi,  a?2î  •  •  •  >  xn  sont  des  fonctions  de  t  et 
des  coordonnées  initiales  x\,  x\1  ...,  x%  du  point  P°.  Quand  ce  dernier 
point  se  déplace  sur  l'arc  EÇ,  les  a??  sont  fonctions  d'un  paramètre  X  qui 
prend  les  valeurs  X0,  Xi  aux  extrémités  de  l'arc.  Les  xt  dans  l'intégrale  J 
sont  donc  aussi  des  fonctions  de  X  et  de  t  sur  l'arc  E1:  t  restant  constant 
pendant  l'intégration. 

Or  faisons  maintenant  varier  le  temps  t  ;  alors,  les  limites  de  l'inté- 
grale I  restent  X0  et  Xl7  mais,  comme  l'élément  dépend  de  £,  I  n'en  appa- 
raît pas  moins  comme  une  fonction  de  t.  Il  peut  arriver  que  cette  fonction 
de  t  se  réduise  à  une  constante,  quel  que  soit  l'arc  E^  On  dit  alors  que 
I  est  un  invariant  intégral. 

dl 

Pour  que  I  soit  un  invariant  intégral,  il  faut  que  -y-  soit  nul,  quel  que 

soit  l'arc  d'intégration.  On  en  déduit,  puisque  les  limites  X1:  X0  de  l'inté- 
grale sont  indépendantes  du  temps,  que  la  dérivée  de  la  quantité  sous  le 
signe  somme  doit  être  nulle, 


.-h  £Ln  0Xn)  =  O. 


Autrement  dit,  pour  que  I  soit  un  invariant  intégral,  il  faut  et  il  suffit  que 

Si  0^!  -+-  E2  ÙX2  -4-  ...  -h  S,,  oxn 


soit  une  intégrale  dépendant  de  deux  solutions  voisines. 

Si,  au  lieu  de  prendre  un  élément  linéaire  par  rapport  aux  o,  on  prend  un 
élément  qui  soit  la  racine  mième  d'une  forme  f(t,xXl  . .  . ,  xn,  o.^,  .  .  .,  oxn) 
homogène  et  d'ordre  m  par  rapport  aux  3,  on  pourra,  de  même,  considérer 


l'intégrale  d'arc 


f'VM 


X^1    .  .  .  ,  X //5  O.-Ti,    .  .  .  ,  0X,i  ), 
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et  la  condition  pour  que  I  soil  un  invariant  intégral  revient  à  dire  que 
/  est  une  intégrale  dépendant  de  deux  solutions  voisines  ./•,,  ./-.,,  ...,  xn 
et  -ri-  8a?j F»-!-  o.r„. 

La  question  des  invariants  intégraux  représentés  par  des  intégrales 
simples  se  ramène  donc  à  celle  des  intégrales  dépendant  de  deux  solutions 
voisines. 

Mais  on  peut  concevoir  aussi  des  invariants  intégraux  représentés  par 
des  intégrales  multiples. 

Supposons,  par  exemple,  (pie  le  point  I>0  décrive  un  espace  E,  à  deux 
dimensions  et  limité;  le  point  P  en  décrira  un  autre  E2.  Désignons  encore 
par  8  les  déplacements  effectués  sur-  cet  espace  E2,  et  considérons  l'inté- 
grale double 


étendue  à  l'espace  E2,  les  M//,  étant  des  fonctions  de  xx,  x2,  .  ..,  xnQ\  t. 
Quand  P°  décrit  l'espace  E^,  les  coordonnées  x\,  •  •  • ,  %'%  sont  des  fonctions 
de  deux  paramètres  X,  jjl  et  les  a7l5  ...,  xa  sont  également  des  fonctions 
de  t  et  de  ces  deux  paramètres.  L'intégrale  I  prendrait,  si  l'on  introduisait 


les  variables  À,  ;a,  la  forme 


r   T  V  rvi     (  dxt  dxk        dxt  dxk\'l  fi 


I,* 


et  les  limites  d'intégration  ne  dépendraient  pas  du  temps. 

Cependant,  comme  les  M,/,  et  les  xi  dépendent  du  temps,  l'intégrale  I 
en  dépendra  généralement.  Pour  qu'elle  en  soit  indépendante,  il  faudra 
que  Ton  ait 


(5i) 


d_ 
dt 


L  /,/,- 


,Y^'^--^^l  =  o. 


\  d\     d\x  ô\x.    ô\  / 


Si  ceci  a   lieu,  comme  on  l'a   déjà  supposé,  quelle   que  soit  la  forme  et 

quelle  que  soit  l'étendue  de  l'espace  El|  et,  par  suite,  de  l'espace  E2,  il  est 

clair  que  cette  équation  doit  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les  fonctions  de 

X,  jjl,  qu'on  a  prises  pour  les  xf  et,  par  suite,  pour  les  .77.  Or,  quand  X  varie 

ùoe  ' 
de  oX,  Xi  varie  de  o'.r,=  — ..- oX,  et  il  saute  aux  yeux  que  les   8a?/  vérifient 

les  équations  aux  variations  des  équations  (33);   de   même,  pour  les  varia- 

UT*  ' 

fions  r/xj=  -7—811  correspondant  à  la  seule  variation  de  u.  D'après  cela, 

ô\x 

l'équation  pourra  s'écrire 


46o  DYNAMIQl  E    DES    S  Y  S  T  È  M  E  8  . 

elle  exprime  que  la  fonction 


/ =2M/*(8'*'  r:',,r/'  ~ 8'^ r7,r/) 


est    une   intégrale    dépendant    de    trois    solutions   voisines,    x^    #/•+-  o'a?j, 

Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  des  équations  canoniques,  nous  avons  vu 
que  la  somme 

>  <o  <y/o  /?,—  S  qto  pi) 

i 

est  une  intégrale  quand  les  o'p,\  o'çî  et  o"/>/,  o"^-  sont  deux  systèmes  de 
solutions  des  équations  aux  variations;  cela  équivaut  à  dire  que  l'intégrale 
double 

[  =    /     /  (dpi  drji  +  dp 2  dq.2-h.  .  .+  dpn  dqn) 

est  un  invariant  intégral. 

On  peut  considérer  de  la  même  façon  des  intégrales  £uP,es5  représentant 
des  invariants  intégraux,  c'est-à-dire  dont  la  dérivée  par  rapportai!  temps 
soit  nulle,  et  cela,  quel  que  soit  l'espace  E^  suivant  lequel  on  intègre. 

Soit 


1  =j  I      J  2Ma,p,-'x8a?ot' 


0X(- 


r,  .  .  .,  ox\ 


une  telle  intégrale  k —  uple,  où  les  Ma  r  .. .?x  sont  des  fonctions  des  x  et 

,         T  ,.  .       d\  ,  ,  . 

de  t.  La  condition  —  =  o  équivaut  a  la  suivante  : 
dt  J 


d_ 
dt 


2M 


a,p,...,X 


o1^      o1^ 


..      o4a?x 

o2a?a     o^xn      .  .  .      ô2a?x 

O/l'X0L       0/l'XR        .  .  .        0kX\ 


Elle  exprime  que  la  somme  \  ,  où  o1,  o2,  .  .  .,  8*  sont  /c  symboles  diffé- 
rents de  différentielles,  est  une  intégrale  dépendant  de  {k -\-  i)  solutions 
voisines. 

Prenons,  par  exemple,  l'intégrale  multiple  d'ordre  n 


I  = 


//■■'/' 


M  02?  i,  OX-2,   .  .  . ,  oxn. 
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Dire  que  I  est  un  invariant,  c'est  dire  que  le  produit 

!  1   r  .        r,  1  nr ,  ri  1 
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I»  =  Î\I 


O'.Ti         O1  Xy 


o2.r 


o"a?i     ûnxç>     •  •  •     o"a?„ 


=  M.D, 


où  S1,  o-,   ...,  on  désignent  n  systèmes  différents  de  différentielles,  est  une 
intégrale  dépendant  de  (n -\- t)  solutions  voisines.   Cherchons  ce  que  doit 

dP 

être  la  fonction  M  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  Il  faut  avoir  —  =  o,  ou 

_  dM        M  dD 

D  — -  -i-  M  —  =  o. 
dt  dt 


La  différentiation  de  D  donne  d'ailleurs 


~dT    **■ 


ciD 
~dt 


dù2xx 
dt 

dû"  xx 
~dT 


02X9 


onx2 


fr2Xn 


onx 


où  les  points  représentent  (n  —  i)  déterminants  analogues  au  premier  qui 
est  écrit. 

Mais  les  o'a?/t  vérifient  les  équations  aux  variations,  en  sorte   que  l'on  a 


dBlXi         dXx  .  àXt  * 


OX.; 


d&xx   _  dXj  dXi  g 

dt  dx\  dx2 


àxn 
dXt 


o  xn, 
&Xn, 


donxx        àXi  ft  dXt  s 

dt  oxi  ôx2 


dx_ 

âXi  . 

.—  - —  o'lxn. 

OXn 


En  substituant  ces  valeurs  dans  le  déterminant  écrit,  on  voit  qu'il  est 
égal  au  produit 

dXt 


.,, D; 


les    autres    seraient   de    môme    égaux   à 
Aient 


ÔX, 


dD 
dt 


âx2 
dXi 


D. 


dXn 

ôxn 


D,   en    sorte  qu'il 


—  àxt 
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d'où,  par  conséquent, 


dt 
d'autre  part ,  on  sait  que 


?  \  û?£  —  &Tj  /  ' 


d7 


-2* 


<9M 


Nous  trouvons  donc,  en  définitive, 

d(XiM)        ÔM 


dt 


ÔX; 


c'est-à-dire 


<tt 


^a?/ 


^ 


On  voit  ainsi  que  M  doit  être  un  multiplicateur  au  sens  de  Jacobi. 

On  déduirait  aisément  du  résultat  précédent  la  propriété  d'invariance 
qui  a  été  établie  dès  le  début,  attendu  que,  si  Ton  fait  un  changement  de 
variables  portant  sur  ccl,  x?,  .  .  .,  xn,  le  déterminant  D  se  reproduit  multi- 
plié par  le  déterminant  de  la  transformation  A.  Si  donc  M  était  un  mul- 
tiplicateur avec  les  premières  variables,  MA  sera  bien  un  multiplicateur 
pour  les  nouvelles  variables. 

Ce  retour  au  multiplicateur  de  Jacobi  est  très  intéressant,  car  il  mani- 
feste déjà  l'importance  des  notions  nouvelles  dues  à  M.  Poincaré,  puisque 
ce  multiplicateur  n'y  apparaît  que  comme  un  cas  particulier  de  concep- 
tions beaucoup  plus  générales.  Ajoutons  que  l'éminent  géomètre  a  tiré  un 
grand  parti  de  ces  invariants  intégraux  dans  ses  recherches  de  Mécanique, 
notamment  en  ce  qui  concerne  la  stabilité.  Mais  nous  renverrons,  pour  ce 
sujet,  au  livre  de  M.  Poincaré  Sur  les  méthodes  nouvelles  de  la  Méca- 
nique céleste. 

Dans  une  Note  insérée  en  janvier  1896  aux  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  M.  Kœnigs  a  également  étudié  les  invariants  inté- 
graux représentés  par  des  intégrales  (n — 1) —  uples  de  la  forme 


n  —  i 


I  =   I     I    .  .  .    j    2,  Ni  dx\ .  . .  dxi-i  dxt 


dx , 


dans  l'hypothèse    où    les   coefficients  X   des   équations   différentielles  sont 
indépendants  de  t,  ainsi  que  les  fonctions  M/.  Si  l'on  pose 


B(6)=2(-i)lM, 


de 

à  x,- 
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et  si  a  désigne  une  intégrale  qui  n'annule  |>as  B(G),   la  fonction   H  (a)  es* 

////  multiplicateur.  La  connaissance  de  deux   intégrales  a,  S  permet  alors 

„  •  •-         B(S)        .     .  ,  ,'      , 

d  en    IdiiiHM-   une   troisième  jz — —  •>    ainsi   que    le    permel    Le    théorème  de 

d  (  a  ) 

Poisson  dans  le  cas  des  équations  canoniques. 

On  pourra  consulter  également,  sur  les  applications  et  la  théorie  des 
invariants  intégraux,  un  travail  de  Al.de  Donder  (Circolo  di  Palermo, 
t.  \Y,  1901,  et  t.  XVI,  190*2). 


VII.         PRINCIPE    DE    LA  MOINDRE   CONTRAINTE,  DE   GAUSS  . 

o(M.  Énoncé  du  principe.  —  Les  géomètres  ont  cherché  de 
diverses  façons  à  résumer  les  équations  du  mouvement  dans  un 
énoncé  unique,  en  indiquant  des  intégrales  ou  des  fonctions  qui 
sont  minima  dans  le  mouvement  réel  du  système  comparé  aux 
mouvements  possibles  voisins.  Dans  cet  ordre  d'idées  se  place 
d'abord  le  principe  de  la  moindre  action  (n°  486);  vient  ensuite 
un  principe  plus  général,  le  principe  d'Hamilton  (n"  483), 
dont  on  déduit  d'une  façon  simple  les  équations  cle  Lagrange  dans 
les  systèmes  holonomes,  le  raisonnement  et  la  conclusion  deve- 
nant inexacts  quand  le  système  n'est  pas  holonome.  Nous  nous 
occuperons  ici  du  principe  de  la  moindre  contrainte  de  Gauss; 
ce  principe,  absolument  général,  ne  comporte,  en  outre,  aucune 
difficulté  d'application;  il  a  l'avantage  de  pouvoir  se  traduire  par 
un  énoncé  analytique  des  plus  simples  ramenant  la  recherche  des 
équations  du  mouvement  d'un  système  quelconque,  holonome  ou 
non,  à  la  recherche  du  minimum  d'une  tonction  du  second  degré. 

Nous  reproduisons  ici  la  traduction  du  commencement  du 
Mémoire  même  de  Gauss,  avec  le  Commentaire  dont  Joseph  Ber- 
trand l'accompagne  dans  la  Note  IX  de  la  troisième  édition  de  la 
Mccanicjue  analytique  de  Lagrange  (t.  II,  p.  35-r)  : 

«  Gauss  a  fait  connaître,  dans  le  Tome  4  du  Journal  de  C relie, 
un  beau  théorème  qui  comprend  à  la  fois  les  lois  générales  de 
l'équilibre  et  du  mouvement,  et  semble  l'expression  la  plus  géné- 
rale et  la  plus  élégante  qu'on  soit  parvenu  à  leur  donner;  les 
lecteurs  français  nous  sauront  gré  de  reproduire  ici  la  traduction 
des  quelques  pages  consacrées  par  l'illustre  géomètre  à  l'exposi- 
tion du  nouveau  principe.    » 
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Commencement  du  Mémoire  de  Gauss.  —  Le  principe  des  vitesses 
virtuelles  transforme,  comme  on  sait,  tout  problème  «le  Statique  en  une 
question  de   mathématiques  pures,  et,  par  le   principe  de  d'Alembert,  la 

Dynamique  est,  à  son  loue,  ramenée  à  la  Statique.  Il  résulte  de  là  qu'au- 
cun principe  fondamental  de  l'équilibre  et  du  mouvement  ne  peut  être 
essentiellement  distinct  de  ceux  que  nous  venons  de  citer,  et  que  l'on 
pourra  toujours,  quel  qu'il  soit,  le  regarder  comme  leur  conséquence  plus 
ou  moins  immédiate. 

On  ne  doit  pas  en  conclure  que  tout  théorème  nouveau  soit  pour  cela 
sans  mérite.  Il  sera,  au  contraire,  toujours  intéressant  et  instructif  d'étudier 
les  lois  de  la  nature  sous  un  nouveau  point  de  vue,  soit  que  l'on  parvienne 
ainsi  à  traiter  plus  simplement  telle  ou  telle  question  particulière,  ou  que 
l'on  obtienne  seulement  une  plus  grande  précision  dans  les  énoncés. 

Le  grand  géomètre  (*)  qui  a  si  brillamment  fait  reposer  la  science  du 
mouvement  sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  n'a  pas  dédaigné  de 
perfectionner  et  de  généraliser  le  principe  de  Maupertuis  relatif  à  la 
moindre  action,  et  l'on  sait  que  ce  principe  est  employé  souvent  par  les 
géomètres  d'une  manière  très  avantageuse.  Le  caractère  propre  du 
principe  des  vitesses  virtuelles  consiste  en  ce  qu'il  est,  pour  ainsi  dire,  la 
formule  générale  qui  résout  les  problèmes  de  Statique  et  qui  peut,  par 
suite,  tenir  lieu  de  tout  autre  principe,  mais  il  n'a  pas  ce  cachet  d'évidence 
absolue  qui  entraîne  la  conviction  sitôt  que  l'énoncé  est  connu. 

Sous  ce  rapport  le  théorème  fondamental  que  je  vais  démontrer  me 
semble  devoir  être  préféré;  il  présente,  en  outre,  l'avantage  de  com- 
prendre à  la  fois  les  lois  générales  de  l'équilibre  et  du  mouvement. 

S'il  est  plus  avantageux  au  perfectionnement  successif  de  la  science  et 
pour  l'étude  individuelle  de  passer  du  facile  à  ce  qui  semble  plus  difficile, 
et  des  lois  les  plus  simples  aux  plus  composées;  d'un  autre  côté,  l'esprit, 
une  fois  arrivé  au  point  de  vue  le  plus  élevé,  demande  la  marche  inverse 
qui  lui  fait  paraître  toute  la  Statique  comme  un  cas  particulier  de  la  Dyna- 
mique. 


Le  nouveau  principe  est  le  suivant  : 

Le  mouvement  d'un  système  de  points  matériels  liés  entre  eux  d'une 
manière  quelconque  et  soumis  à  des  influences  quelconques  se  fait,  à 
chaque  instant,  dans  le  plus  pa? fait  accord  possible  avec  le  mouvement 
qu'ils  auraient  s'ils  devenaient  tous  libres,  c'est-à-dire  avec  la  plus 
petite  contrainte  possible,  en  prenant  pour  mesure  de  la  contrainte 
subie  pendant  un  instant  infiniment  petit,  la  somme  des  produits  de 
la  masse  de  chaque  point  par  le  carré  de  la  quantité  dont  il  s'écarte 
de  la  position  qu'il  aurait  prise  s'il  eût  été  libre. 


(')  Laurange,  Mécanique  analytique. 
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Soient  ///.  //i',  />/".  ...  les  niasses  des  points,  (t.  a',  a",  ...  leurs  positions 
respectives  à  l'instant  t,  b,  //,  b",  ...  les  positions  qu'ils  occuperaient 
après  un  temps  infiniment  petit  dt,  en  vertu  des  forces  qui  les  sollicitent 
et  de  la  vitesse  acquise  à  l'instant  t,  si  les  liaisons  étaient  supprimées  à 
cet  instant,  c,  c',  c",  .  .  .  les  positions  réelles  qu'ils  occupent  à  l'instant 
t-h  dt. 

L'énoncé  précédent  revient  à  dire  que  les  positions  c,  c  ,  c",  .  . .  qu'ils 
prendront  seront,  parmi  toutes  celles  que  permettent  les  liaisons,  celles 
pour  lesquelles  la  somme 


mbc   -hm'b'c'    -+-m"b"c"  -t-... 

sera  un  minimum. 

L'équilibre  est  un  cas  particulier  de  la  loi  générale;  il  aura  lieu  lorsque, 
les  points  étant  sans  vitesses,  la  somme 


mab   -+-  m' a'  b'   -+-.  . . 

sera  un  minimum,  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  la  conservation  du 
système  dans  l'état  de  repos  sera  plus  près  du  mouvement  libre  que  cha- 
cun des  points  tendrait  à  prendre,  si  les  liaisons  étaient  supprimées,  que 
tout  déplacement  possible  compatible  avec  les  liaisons.* 

Démonstration.  —  A  l'instant  t,  le  point  m  occupe  la  position 
a  de  coordonnées  x,  y,  z\  il  possède  une  vitesse  dont  les  projec- 
tions sont  les  dérivées  x! ,  yf,  z'  de  x,  y,  z  par  rapport  à  t  et  une 
accélération  dont  les  projections  sont  les  dérivées  secondes  x",  y", 
z"  de  x,  y,  z  par  rapport  à  t\  enfin  il  est  sollicité  par  des  forces 
données,  autres  que  les  forces  de  liaison,  dont  la  résultante  a  pour 
projections  X,  Y,  Z.  Dans  le  mouvement  réel  du  système  x,  y,  z 
sont  des  fonctions  du  temps;  à  l'instant  t  le  point  m  est  en  «,  à 
l'instant  t  -f-  dt  il  est  en  c  :  les  coordonnées  de  c  sont  donc, 
d'après  la  formule  de  Tavdor  limitée  aux  trois  premiers  termes, 

(c)  x-^x'dt  +  -x"dt>-,     jk-H y  dt-^-y" dP, 

z+z'dt-h  -  z"dC-. 
1 

Si,  à  l'instant  /,  le  point  m  devenait  libre,  c'est-à-dire  si  les 
liaisons  étaient  brusquement  supprimées,  ce  point  aurait  une 
accélération  dont  les  projections,  d'après  le  principe  fondamental 

X     Y    Z 

de  la    mécanique  (n°  69),    seraient  —  >  —  >  —  et  sa  position   b  au 

*■        x  ' 7  ni     ni     ni  r 

A.,  II.  3o 
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bout  du  temps  dt  serait  donnée  par  des  formules  analogues   aux 

\      y     Z 

précédentes  où  x" .   y",  z"  seraient  remplacés  par  :-  ■>  —  i  —  On  a 
1  7  J  '  '         m     m     m 

donc,  pour  les  coordonnées  du  point  b, 

i    \  iY 

(b)  x-i-x'dt-i dt*.       y-+-y'dt-\ dt>- 

v     '  2   m  J       J  i  m 

z-h  z'  dt  -+■ dt2. 

2  m 

Le  segmente^  a  donc  pour  projections 

(c~b)  l-T*-x»\dt\     UI-y>)dti,     l(^.-Adt*, 

x      !  2  \  m  J  2  \  m       J    )  -i\  m  ) 

et  le  segment  m.  cb,  obtenu  en  multipliant  cb  parla  masse,  a  pour 
projections 

I  (  X  —  mx"  )dt\      -  (  Y  —  my"  )  dt* ,      -  (  Z  —  mz"  )  dt*. 

'2  '2  '2 

Dès  lors,  d'après  l'équation  générale  de  la  dynamique, 

V  [(X  —  mx"  )  ox  4-  (Y  —  my")  oy  -+-  (Z  —  m*»';  8.s  j  =  0, 

la  somme  des  travaux  des  vecteurs  tels  que  m.cb  est  nulle,  pour 
tous  les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons. 

Soient  donc  y,  y',  y",  ...  des  positions  infiniment  voisines  de 
c,  c' ,  c" ,  ...  que  les  points  m,  ni',  m",  ...  puissent  prendre  sans 
violer  les  liaisons  du  système  et  B,  B',  B7,  .  .  .  les  angles  que  cv, 
c'y',  c"y%  .  . .  font  respectivement  avec  cb]  c'  b' ,  c" b" ',  ....  Le  tra- 
vail du  vecteur  m.cb,  pour  le  déplacement  virtuel  c^,  est 

m.cb . cy  .cos  6. 

11  faut  donc  que  la  somme  de  ces  travaux 

\  m. cb.c*(. cos  9 

soit  nulle  pour  toutes  les  positions  y,  y',  ...  compatibles  avec  les 
liaisons. 


CHAPITRE    XXV.    —     ÉQUATIONS    CANONIQUES.  667 

Mais  il  est  clair  que  Ton  a 

V  /;     =  cl)     -r-  C  Y     —   2  .  6' 6  .  C  Y  COS  6, 

el ,  par  suite, 

^   m.*(b    ==  ^   m.cb    -+-  \   m.c*(    — 2  \   m.cb  ,c*(  eus  0  ; 

comme  la  dernière  somme  est  nulle,  on  a 

2  ™-Y6  —  2  "».c6   =2il*-cY-i 
et,  par  suite,  la  différence 

^  m .  y^   —  ^  /»  .  cb 

est   toujours  positive,   et  est  nulle  seulement  si  les   points  y,    y', 

y7,  .  . .  coïncident  avec  c,  c' ,  e/;,  .  .  .;  c  est-à-dire  que  \  m.cb  esl 

toujours  un  minimum.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Enoncé  analytijue  du  principe  de   Gauss.   —    D'après   les 

expressions  ci-dessus  des  projections  du  segment  c6,  on  a 

Si  un  deuxième  mouvement  compatible  avec  les  liaisons  se 
produisait  de  façon  à  amener  les  points  en  y,  y',  y",  ...  dans  le 
même  temps  dt,  les  accélérations  auraient  d'autres  valeurs  x\ , 
y'  z\,  ...  compatibles  avec  les  liaisons  et  l'on  trouverait  de 
m  è  m  e 

Comme  N  ni.be  est  toujours  plus  petit  que  ym.by  ,  on  peut 
dire  (pie  : 

A  chaque  instant  t,  les  accélérations  x" ,  y" ,  z'\  . .  .  que 
prennent  réellement  les  divers  points  sont,  parmi  toutes  celles 
que  permettent   les  liaisons,   celles   qui  rendent   minimum    la 
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fonction 

6/;/  second  degré  en  x" ',  jr".  2",  .... 

Tel  est  l'énoncé  analytique  du  principe  de  Gauss. 

Nous  devons  à  l'obligeance  de  M.  A.  Mayer,  de  Leipzig,  les 
renseignements  historiques  et  bibliographiques  suivants.  L'énoncé 
analytique  du  principe  de  Gauss  a  déjà  été  indiqué  par  Jacobi 
dans  une  leçon  qui  n'a  pas  encore  été  publiée;  il  a  été  donné, 
indépendamment  de  Jacobi,  par  Scheffler  (III.  Band  der  Schlô- 
milchsclien  Z...,  p.  197).  Il  se  trouve  reproduit  dans  Mach  [Die 
Mechanik  in  iJirer  Entstehung  historischkritisch  dargestellt, 
Leipzig,  1 883),  dans  Hertz  (Gesammelte  Werke,  t.  III),  dans 
Boltzmann  {Vorlesungen  iiber  die  Principien  der  Mechanik, 
Leipzig,  1897);  M.  Willard  Gibbs,  dans  un  beau  travail  :  On  ihe 
fondamental  formulœ  of  Dynamics  [American  Journal  of 
Matliematics,  vol  II,  1879)  a  donné,  deceténoncé  analytiquedu 
principe  de  Gauss,  des  applications  à  divers  problèmes,  notam- 
ment à  la  question  de  la  rotation  des  corps  solides  ;  enfin  M.  Mayer 
s'est  également  servi  de  cet  énoncé  dans  un  intéressant  article 
intitulé  :  Ueber  die  A  ufstellung  der  Differential  gleichungen 
der  Bewegung  fur  reibungslose  Punktsysteme,  die  Bedin- 
%  un  g  su  11  gleichungen  unterworfen  sind  und  Zur  Regulirung 
der  Stôsse  in  reibungsl osen  Punktsystemen,  die  dem  Zwange 
von  Bedingungsungleichungen  unterliegen.  (Abdruck  ans  den 
Berichten  der  mathematisch-physikalischen  Rlasse  der  konigl. 
Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig.  Sitzung  vom 
3.  Juli  1899.) 

On  pourra  aussi  cons  ulter,  pour  la  comparaison  entre  les  divers 
principes,  un  article  de  M.  Hoelder  :  Ueber  die  Principien  von 
Hamilton  und  Maupertuis  (Naclirichtén  der  k.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Gottingen,  1896,  Heft  2).  Enfin,  pour  le  prin- 
cipe de  la  moindre  contrainte,  nous  signalerons  un  article  de 
M.  Wassmuth  :  Das  Restglied  bei  der  Transformation  des 
Zwanges  in  allgemeinen  Coordinaten  (Sitzu/igsberichte  der 
kaiserlichen  Àkademie  der  Wissenschaften  in  Wien,  t.  CX, 
Abtheilung  II,  avril  190;). 
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Forme  générale  des  équations  de  la  Dynamique.  —  Remar- 
quons, en  terminant,  que  l'on  peut  rattacher  à  cet  énoncé  analy- 
tique du  principe  de  Gauss  la  forme  des  équations  de  la  Dyna- 
mique que  nous  avons  étudiée  précédemment  (n°  465)  \  Journal 
de  Crelle,  t.  121  et  lî22,  et  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées  de  M.  Jordan  (premiers  fascicules  1900  et  190 1)]. 
Soit  un  système  quelconque  dans  lequel  le  déplacement  virtuel 
le  plus  général  compatible  avec  les  liaisons  est  défini  par  k  va- 
riations ô^,,  oq-2,  ...,  oq/f.  On  a  pour  un  point  quelconque  du 
svstème 

ox  =  a{oq^-{-  a.y  oq2  +  ...+  «/,■  o<//,.. 

oy  =  b{  oqi-\-  b2  oq2-+-.  .  .+  bk.  oq/i: 

oz  =  cx  oq{  -4-  c2  oq-2  -4- .  .  .  -t-  Ck  o<//à-, 

d'où,  pour  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  appliquées, 

\    (  X  03?  -h  Y  0  r  -h  Z  03  )  =  Qi  o</i  -f-  Q-2  oq.,  -f- ...-+-  QA  oqA.  ; 
avec 

Qi=  y  («1 X  -4-  bl  Y  -f-  ct  Z  ),  e'tc. 

D'autre  part,  le  déplacement  réel  du  système  pendant  le  temps 
rit  s  obtient  en  faisant  croître  qK ',  q2 ,  •  •• ,  qk  de  dqK ,  dq2,  ...,  dqk, 
ce  qui  donne,  pour  le  déplacement  réel  du  point  (x,y,  z), 

dx  =  a  !  r/^r  t  -h  «2  <:/</:>  -4- .  .  .  -f-  «/,,■  dq/e  -+-  «tff£, 
<t^  =  bY  dq\  -4-  b2  dq2  -4-  .  .  .  -f-  bjc  dq/L  -4-  bd't, 
dz  =  Ci  dq  1  -4-  c2  dq2  -+-..-  -H  C/V-  dq/c  -4-  c<:/£. 

Divisons  par  <:/£  et  employons  la  notation  de  Lagrange  pour  les 
dérivées,  nous  aurons 


X 

=  a 

cl\ 

-h  a1q.l  -4- . 

•  +  ak  (J  k  +  rt 

y' 

=  b 

(ï\ 

-h  b2q\^-. 

.-4-  6/,<7'/l.  -4-  & 

1 

z 

=  Ci 

q\ 

~  c2  q'2  H-. 

.  -4-  Ck  q',.  -f-  c 

d'où,  en  dérivant  encore  une  fois  par  rapport  au  temps. 

I    x"  =  ax  q'[  -4-  a2q"*-h.  .  .  -+-  «kq",.  -+-  ■  ■  • 

5"  =  c,  <y'i  -4-  c,  7",  -h  .  .  .  -+-  C/c  q"k  -f- .  .  . 
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Si  l'on  porte  ces  valeurs  (2)  dans  la  somme  (1)  appelée  H,  celte 
somme  devient  fonction  du  deuxième  degré  des  k  quantités  q " , 
q".n  ...,  q"k  :  d'après  les  formules  (2),  les  accélérations  possibles  des 
points  (x,y,  z)  sont  déterminées  par  les  diverses  valeurs  attri- 
buées à  q\^  ql,  . ..,  q"k.  Les  accélérations  réelles  des  points  devant 
rendre  la  somme  II  minimum,  les  valeurs  de  q"n  q'.,,  . ..,  q"k  corres- 
pondant au  mouvement  s'obtiendront  en  égalant  à  zéro  les  dérivées 
partielles  de  la  somme  R  par  rapport  à  q'\,  q"2,  ,  ..  .  q"k.  Ecrivons 
cette  somme 


(3) 


R  =  I  Vm(a?"24-y2-h2"2)~V  (Xa?"  +  Y/+Z;")  +  -- 


les  termes  non  écrits  ne  dépendant  pas  de  x" ,  J,r,  z" .  Désignons 
comme  plus  haut  par 

S=IV  m  J2  =  I  V  m(x"i  +  y>2  +_  -"2  )  • 

l'énergie  d'accélérations  du  système;  d'autre  part,  formons  la 
somme 

^(X/+Yr"+Z;")  : 

en  y  remplaçant  x",  y",  z"  par  leurs  valeurs  (2),  celte  somme 
prend  la  forme 

où  nous  n'écrivons  pas  les  termes  indépendants  des  q" .  Dès  lois, 
pour  obtenir  les  équations  du  mouvement,  il  faut  égaler  à  zéro  les 
dérivées  partielles  de 

par  rapport  à  q'[,  q"2,  .  . .,  q"k.  On   a  ainsi  les  équations  du  n°  465 
àS        n  dS  OS 

qui  conviennent  à   tous  les  systèmes  de  liaisons  et  de  paramètres. 
L'énergie  d'accélérations  S  est  une  fonction  qui  caractérise  le 
système;    les    quantités    Q,,    Q2,    ...,   QA   dépendent    des    forces 
appliquées.  (Voir  également  le  n"  468.) 
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EXERCICES. 

I.  Appliquer  la  méthode  d'intégration  de  Jacobi  aux  problèmes  traités  dans 
les  Chapitres  précédents,  ou  proposés  comme  exercices  à  la  fin  de  ces  Chapitres. 

cl.  Un  trièdre  trireclangle  OXYZ  tourne  avec  une  vitesse  constante  t»  autour 
de  son  arête  OZ,  qui  est  dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesanteur;  il  entraîne 
avec  lui  un  paraboloïde  P  qui,  rapporté  aux  axes  OX,  OY,  OZ,  aurait  pour 
équation 

X2  —  V2  —   ipZ. 

Un  point  M  de  masse  i,  de  poids  g,  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  surface  de  P, 

2  °" 

est  attiré  vers  le  sommet  O  du   paraboloïde   par    une   force  égale  à  —-MO;  en 

P 
outre,    MA,    MB    étant    les    perpendiculaires   abaissées   de  M  sur  les  génératrices 

rectilignes  de  P   qui    passent  au   sommet  O,  le   point  M   est  encore  sollicité  par 

deux   forces    dirigées  suivant    les    segments    AM,    BM,  et    égales,  la   première  à 

—  AM,  la  seconde  à  — ^  BM. 
P  P 

La  position  du  mobile  M  sera  définie  par  les  valeurs  des  paramètres  X,  p.  qui 
figurent  dans  les  équations 

nr'1  1/2  x'1  Y2 

=   A  —  2  Z,  ■   H - —   [JL  -+-  2  Z 


A  —  p  A  -h  p  \x  -+-  p  \x  —  p 

des  paraboloïdes  homofocaux  à  P  et  passant  par  le  point  M. 

Cela  posé,  on  demande  : 

i°  De  former  l'équation  différentielle  aux  dérivées  partielles  dont,  suivant  le 
théorème  de  Jacobi,  il  suffirait  de  connaître  une  intégrale  complète  pour  en  dé- 
duire, par.de  simples  difïerenliations,  les  équations  du  mouvement  du  point  M; 

2°  De  trouver  cette  intégrale  complète  et  les  équations  du  mouvement  quand 
on  suppose  m  =  o  ; 

3°  D'intégrer  l'équation  de  la  trajectoire  et  d'indiquer  la  forme  de  cette  ligne 
quand,  o>  étant  toujours  nul,  on  a,  à  l'instant  initial, 

.   /3  dx  3  -l-  3  i/3    , —  cl  y  o  -+-  J'î   , — 

x  =  y  =  i>\/v      aï  = —  ^'      ^=---8—^- 

(Agrégation.) 

3.  Transformations  isogonales  en  Mécanique,  d'après  M.  Goursat.  —  Con- 
sidérons le  mouvement  d'un  point  matériel  dans  un  plan,  dans  le  cas  où  il  existe 
une  fonction  de  forces  \}(x,  y).  La  détermination  des  trajectoires  qui  corres- 
pondent à  une  même  valeur  h  de  la  constante  des  forces  vives  se  ramène  à  la 
recherche  d'une  intégrale  complète  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(£Hë)'-<°-">- 

l'osons  z  =•  x  +  yi,  Z  =  X  -+-  Y  i,  et  soit  z  =  V(  Z  )  une  fonction  analytique  de 
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la  variable  complexe  Z;  de  cette  relation  on  tire 

(a)  a?  =  9(XfY),       y  =  4(\,Y), 

les  fonctions  c?  et  ty  vérifiant  les  conditions 

d?     _  d<\>  ôv  _         d<\> 

C    '  ÔX  '=  àY  '  ÔY  ~     '  ~0X  ' 

Si,  dans  l'équation  (i),  on  fait  le  changement  de  variables    défini  par  les  for- 
mules (r>),  on  reconnaît  immédiatement  qu'elle  devient 


(£)H#> 


m<m- 


équation  de  même  forme  que  (i).  Donc,  si  l'on  considère  toutes  les  trajectoires 
correspondant  à  la  fonction  des  forces  U(x,  y)  et  à  la  valeur  h  de  la  con- 
stante des  forces  vives,  et  qu'on  soumette  ces  courbes  à  la  transformation  iso- 
gonale  ('2),  les  nouvelles  courbes  seront  les  trajectoires  correspondant  à  la 
nouvelle  fonction  des  forces 


*(*♦)+*][(&)'*(£)•] 


et  à  la  valeur  zéro  de  la  constante  des  forces  vives. 
Par  exemple,  en  prenant 

U  =      .  +  p,         h  —  0, 

S/X'  +  y- 

où  a  et  [à  sont  des  constantes,  puis  en  faisant  z  =■  Z2,  x  =  X2 —  Y2,  y  =  2XY,  on 
trouve  pour  nouvelle  fonction  de  forces 

4a  +  4?(X2+Y2). 

On  passe  ainsi  de  la  loi  d'attraction  newtonienne  à  la  loi  d'attraction  propor- 
tionnelle à  la  distance.  (Goursat,  Comptes  rendus,  t.  CVIII,  p.  446.) 

4.  Transformation  de  M.  Darboux.  —  Soit,  en  adoptant  les  notations  du 
n°  487,  un  système  à  liaisons  indépendantes  du  temps,  soumis  à  des  forces  déri- 
vant d'une  fonction  U  ne  contenant  pas  t,  et 

dS2  —  y  j  m(  dx2  H-  dy2  -h  dz2  )  —  \   «■■  dq;  dq  . 

La  détermination  des  trajectoires  se  ramène,  d'après  le  principe  de  la  moindre 
action,  à  la  détermination  des  fonctions  qn  q^  . ..,  qk  rendant  minimum  l'inté- 
grale 

a,  =  Ç  v/a  U  -+-  ?  rfS, 
où  a  et  ^  désignent  des  constantes.  Comme  on  peut  écrire  identiquement 
X  =  f\/jj  +  *  V/Û^S  =y  i/|  +  a  dS', 
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OÙ 

on  voit  que  : 

Si  l'on  sait  trouver  les  trajectoires  du  système  propose,  la   constante  des 

Q 

forces  vives  étant  -  »  on  en  déduit  les  trajectoires  d'un  autre  système  à  k  pa- 
ramètres y,,  q. ,  qk  pour  lequel  le  nouveau  dS-  est  donné  par 

dS'-  =  U  tfS2, 
et  la  nouvelle  fonction  des  forces  par 

la  nouvelle  constante  des  forces  vives  étant  -• 

Cette  transformation  comprend  la  précédente,  donnée  par  M.  Goursat. 

(Darboux,  Comptes  rendus,  t.  CVIII,  p.  449») 

5.  Un  système,  assujetti  à  des  liaisons  pouvant  dépendre  du  temps,  est  sollicité 
par  des  forces  dérivant  d'une  fonction  U  des  coordonnées  et  du  temps;  en  outre, 
chaque  point  du  système  subit  une  résistance  de  milieu  proportionnelle  à  sa 
masse  et  à  sa  vitesse.  Démontrer  qu'on  peut,  par  un  chanrgement  de  la  variable 
indépendante  t,  faire  disparaître  ces  résistances  de  milieu,  de  façon  à  pouvoir 
ensuite  appliquer  au  système  les  théorèmes  d'Hamilton  et  de  Jacobi. 

Réponse.  —  Les  équations  du  mouvement  sont,  d'après  la  méthode  des  multi- 
plicateurs de  Lagrange, 

.  cl-x^        OU        ,        dxH       -    <)fx  .    ùfu 


où  k  est  une  constante  positive,  la  même  dans  toutes  les  équations. 

Faisons  le  changement   de  variable  t  =  e~ kl.  Les  équations  prennent  la  forme 

,    .  d-x,        ÔV  ôf  0fh 


à  condition  de  poser 


V  =  TTT:  U,  fc 


*2x2     '        "       *2t- 


On  est  donc  ramené  à  intégrer  les  équations  (  >.  )  qui  sont  les  équations  du 
mouvement  du  système  donné,  non  soumis  à  la  résistance  de  milieu  et  sollicité 
par  des  forces  dérivant  de  la  nouvelle  fonction  V. 

On  pourra  donc  appliquer  à  ce  dernier  mouvement  les  méthodes  d'Hamilton 
et  de  Jacobi;  on  en  conclura,  en  revenant  à  la  variable  £,  les  intégrales  des 
équations  (  i). 

On  pourra  appliquer  cette  méthode  aux  cas  particuliers  suivants  : 

i°  .Mouvement  d'un  seul  point. 
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[Ce  problème  a  été  traité  par  M.  Elliot  et  ramené  par  lui.  d'une  autre  ma- 
nière, aux  formes  canoniques  (Comptes  rendus,  1892:  Annales  de  l'Ecole  Nor- 
male, août  i8g3).    Voir  également  le  premier  Volume,  p.  082.] 

20  Mouvement  de  deux  points  pesants  reliés  par  un  (il  inextensible  et  sans 
masse,  chaque  point  subissant  une  résistance  de  milieu  proportionnelle  à  sa  masse 
et  à  sa  vitesse. 

6.  Mouvement  de  trois  points  matériels  m,  m',  m",  situés  dans  un  plan  fixe  et 
s'atlirant  mutuellement  suivant  une  fonction  de  la  distance;  les  points  m'  et  m" 
sont,  en  outre,  assujettis  à  rester  à  des  distances  constantes  de  m  [  Voir  Liou- 
ville,  Sur  un  problème  de  Mécanique  (Journal  de  Liouville,  2e  série,  t.  III)]. 

La  position  du  système  dépend  de  quatre  paramètres  :  en  prenant  pour  l'un  de 
ces  paramètres  l'angle  a  de  mm'  avec  mm",  on  voit  que  la  fonction  des  forces  ne 
dépend  que  de  a.  Le  problème  se  ramène  à  des  quadratures. 

7.  Soient  cp  =  c,  ^  =  c'  deux  intégrales  des  équations  canoniques;  si  la  paren- 
thèse (tp,  40  n'est  pas  nulle  et  est  fonction  de  »  et  de  ty  seulement,  il  existe  tou- 
jours une  fonction  y  de  9  et  <\>  qui,  égalée  à  une  constante,  fournit  une  intégrale 
telle  que  (?,  f)  soit  identiquement  égal  à  l'unité. 

8.  Méthode  de  Liouville  pour  ramener  des  équations  différentielles  quel- 
conques à  la  forme  canonique.  —  Soient  des  équations  différentielles  ordinaires 
du  premier  ordre  de  la  forme 

(1)  -—    =   —-  =...=    - -»   =  dt, 

où  X,,  X2,  .  . .,  Xn  sont  des  fonctions  données  de  xv  x2,   .  •  •.  xir  t. 
Introduisons  des  variables  auxiliaires  yv  y2,  . . , ,  yn,  et  posons 

H  =  XiriH-X2.r2+  ..+  x„r„. 

Nous  pourrons  écrire  le  système  (1) 

dxn         dW 

'  '  '  '  — 7 .    —  > 

dt         dr„ 


,    .                    dx,        ô\\ 

(2)        -jt  =  w: 

dx2 
~dt 

=  ¥■; 

avec  les  équations 

dy,             (M 

('1)               dt    ~        dx' 

dy^ 
~dï 

dx., 

-       dyji  iïL 

dt  ôxn 

servant  de  définition  aux  variables  auxiliaires  yp  r.,,  ...,yn. 

L'ensemble  des  équations  (2)  et  (3)  forme  alors  un  système  canonique. 

I).  Théorème    de    M.   Buhl.    —    Soit  un  système   d'équations   différentielles 
ordinaires. 

dxx  __  dx.,  _  dxn 

X,  X2  Xn 

On  peut  toujours  adjoindre  aux  fonctions  Xp  X2,  . . . ,  XH  d'autres  fonctions 
Yr  Y2,  ...,  Yn  des  mêmes  variables  x{,  x.,,  ...,  xn,  de  telle  manière  que,  si 
f(x,,   x2,    ...,   xn)  =  const.  est    une    intégrale  première   quelconque   de  (r), 
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I  expression 

.-     àf         v     àf  v     i)f 

\  ,  -^ — h  Y.  ~r — h.    .-t-  V,  -7—  =  const. 
1  rir,  "  ax2  axn 

en  soit  une  autre.  (Buiil,  Thèse  de  Doctorat,  190.1.) 

Ce  théorème  comprend  comme  cas  particulier  le  théorème  de  Poisson  ;  mais  un 
peut  aussi  le  déduire  du  théorème  de  Poisson  (APPELL,  Comptes  rendus,  août 
1901). 

Voyez  également  un  Mémoire  de  M.  de  Donder  [Élude  sur  les  invariants 
intégraux  {Circolo  di  Palermo,  9  mars  190a)]. 

10.  Transformation  des  équations  différentielles  de  Hamilton.  —  La  trans- 
formation des  équations  canoniques  en  un  autre  système  canonique  a  été  traitée 
par  Lie  dans  un  Mémoire  intitulé  :  Die  Storungstkeorie  und  die  Berûhrungs- 
t ransfor mationen ,  inséré  au  Tome  II  de  VArchiv  for  Mathematik  of  Naturvi- 
denskab  (  Ivristiania,  1877).  Voyez  également  un  article  de  M.  Morera  :  Su/la 
transformazione  délie  equazioni  dijferenziali  di  Hamilton  {Rendiconti  délie 
lî.  Aceademia  dei  Lincei,  Vol.  XII,  i5  février  1903  ). 
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CHAPITRE    XXYI. 

CHOCS  ET  PERCUSSIONS. 


I.  -  PERCUSSIONS  APPLIQUÉES  A  UN  POINT  MATÉRIEL. 

50o.  Définitions.  —  11  peut  arriver  que  les  points  d'un  système 
matériel  changent  brusquement  de  vitesses  dans  un  temps  extrê- 
mement court,  sans  que  le  système  change  sensiblement  de  posi- 
tion. 

Par  exemple,  quand  on  donne  un  coup  de  queue  à  une  bille  de 
billard  immobile,  dans  le  temps  extrêmement  court  pendant  lequel 
la  queue  touche  la  bille,  les  vitesses  des  différents  points  de  cette 
bille  prennent  brusquement  des  valeurs  finies  sans  quelle  ait 
sensiblement  changé  de  position  :  la  bille  se  meut  ensuite  sur  le 
tapis  suivant  des  lois  que  nous  avons  étudiées. 

De  même,  une  balle  élastique  lancée  contre  un  mur  rebondit  : 
dans  le  temps  extrêmement  court  pendant  lequel  la  balle  est  en 
contact  avec  le  mur,  sa  position  ne  change  pas  sensiblement,  mais 
les  vitesses  de  ses  différents  points  changent  brusquement,  puisque 
la  balle  qui  se  dirigeait  vers  le  mur  un  instant  avant  le  contact 
s'en  éloigne  immédiatement  après;  à  partir  de  ce  moment,  le 
mouvement  de  la  balle  se  fait  de  nouveau  sous  l'action  de  la  pesan- 
teur dont  l'effet  est  négligeable  pendant  le  temps  très  court  qu'a 
duré  le  contact. 

Lorsque  des  faits  de  ce  genre  se  présentent,  on  dit  que  le  sys- 
tème en  mouvement  subit  des  percussions. 

Ces  phénomènes  étaient  attribués  autrefois  à  ce  qu'on  appelait 
des  forces  instantanées  ;  mais  on  peut  les  rattacher  très  simple- 
ment aux  théorèmes  généraux  de  la  Dynamique  :  ils  sont  produits 
par  des  forces  extrêmement  grandes  agissant  pendant  un 
temps  extrêmement  court.  Nous  analyserons  d'abord  le  phéno- 
mène pour  un  seul  point  matériel. 
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506.  Percussions  appliquées  à  un  point  matériel.  —  i"  Une 
percussion.  Considérons  d'abord  un  point  matériel  de  niasse  m 
sollicité  par  une  force  F  de  projections  X,  Y,  Z;  les  équations  de 
son  mouvement  sont 

'/-'■'•      v  'l'y      v  d*z 

(1)  '"777^  =  V         m^"  =  V         mdë=Z> 

quelle  que  soit  la  loi  de  la  force,  les  quantités  X,.  Y,  Z  peuvent 
être  regardées,  pendant  le  mouvement,  comme  des  fonctions  de  t. 
Multiplions  alors  les  deux  membres  de  ces  équations  par  dt  et 
intégrons  de  /„  à  t{  :  nous  aurons 


/      d.r\         (      dx\  /•'*       . 

1    [m  —j-)   —  [m  — r-  \    —    I       X  dt, 

\       dt]x  dtjo      Ju 

-(mS)o=X"z1: 

fcn 


dz 

ni   -r- 

dt 


ou      m 


-7-  )    et  (  m  -j-  )  >  •  •  •  désignent  les   valeurs  de   m  -=- ,   •  •  • > 

aux  instants  t{  et  t0. 

On  appelle  impulsion  de  la  force  X,  Y,  Z  dans  l'intervalle 
^  —  /0  le  vecteur  dont  les  composantes  sont  les  intégrales  des 
seconds  membres.  Les  équations  (2)  expriment  alors  ce  théorème  : 

La  variation  géométrique  de  la  quantité  de  mouvement  du 
point  dans  V intervalle  £,  —  t0  est  égale  à  V impulsion  de  la 
force  agissant  sur  le  point. 

Supposons  que  l'intervalle  t{ — /0  soit  très  pelit.  Si  la  force 
X,  Y,  Z  n'a  pas  dans  cet  intervalle  une  intensité  très  grande,  les 
seconds  membres  des  équations  (2)  sont  très  petits  et,  par  consé- 
quent, la  vitesse  du  mobile  varie  très  peu  dans  l'intervalle  de 
temps  ts  —  t0  :  c'est  ce  qui  arrive  pour  le  mouvement  d'un  point 
soumis  à  des  forces  ordinaires  telles  que  la  pesanteur  ou  l'attrac- 
tion newtonienne  d'un  centre  fixe,  etc..  Mais,  si  la  force  X, 
Y,  Z  a,  dans  l'intervalle  très  court  tK  —  t0,  une  intensité  très  grande 

de  l'ordre  de ■  ■>  les  intégrales  des  seconds  membres  ont  des 
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valeurs  finies,  1  impulsion  resle  finie,  el,  par  suile,  la  vitesse  du 
point  subit  une  variation  finie;  d'ailleurs,  le  point  se  déplace 
très  peu  pendant  ce  même  intervalle  de  temps  t{  —  t{),  puisque 
sa  vitesse  reste  finie  dans  tout  l'intervalle  :  d'une  façon  précise, 
si  l'on  appelle  V  le  maximum  de  la  vitesse  dans  l'intervalle  consi- 
déré, le  déplacement  du  point  est  moindre  que  V(£(  —  tQ). 

En  résumé,  une  force  très  grande,  agissant  sur  un  point 
pendant  un  temps  très  court,  produit  une  variation  finie  de  la 
vitesse  sans  que  le  point  se  déplace  sensiblement. 

A  titre  de  première  approximation,  considérons  le  cas  idéal 
où  l'intervalle  tK  — t0  est  infiniment  petit  et  la  force  infiniment 

grande  de  l'ordre  de dans  cet  intervalle.  Alors  le  point  subit 

brusqement  une  variation  finie  de  vitesse  sans  que  sa  posi- 
tion change.  Nous  dirons  que  le  point  m  a  subi  une  percussion, 
et  nous  représenterons  cette  percussion  par  un  vecteur  P  d'oii- 
gine  /??,  ayant  pour  projections  les  trois  intégrales 


a 


Xdt,  b  =    /      Y  dt,  c  = 

to  (0  tl) 


Z  du 


Les  équations  (2)  donnant  la  variation  de  la  vitesse  s'écrivent 
alors 


(3) 


K 


ni 


dx 

dt  J 1 


I 


dx 

mTt  ' 


d.y\         (       dy\ 
m  -7-       —  [ni  — 7-       =  b, 

dt  L     \     dt  L 


(4)r(4")o 


=  c. 


Ces  équations  permettent    de  mesurer  la   percussion    par    son 
effet.   Soit  m  pi0   la  quantité  de  mouvement   du   point  m  avant   la 


^-->fx2 


percussion  etmjj.,  sa  quantité  de  mouvement  après  :  construisons 
la  différence  géométrique  des  vecteurs  m  ul1  et  m  tu.0  ;  les  équations 
(3)    expriment  que   cette   différence   géométrique   est  égale    à  la 
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percussion  appliquée  au  point.  On  a  donc  symboliquement 

(P)=  (m  pi)  —  (m{A0). 

Celle  relation  détermine  la  percussion  en  fonction  des  quan- 
tités de  mouvement  aux  instants  /„  et  f,  ;  inversemenl,  si  l'on 
connaît  la  quantité  de  mouvement  mp0,  avant  la  percussion,  et  la 
percussion  P,  la  quantité  de  mouvement  />?a,,  après  la  percussion, 
est  la  somme  géométrique  de  mu.0  et  P. 

2"  Plusieurs  percussions.  —  Soient  F;,  F",  Fw,  ...  plu- 
sieurs forces  agissant  sur  un  point  et  ayant  pour  projections 
i\',  V,  Z'),  ....  Les  équations  du  mouvement  sont 

d-  T 

m_=X'+V+X^..., 

d-y 
m—f-  =  Y'  +  Y"-t-  Y'"  +  ..., 
dt- 

m  *ll  =  Z'  +  Z"  +  Z'"  +  .... 
dV- 


Multiplions  les  deux  membres  par  dt,  et  intégrons  de  t{) —  /, , 
en  posant 


a 


a 


b'  =    f    Y  dt, 
b"  =    f    Y"dt, 


C    = 


(t 


c"=    /      Z"dl, 


Nous  aurons 


dx\ 
m  —r 
dt  ) 


(4; 


m 


dv 

dt 

dz 


m   -=- 


m  -i-       =  «  -h  a  -f-  a   -h  . 
"'  /  o 

,>*  1)     =  b'  -hb"  +  6'"  +  . 

/M  -7-         =  c    -+-  C    -h  c     -h . 
«^  /o 


Supposons  l'intervalle  /,  —  t0  infiniment  petit,  et  les  forces  F', 

F",  Fw,   ...  infiniment  grandes  de  l'ordre  de ->  dans  cet  in- 

tervalle;  les  intégrales  a',  U,  c',  a",  b'\  c" ,  ...  ont  des  valeurs 
finies,  et  définissent  des  percussions  P',  P7/,  ...,  comme  nous 
venons  de  le  voir. 
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Les  équations  (4)  montrent  que  la  variation  de  la  quantité  de 
mouvement  du  point  m  est  la  même  que  s'il  était  soumis  à  une 
percussion  unique  P  de  projections  a,  /;,  c,  définies  par  les  rela- 
tions 


a  =  a  H-  a 


.     b=b'+-b"-+-b'"-h...,     c  =  c'-\-c' 


Cette  percussion  unique  P,  qui  peut  remplacer  les  percussions 
considérées,  est  donc  égale  à  leur  somme  géométrique.  Ainsi,  les 
percussions  appliquées  à  un  point  se  composent  comme  les  forces. 

507.  L'effet  des  forces  ordinaires,  comme  la  pesanteur,  est  nul 
pendant  la  durée  d'une  percussion.  —  En  effet,  supposons  un 
point  sollicité  par  plusieurs  forces  F7,  F/7,  Fw,  ...,  comme  dans 
le  numéro  précédent;  mais  imaginons  que  la  force  F' reste  finie 
dans   l'intervalle   infiniment   petit   £,  —  £0,    tandis   que   les   autres 

F'7,   Fw,   ...   deviennent  très  grandes,   comme  ;  alors  a' 1  b' , 

c  sont  nuls,  tandis  que  <2V,  b" ',  c" ,  ...  ont  des  valeurs  différentes 
de  zéro;  les  termes  a1 ',  b' ,  c!  disparaissent  donc  des  équations  (4) 
et  l'effet  de  la  force  ordinaire  F7  est  négligeable  pendant  l'inter- 
valle ts  —  to. 

C'est  ainsi  que,  si  une  balle  heurte  un  mur,  l'action  de  la 
pesanteur  sur  la  balle,  pendant  le  choc,  est  négligeable  par  rap- 
port aux  effets  du  choc. 

508.  Résumé.  Théorèmes  relatifs  à  un  point  matériel.  —  Pour 

/        dx\ 
abréger  l'écriture,    nous    désignerons   par   A  (  m  -7-  j   la   quantité 

(CL  OC   \  f  Cl  OC  \ 

m-T-j  —  f  m  -t  j  »  c  est-à-dire  la  variation  que  subit  la  quantité 

/        ci  ce  \ 

(  m  -7-1  dans  l'intervalle  tK  —  t0. 

E,     ,      i  , ,  .-.  .  i  dx     dy     dz 

n  mènerai,  u  étant  une  Jonction  ae  x,  y,  z,  -r-,  -^-,  — ,  nous 
0  ' °         1  dt      dt     dt 

appellerons  A«  la  variation  u{  —  u0  que  subit  cette  quantité  a 
dans  l'intervalle  t\ ,  tQ.   Pour  calculer  cette  variation,  il  faut  bien 

dx     dv     dz 
remarquer    que  ~rf>  ~n'>  ~jj  seuls   varient,   tandis   que  x,  y,   z   ne 

varient  pas,   le  point  ne   changeant   pas  de  position   pendant  la 
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durée  de  la  percussion.  Les  équations  (4)  s'écrivent  alors 


(5,  *(*5)-2«.    i(«£)--2*.    H-z)"?- 

Elles  expriment  le  théorème  suivant  : 

/,«  variation  de  la  projection  de  la  quantité  de  mouvement 
d\in  point  sur  un  axe  est  égale  à  la  somme  des  projections 
des  percussions  sur  le  même  axe. 

Faisons  maintenant,  sur  les  formules  (5),  la  combinaison  des 
moments  par  rapport  à  O;;  nous  aurons  une  première  équation 

«A("$)-W*!E)=,,2'('6'-aj')' 


dans  laquelle  le  second  membre  est  la  somme  des  moments  des 
percussions  par  rapport  à  Oz.  Quant  au  premier,  nous  l'interpré- 
terons ainsi  :  remarquant  que  x  et  y  restent  fixes  par  hypothèse 
pendant  la  percussion,  nous  pourrons  l'écrire 

, /  dy  dx\ 

\  dt        J        dt  ) 

et  nous  arriverons  à  ce  théorème  : 

La  variation  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  d'un 
point  par  rapport  à  un  axe  est  égale  à  la  somme  des  moments 
des  percussions  par  rapport  à  cet  axe. 


II.  —  PERCUSSIONS  APPLIQUÉES  A  UN  SYSTÈME. 

o09«  Théorèmes  généraux.  —  A  l'aide  des  théorèmes  pré- 
cédents, nous  obtiendrons  facilement  des  théorèmes  généraux 
concernant  les  percussions  dans  les  ensembles  matériels;  nous 
opérerons  absolument  comme  pour  la  recherche  des  théorèmes 
fondamentaux  de  la  dynamique  des  systèmes. 

jNous  partagerons  les  percussions  qui  agissent  sur  chacun  des 
points  m  (x,  y,  z)  du  système  en  deux  catégories.  Dans  la  pre- 
mière, nous  placerons  les  percussions  intérieures  (#/,  bi,  C/), 
autrement  dit,  les  percussions  résultant  des  forces  intérieures. 
A..   II.  3[ 
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Toutes  les  autres  percussions  constitueront  la  seconde  catégorie, 
celle  des  percussions  extérieures  (ae,  be,  ce). 

En  faisant  cette  distinction,   nos  équations  (5)  deviennent  : 


dx  \ 
clt  ) 


=  2^"H2 


m 
clt 


m 


dz\        v^  V1 


Faisons  la  somme  des  équations  analogues  pour  tous  les  points 
du  système,  nous  aurons,  pour  les  équations  relatives  à  l'axe  des  #, 


dx 

mdt 


11—11 


Dans  le  premier  membre,  nous  pouvons  intervertir  les  signes  A 

^t^       dx 
et  2,   et  écrire    A  ^/w -r- ;    dans    le    second    membre,    Je    terme 

22a;  disparaît,  car  les  percussions  intérieures  obéissent  au  prin- 
cipe de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  comme  les  forces  qui 
les  produisent;  on  a  donc 

.  v^       dx       v*1  V1 

formule  qui  exprime  ce  théorème  : 

Théorème  I.  —  La  variation  de  la  somme  des  projections 
des  quantités  de  mouvement  sur  un  axe  fixe  est  égale  à  la 
somme  des  projections  des  percussions  extérieures  sur  cet  axe. 

On  peut  considérer  ce  théorème  comme  une  conséquence  du 
théorème  général  des  quantités  de  mouvements  projetées  ;  pour 
l'en  déduire,  il  suffirait  d'intégrer  de  t0  à  t{  l'équation 

d  "vti       dx 


ymaf:=yy 

—  dt  jL^Amà 


'Xe, 


en  ne  conservant  dans  le  second  membre  que  les  termes  prove- 
nant des  forces  infiniment  grandes  pendant  l'intervalle  infiniment 
petit  tK  —  t0. 
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On  peut  interpréter  autrement  le  théorème  qui   précède  en  in- 
troduisant le  centre  de  gravité  (ç,  r(?  Ç)  par  les  formules 


on  a  alors 


d'où 


dx        _.  d\ 
m  -y-  =  M    , 

dt  dt 


M^h  = 


dt  J 


■22- 


Théorème.  —  Z/<7  variation  de  la  quantité  de  mouvement  du 
centre  de  gravité  est  la  même  que  si  la  masse  totale  y  était 
concentrée,  et  si  toutes  les  percussions  extérieures  y  étaient 
directement  appliquées . 

Prenons  maintenant  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  pour  un  point  matériel  du  syslème,  en  séparant  en- 
core les  percussions  en  intérieures  et  extérieures;   nous  aurons 


X[m(x^~^^)]=^(xù'-^ai)^(xbc 


■yae). 


Ajoutons  les  équations  analogues  pour  tous  les  points  du  système, 
nous  obtiendrons,  en  intervertissant  les  signes  S  et  A  dans  le  pre- 
mier membre 

^m{xln  -riiï)  =22(ir6e_J",')' 

où  les  percussions  intérieures  disparaissent  comme  égales  et  di- 
rectement opposées.  L'équation  qui  précède  est  l'expression  du 
théorème  : 

Théorème  II.  —  La  variation  de  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvements,  par  rapport  à  un  axe  fixe,  est  égale 
à  la  somme  des  moments  des  percussions  extérieures  par  rap- 
port à  cet  axe. 

Remarque.  —  Dans  tous  les  théorèmes  qui  précèdent,  nous 
n'avons  parlé  que  d'axes  fixes:  mais  comme,  par  hypothèse,  pen- 
dant la  durée  infiniment  petite  des  percussions,  le  système  ne 
subit  aucun  déplacement,  ces  théorèmes  s'appliquent  à  un  axe  lié 
à  un  des  corps  du  système. 
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III.  —  APPLICATION   DES  THEOREMES  GENERAUX. 

510.  Choc  direct  de  deux  sphères.  —  Soieni  deux  sphères 
homogènes  de  masses  m  et  m!  qui,  à  un  instant  t0l  viennent  à  se 
heurter.  Le  choc  des  deux  sphères  est  appelé  direct  quand  à  cet 
instant  t0  les  deux  sphères  ne  tournent  pas  et  que  les  vitesses  de 
leurs  centres  G  et  G;  sont  dirigées  suivant  la  ligne  des  centres  CC. 
Pendant  la  durée  très  courte  du  choc  £,  —  l01  la  ligne  des  centres 
peut  être  regardée  comme  sensiblement  immobile,  nous  la  pren- 
drons pour  axe  Ox;  nous  appellerons  v0  et  vQ  les  valeurs  algé- 
briques, estimées  suivant  cet  axe,  des  vitesses  des  deux  centres  à 
l'instant  t0  où  le  choc  commence,  et  c,  et  v\  les  valeurs  algébriques 
de  ces  vitesses  à  l'instant  tK  où  il  finit.  Nous  pouvons  admettre, 
par  raison  de  symétrie,  que  ces  vitesses  finales  sont  aussi  dirigées 
suivant  Ox. 

Analysons  sommairement  le  phénomène.  A  partir  de  l'instant  t0 
où  les  sphères  se  touchent,  elles  se  déforment  aux  environs  du 
point  de  contact,  leurs  centres  continuent  à  se  rapprocher  un  peu 
jusqu'à  une  distance  minimum  atteinte  à  un  certain  instante; 
pendant  cette  première  phase  du  choc,  il  se  produit  entre  les  deux 
sphères  des  réactions  tendant  à  les  écarter;  ces  réactions  sont  très 
grandes;  leur  travail  est  négatif,  et  la  force  vive  totale  du  système 
va  en  diminuant.  A  l'instant  t' les  deux  centres  ont  atteint  la  même 
vitesse,  ils  ne  se  rapprochent  plus,  et  la  déformation  est  maximum  ; 
à  partir  de  ce  moment,  les  réactions  mutuelles  des  deux  sphères 
continuant  à  agir,  les  deux  sphères  tendent  à  se  séparer  en  repre- 
nant leurs  formes  primitives  et,  à  l'instant  £,,  elles  ne  se  touchent 
plus  que  par  un  point  :  le  choc  est  terminé.  Pendant  cette  deuxième 
phase,  de  l'instant  t'  à  l'instant  £,,  la  force  vive  du  système 
augmente,  car  le  travail  des  réactions  est  positif. 

Une  première  relation  entre  les  vitesses  aux  instants  tQ  et  tt  est 
fournie  par  le  théorème  des  projections  des  quantités  de  mouve- 
ment. Gomme  les  forces  ordinaires,  telles  que  la  pesanteur, 
peuvent  être  négligées  pendant  la  durée  très  courte  du  choc,  les 
deux  sphères  constituent  un  système  soumis  uniquement  à  des 
percussions  intérieures.  La  variation  de  la  somme  des  projections 
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des  quantités   de  mouvement  sur  Ox  est  donc    nulle,  et  l'on    a 
L'équation 

(1)  nu\  -+-  m'v\  =  «M'0  -h  m'  v'0 , 

que  l'on   obtiendrait   également  en  écrivant  que  la  vitesse  V  du 
centre  de  gravité  n'a  pas  varié 

tnvo  ■+-  m'  t>'0        mv\  -+-  m' v \ 


m  -h  m  m  -+-  m 


Pour  achever  de  déterminer  p,  et  r', ,  il  faut  faire  des  hypothèses 
sur  la  nature  des  deux  corps. 

i°  Les  corps  sont  parfaitement  mous.  —  On  dit  que  les  corps 
sont  parfaitement  mous  quand  ils  restent  en  contact  après  le  choc. 
Dans  le  problème  qui  nous  occupe,  celte  hypothèse  se  traduit  par 
r,  =  v\.  On  a  alors,  d'après  la  relation  (i), 

.             ,        mPo+mV0 
(i)  p1=p'  =  -!£=V. 

1  m  -h  m 

Dans  ce  cas,  le  choc  se  réduit  à  sa  première,  phase,  l'instant  t 
coïncide  avec  t{.  Jl  y  a  donc  perte  de  force  vive.  C'est  ce  qu'il  est 
facile  de  vérifier;  en  effet,  la  force  vive  perdue  est 

mv\  H-  m'  ^'02  —  mv\  —  m'v'f  ; 

remplaçant  r,  et  v\  parleurs  valeurs  (2),  on  trouve 

(3)  _2£!L,  („._•,)., 

m  -+-  m 

quantité  positive.  Cette  perte  doit  s'entendre  comme  une  perte 
de  force  vive  sensible  mécaniquement;  d'après  le  théorème  de  la 
conservation  de  l'énergie,  la  force  vive  ainsi  perdue  doit  se  re- 
trouver sous  une  autre  forme,  par  exemple  sous  forme  de  chaleur. 
Nous  pouvons  faire  sur  cet  exemple  la  vérification  d'un  théorème 
de  Carnot,  que  nous  démontrerons  plus  loin  dans  sa  généralité. 
Remarquons  d'abord  que  le  choc  provient  de  ce  qu'une  nouvelle 
liaison  a  été  brusquement  introduite  dans  le  système;  deux  corps 
qui  étaient  primitivement  indépendants  sont  venus  se  mettre  en 
contact;  en  outre,  dans  le  cas  des  corps  mous  qui  nous  occupe 
actuellement,  cette  liaison  brusquement  introduite  persiste  après 
le  choc.  Dans  ces  conditions,  la  force  vive  perdue  est  égale  à  la 
force  vive  au 'aurait  le  système  si  chacun  de  ses  points  était 
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animé  de  la  vitesse  qu'il  a  perdue  par  V effet  du  choc  ;  la  vitesse 
perdue  par  un  point  étant,  par  définition,  la  différence  géométrique 
entre  sa  vitesse  avant  et  sa  vitesse  après  le  choc. 

Actuellement,  la  vitesse  perdue  par  chaque  point  de  la  pre- 
mière sphère  est  égale  à  la  valeur  absolue  de  V\  —  v0,  car  les 
vitesses  v{  et  v0  sont  parallèles  à  Ox\  de  même  la  vitesse  perdue 
par  chaque  point  de  la  deuxième  sphère  est  la  valeur  absolue  de 
v  — v'Q  ;   la  force  vive   qui   serait  due  à  ces   vitesses  perdues  est 

donc 

m(Vi—  p0)'2+  m'(t>\  —  p'0)2; 

en  remplaçant  dans  cette  expression  vt  et  v\  par  leur  valeur  com- 
mune (2),  on  trouve  immédiatement  qu'elle  est  égale  à  la  force 
vive  perdue  (3)  calculée  plus  haut. 

20  Les  corps  sont  parfaitement  élastiques. 

On  dit  que  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques  quand  il 
n'y  a  aucune  perte  de  force  vive  dans  leur  choc.  Si  donc  on  sup- 
pose que  les  deux  sphères   satisfassent   à   cette  condition,  on   a  la 

nouvelle  relation 

mv\  -1-  m'v\-  =  mv\  -h  mV02, 
qui,  jointe  à 

mv\  -+-  m'  v\  =  mv0  -+-  m'v'0 , 

permet  de  déterminer  les  vitesses  inconnues  v{  et  v\.  Pour  ré- 
soudre ce  système,  nous  l'écrirons 

m(çt  —  vd)  =  m'(v0  —  i>i), 

En  divisant  membre  à  membre  et  transposant  les  termes  on 
en  tire 

Vi  —  v\  =  ï0  —  POj 

relation  qui  exprime  que  la  vitesse  relative  des  deux  sphères  n'a 
pas  varié  parle  choc;  elle  a  seulement  changé  de  signe,  non  de 
grandeur;  posons 

0i=  "0  +  a,        v\  =  ^o-h  a; 

l'équation  précédente  sera  identiquement  satisfaite  ;  si  nous  por- 
tons ces  valeurs  dans  la  deuxième  équation,  nous  avons 


a  = 


m 


m 


m 
m 


iXvo—  ?i)i 
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d'où   Ton  déduit  immédiatement    les    vitesses    finales   vt    et   v\. 
Si  les  deux  billes  ont  même  masse  (m  =  m')  on  a  a  =  o,  d'où 

chacune  des  billes  a.  après  le  choc,  la  vitesse  qu'avait  l'autre 
avant  le  choc,  et  pour  un  observateur  inatlentif  tout  se  passe 
comme  si  les  deux  billes  s'étaient  simplement  traversées  sans  mo- 
difier leur  mouvement. 

3°  Cas  intermédiaire.  —  Dans  le  cas  des  corps  absolument 
mous,  nous  avons  vu  que  le  choc  avait  pour  effet  d'annuler  la  vi- 
tesse relative  des  deux  corps;  dans  le  cas  des  corps  élastiques,  le 
choc  en  fait  simplement  changer  le  signe.  On  peut,  avec  Newton, 
essayer  de  se  rendre  compte  de  ce  qui  se  passe  pour  des  corps  im- 
parfaitement élastiques,  en  supposant  que  le  choc  fasse  changer 
le  signe  de  cette  vitesse  relative  et  la  réduise  dans  un  rapport 

donné  k  : 

*>i  —  v\  =  k(vf0—Vo),        (avec  o^k^i). 

Si  l'on  a  À*  =  o,  les  corps  sont  parfaitement  mous;  ils  sont  parfai- 
tement élastiques  si  k  est  égal  à  i.  Cette  dernière  équation,  à 
laquelle  nous  joignons  toujours  l'équation  des  quantités  de  mou- 
vement 

mvy-\-  m' v\  =  mv0-\-  m'v'y, 

permet  de  calculer  les  vitesses  r,,  v\.  On  vérifie  aisément  qu'il  y  a 
toujours  perte  de  force  vive,  et  que  cette  perte  a  pour  expression 

...      mm'     ,  ,  .„ 

(i  — £2) (Ço_v'y 

m  -\-  m 

c'est-à-dire  le  produit  par  (i  —  k2)  de  la  perte  de  force  vive  qui 
serait  due  au  choc  si  l'on  supposait  les  corps  parfaitement  mous. 

4°  Ces  résultats  peuvent  être  étendus  au  choc  de  deux  corps 
quelconques,  pourvu  que  les  conditions  suivantes  soient  remplies  : 

La  normale  commune  aux  deux  corps  au  point  de  choc  passe 
par  les  deux  centres  de  gravité;  les  deux  corps  sont  animés  de 
mouvements  de  translation  parallèles  à  cette  normale. 

Exemple  :  clou  et  marteau.  Soit  m  la  masse  du  marteau,  m! 
celle  du  clou.  Cherchons  la  vitesse  finale  v.  du  clou.  Actuelle- 
ment v'Q  est  nul  :  v\  se  tirera  immédiatement  des  équations  précé- 
dentes où  k  est  déterminé  par  la  nature  du  métal  formant  le  clou 
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et  le  marteau.  La  perte  de  force  vive  est  ici  (i  —  k2) 


m  -h  /// 


o  • 


Le  rapport  de  cette  perle  à  la  force  vive  employée*  mv\  est 


R.=  (i_**) 


ni 


ni  -4-  ni 


Celte  force  vive  perdue  étant  employée  à  déformer  le  clou  et  à 
l'échauffer,  il  v  a  intérêt  à  réduire  autant  qne  possible  le  rapport  R, 
c'est-à-dire  à  faire  en  sorte  que  m  soit  grand  par  rapport  à  m'. 
Ainsi,  pour  un  même  travail  dépensé  par  l'ouvrier,  c'est-à-dire 
pour  une  même  force  vive  mv~0  imprimée  au  marteau,  il  v  a  avan- 
tage, pour  le  rendement,  à  prendre  un  marteau  massif  avec  une 
faible  vitesse,  plutôt  qu'un  marteau  léger  animé  d'une  grande 
vitesse.  (Léauté,  Cours  de  l'Ecole  Polytechnique.) 

511 .  Percussions  appliquées  à  un  solide  mobile  autour  d'un  axe 
fixe  Oz.  —  Supposons  que  la  fixité  de  l'axe  Oz  ait  été  obtenue  en 
fixant  deux  points  O  et  O'  d'un  solide.  Le  solide  étant  en  mouve- 
ment, on  lui  applique  à  l'instant  t0  des  percussions  P1 ,  Po,  ...,PH, 
regardées  comme  connues.  Alors,  la  vitesse  angulaire  de  rotation 
passe  brusquement  de  la  valeur  connue  co0  à  une  certaine  valeur 
inconnue  Wj,  qu'il  faut  déterminer.  Appelons  #v,  yv,  zy  les  coor- 
données du  point  d'application  de  la  percussion  Pv,  et  aVj  6V,  cv 
les  projections  de  cette  percussion  sur  les  axes.  Le  corps  exercera 
des  percussions  sur  les  points  fixes  O  et  O',  et  ceux-ci  réagiront 
en  exerçant  sur  le  corps  des  percussions  inconnues  P  et  Pr,  de 
projections  «,  6,  c  et  a! ,  6',  c' .  Appelons  MA-  le  moment  d'inertie 
du  corps  par  rapport  à  0^3  :  la  somme  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  des  points  du  corps  par  rapport  à  Oz  est  MA-to. 
Nous  avons  donc,  en  appliquant  le  théorème  des  moments  par 
rapport  à  O  z  (  théorème  II,  n°  509),  et  posant  Ato  =  to1  —  to0  : 

(i)  MA-2Aw=2('rv^v-Jv«v); 

V 

les  percussions  P  et  P'  n'entrent  pas  dans  cette  formule,  puisque 
leurs  moments  sont  nuls.  Cette  équation  résout  entièrement  le 
problème  :  elle  donne  la  variation  de  vitesse  angulaire  due  aux 
percussions. 

Proposons-nous  maintenant  de   déterminer  les  percussions  de 
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liaison  Pet  P;.  Nous  appliquerons  pour  cela  le  théorème  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Ox  et  Or,  puis 
le  théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  par  rapport 
aux  trois  axes;  ce  qui  donnera  les  cinq  équations  nouvelles 


*2>(';l~*ï)=2( 


fyCv  —  Zvl)y  )  —  lib\ 


1)1 


dx  dz 

~di    ~X~dt 


dx 
A    ?  m  —r- 


2< 


•v#v  —  xvcv)  -+-  ha\ 


2 

2 
2 


r)i 


dt 


dy 
dt 


-2- 

V 

=2*> 


a  -+-  a  , 


b'. 


dz 


m  -y-     = 

dt 


où  /i  est  le  s  du  point  O'. 

Mais,  dans  une  rotation  de  vitesse  angulaire  to,  autour  de  O^, 
on  a  à  chaque  instant 


dx 
~dt 


>y, 


dy 
~dt 


=     <JL>  X. 


dz 
dt 


=  o; 


en  remplaçant  les  dérivées  par  ces  valeurs  dans  les  équations 
ci-dessus,  et  remarquant  qu'on  peut  faire  sortir  des  signes  A  les 
quantités  telles  que  2mxz,  qui  dépendent  seulement  de  la  posi- 
tion du  système,  puisque  le  corps  est  supposé  immobile  pendant 
la  percussion,  nous  obtiendrons 

~~  (  Zj  mc*z  j  Aw  ~  Zj( Vvcv— *vév  )  —  hb\ 

V 

-(2 

2 


m  )-: 


Aw  = 


(2) 


Aoj  = 


/>2  2? 


2 

V 

V 

V 

V 


z^ay  —  rvcv  )  -\-ha\ 


V, 


^-  c  -i-  c  . 
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Ces  équations  ne  déterminent  pas  entièrement  les  percussions 
P  el  P';  elles  nous  donnent,  en  effet,  b' ',  a',  a,  b  et  seulement 
c  H-  c' '  :  la  quantité  Aw,  qui  entre  dans  les  premiers  membres,  étant 
d'ailleurs  déterminée  parla  relation  (i). 

512.  Cas  dune  percussion  unique.  Centre  de  percussion.  — 
Supposons  qu'il  n'y  ait  qu'une  percussion  donnée  P,  (a,,  6,,  c,) 
appliquée  au  point  (x^  yK,  g,),  et  cherchons  si  l'on  peut  disposer 
de  cette  percussion  de  façon  que  les  appuis  O  et  O'  ne  supportent 
aucune  percussion,  c'est-à-dire  que  a,  b,  c,  a!,  //,  c'  soient  nuls. 

En  introduisant  ces  conditions  dans  la  dernière  des  équations 
ci-dessus,  nous  obtiendrons 


o  =  c 


h 


c'est-à-dire  que  la  percussion  donnée  P4  doit  être  perpendicu- 
laire à  l'axe  de  rotation.  Supposons  alors  que  l'on  ait  pris  pour 
plan  des  xy  le  plan  0{xfy'  perpendiculaire  à  O:,  et  contenant 
cette  percussion,  et,  dans  ce  plan,  un  axe  des  x  perpendiculaire 
à  P,  ;  on  aura  alors  {fig.  27  1) 

al=  o,         by  ^  o,         c{  =  o,         Z\  =  o, 

en  sorte  que  les  quatre  autres  équations  deviendront,  dans  ce 
nouveau   système  d'axes,  eu  appelant  z'  la  nouvelle  valeur  de  z  : 

\^mxzr  =  o,  y  myz'  =  o,  y  my  =  o,  Aw.  \  mx  =  ôj, 

le  facteur  Aco  ^  o  étant  d'ailleurs  donné  par  l'équation  (1) 

M/c2  A  a)  —  xxbx. 

Les  deux  premières  équations  du  groupe  précédent  expriment 
que  Oz  est  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  O,  ;  la  troisième, 
que  le  centre  de  gravité  doit  être  situé  dans  le  plan  ^0^';  quant 

à  la  quatrième,  si   l'on  y  remplace  Ato  par  sa  valeur  -ÎA>  et  Smx 

par  son  expression  M£  en  fonction  de  l'abscisse  \  du  centre  de 
gravité,  elle  donne 

x\  —    T"  • 

En  résumé  : 

Quand  un  corps  solide  est  mobile  autour  d'un  axe   fixe,  pour 
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qu'on  puisse  lui  appliquer  une  percussion  telle  que  l'axe  ne  sup- 
porte aucune  percussion,  il  faut  d'abord  que  l'axe  de  rotation  soit 
principal  pour  un  de  ses  points  O, .  Cette  condition  étant  remplie, 
la  percussion  d'intensité  arbitraire  doit  être  dans  Je  plan  mené 
par  ce  point  O,,  perpendiculairement  à  l'axe  de  rotation  Oz;  elle 
doit  être  normale  au  plan  déterminé  par  le  centre  de  gravité  G  et 

Fig.  271. 


P'. 


0' 


0,  JT,  y/ 


A, 


P, 


Taxe;  enfin  elle  doit  percer  ce  plan  en  un  point  situé,  par  rap- 
port à  l'axe,  du  même  côté  que  le  centre  de  gravité,  à  une  dis- 

tance  de  l'axe  égale  à  -,.-•  On  peut  dire  aussi  que  l'axe  Oz  étant 

pris  pour  axe  de  suspension  du  corps  solide,  la  percussion  doit 
être  normale  au  plan  GO{z,  et  appliquée  à  la  projection  A,  du 
point  O,,  pour  lequel  l'axe  est  principal,  sur  l'axe  d'oscillation 
corespondant  à  l'axe  de  suspension  Oz  (n°  362). 

Le  point  d'application  A,  ainsi  déterminé  se  nomme  centre  de 
percussion  relatif  à  l'axe  O;. 

Cas  d'une  plaque.  —  Considérons  le  cas  d'un  corps  d'épais- 
seur négligeable,  c'est-à-dire  d'une  plaque  infiniment  mince,  assu- 
jettie à  tourner  autour  d'un  axe  Os  de  son  plan.  Quel  que  soit 
cet  axe,  il  est  possible  de  déterminer  une  percussion  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  plaque  et  telle  que  l'axe  de  rotation  ne  subisse 
aucun  choc.  Ceci  tient  à  ce  que  Oz  est  toujours  axe  principal  pour 
un  de  ses  points.  En  effet,  le  plan  de  la  plaque  étant  pris  pour 
plan   des    xz,    transportons    les  axes    Oxyz    en   un    point    01    de 
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0.G  (00,  =  zx  ),  en  O,  x' y'  z  ;  pour  que  O  z  soit  axe  principal  par 
rapport  à  O,,  il  faut  cpie  Ton  ait  {fig-  271) 

2  myz' =  °'      2  m  ,r~' =  ° ; 

la  première  de  ces  conditions  est  toujours  remplie,  puisque  l'on 
a  y  =  o  pour  tous  les  points  du  corps;  quant  à  la  seconde,  en 
vertu  de  la  formule  de  transformation  évidente 

elle  peut  s'écrire 

^i  ma;  (z  —  •s1)  =  o,  ^/??.r^  —  ^1  \  ma?  =  o, 

et  donne 


777  57, 


*1  = 


77Z.T 


il  existe  donc  toujours  sur  O^  un  point  et  un  seul  pour  lequel 
cette  droite  est  axe  principal  d'inertie.  Ceci  posé,  pour  qu'une 
percussion  P4,  appliquée  à  la  plaque,  ne  donne  aucun  choc  à  l'axe, 
il  faut  que  cette  percussion  soit  normale  au  plan  de  la  plaque,  et 
rencontre  l'axe  Oix'  en  un  point  A,  à  une  distance  de  l'axe 


c'est-à-dire 


Z:2 
OiAi  =  a?t=  -„  j 


7  m  x 


Le  point  A,  est  le  centre  de  percussion  de  la  plaque,  par  rapport 
à  l'axe  O^. 

D'après  ce  qui  précède,  à  chaque  droite  du  plan  correspond  un 
centre  de  percussion.  Si  l'on  pose  m'=mx,  les  coordonnées  du 
point  A,  sont 

Xi  =3 -,  Z\  = 


m' z 


m'  7  m' 
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le  centre  de  percussion  de  la  plaque  relatif  à  un  axe  Oz  de  son 
plan  coïncide  donc  avec  la  position  qu'occuperait  le  centre  de 
gravité,  si  la  niasse  de  chaque  élément  était  multipliée  par  sa  dis- 
tance x  à  l'axe. 

Par  exemple,  pour  une  porte  rectangulaire  homogène  de  largeur  /, 
le  centre  de  percussion  est  au  milieu  de  la  hauteur,  aune  distance 
de  l'axe  égale  à  -f  /. 

513.  Pendule  balistique.  —  Cet  appareil  est  destiné  à  mesurer  la  vitesse 
des  projectiles.  Il  est  constitué  par  un  récepteur  en  fonte  rempli  de  terre 
et  rattaché  par  une  tige  rigide  à  un  axe  horizontal  autour  duquel  il  peut 
tourner;  le  projectile,  lancé  horizontalement,   pénètre   dans   la   terre  qui 

Fig.  372. 


remplit  le  récepteur,  et  s'y  fixe  en  un  point  que  nous  supposerons  être 
dans  le  plan  passant  par  Taxe  et  le  centre  de  gravité.  Par  suite  du  choc 
qui  s'est  produit,  le  pendule  composé,  ainsi  formé,  est  dévié  de  la  verti- 
cale ;  on  mesure  l'angle  maximum  0  dont  il  s'en  est  écarté  ;  c'est  de  cet  angle 
que  l'on  déduit,  comme  nous  allons  le  voir,  la  vitesse  du  projectile.  Nous 
désignerons  par  m  la  masse  du  boulet,  par  psii  vitesse,  et  par  a  la  distance 
de  cette  vitesse  à  l'axe  de  suspension  au  moment  du  choc.  Soient,  en 
outre,  MA2  le  moment  d'inertie  du  pendule  balistique  par  rapport  à  l'axe, 
et  /  la  distance  du  centre  de  gravité  du  pendule  à  cet  axe. 

Nous  appliquerons  le  théorème   des   moments  des   quantités  <!<•  mouve- 
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ment  au  système  formé  par  le  pendule  balistique  et  le  boulet.  Le  moment 

de  la  quantité   de   mouvement  <l<-  ce   système  avant  la  percussion  est  mva, 

puisque    le    boulet   seul   est    en    mouvement.  Si   nous  désignons  par  ojj   la 

vitesse  angulaire  de  rotation  du    pendule  balistique  immédiatement  apiè^ 

la    percussion,   la    somme  des  moments  des  quantités    de    mouvement   est 

devenue 

M  À2^!  -+-  ma-oix. 

Comme  les  seules  percussions  extérieures  au  système  sont  celles  qui  pro- 
viennent des  réactions  de  l'axe,  leurs  moments  par  rapport  à  l'axe  sont 
nuls  :  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  n'a  donc  pas 
varié,  et  nous  avons 

niva  =  M  Â 2  w  i  -f-  ma 2  w  j , 
d'où  nous  tirons 

,  v  M  A2  h-  ma2 

(i)  V  =  w,. 

jna 

Cherchons  maintenant  la  relation  entre  wt  et  l'angle  d'écart  maximum  0. 
Elle  nous  sera  donnée  par  le  théorème  des  forces  vives  :  quand  nous  pas- 
sons de  la  position  verticale  au  maximum  d'écartement,  la  force  vive  est 
d'abord  (M/»~2-f-  mrt2)o>2,  puis  zéro;  mais  le  travail  des  forces,  c'est-à-dire 
des  poids  du  pendule  et  du  projectile,  a  pour  expression 

—  (  M  gl  -+-  mga  )  (  i  —  cos  0  ). 

En  sorte  que  le  théorème  des  forces  vives  nous  donne 

(  M  Â2  +  ma"-  )  w2  =  i  (  M  gl  ■+■  mga  )  (  i  —  cos  6  ) , 

,   .      0 
d'où  nous  tirons,  en  remplaçant  i  —  cos0  par  2sin2-> 

i 


(X>i  =  2  SI 


0      /g(Ml-hma) , 
11  2  y      M  A-2 -h  ma*    ' 


en  portant  cette  valeur  dans  l'égalité  (r),  nous  aurons  enfin 

c  =  —  \f  g{  M  /  -t-  ma  )  (  M  k2  -h  ma2  )  sin  -• 
ma  2 

On  voit  donc  que,  si  le  projectile  est  toujours  lancé  à  la  même  distance 
de  l'axe,  sa  vitesse  est  proportionnelle  au  sinus  du  demi-angle  d'écart 
maximum. 

On  tâche  de  lancer  le  projectile  à  une  distance  a  de  l'axe  telle  que  l'axe 
ne  supporte  pas  de  percussion.  Cela  est  possible,  car,  l'appareil  étant 
symétrique  par  rapport  au  plan  vertical  dans  lequel  se  meut  son  centre  de 
gravité,  l'axe  de  suspension  est  principal  pour  le  point  A  projection  du 
centre  de  gravité  sur  l'axe.  Les  conditions  générales  que  nous  avons  trou- 
vées montrent  que  le  boulet  doit  se  fixer  en  un  point  de  la  verticale  du 
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centre  de  gravité,  à  une  distance  de  l'axe  déterminée  par  la  relation 

Si  l'on  se  place  dans  cette  hypothèse,  la  plus  favorable  évidemment  pour 
la  conservation  de  l'appareil,  la  formule  se  simplifie  et  donne,  en  rempla- 
çant A'2  par  sa  valeur, 

i(Ml-hma)     /g    .    0 
—  sin  -  • 


m  v    a         i 


ol  i.  Corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe.  —  Soit  un 
corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  O,  en  mouvement  sous 
l'action  de  forces  ordinaires.  Supposons  qu'à  un  instant  t0  on  lui 
applique  des  percussions  connues  P,,  P2,  ...,  Pn  :  l'effet  de  ces 
percussions  sera  de  modifier,  dans  un  temps  infiniment  petit 
/,  —  t0,  les  vitesses  des  différents  points  sans  modifier  la  position 
du  corps. 

Les  percussions  extérieures  appliquées  au  corps  sont  les  per- 
cussions données  P,,  P2,  .  ..,  P«  et  la  percussion  de  réaction  P 
du  point  O.  Prenons  pour  axes  Oxyz  les  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  au  point  O  :  ces  axes  peuvent  être  regardés  comme  fixes 
pendant  la  durée  de  la  percussion.  Appelons  A,  B,  C  les  trois  mo- 
ments d'inertie  relatifs  aux  trois  axes,/?0,  q0,  /0  les  composantes 
de  la  rotation  instantanée  immédiatement  avant,  elpt,  q^  i'{  les 
mêmes  composantes  après  la  percussion;  appelons  d'autre  part 
4^,  OÏL,  dZ  les  sommes  des  moments  des  percussions  données  par 
rapport  aux  trois  axes. 

D'après  le  théorème  des  moments,  la  variation  de  la  somme  hp 

des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Ox  égale 

la  somme  des  moments  des  percussions  extérieures,  somme  qui  se 

réduit  à  J^,  car  le  moment  de  la  percussion  de  réaction  P  est  nul. 

On  a  ainsi 

A(/>, -/>(>)  =  £; 
on  a  de  même 

d'où  Ion  lire/?,,  «y,,  r<  par  des  équations  Linéaires. 

Si  l'on  voulait  calculer  la  percussion  de  réaction  P,  il  suffirait 
d'appliquer  le  théorème  des  projections  des  quantités  de  mouve- 
ment. 
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Exemples.  —  Cas  d'une  seule  percussion.  —  Soient  a,  6,  c  les  pro- 
jections de  la  percussion  unique  sur  les  axes  Oxyz  et  x,  y,  z  les  coor- 
données de  son  point  d'application,  <m   ;• 

£  =  y  c  —  c  b ,  ;)11  =  za  —  a?  c ,  Ob  =  rr  b  —  y  a. 

Les  formules  ci-dessus  donnent  alors  p{,  qx,  /-,.  Supposons  p0i  q0,  r0 
nuls,  c'est-à-dire  le  corps  immobile  à  l'instant  t0  ;  alors  pi,  </i,  /*i  sont 
donnés  par 

A/?i  =  -£ ,         K  7i  =  <)H-,         Cri  ==  Jb. 

Ces  équations  montrent  que  l'axe  de  la  rotation  instantanée  u>i,  commu- 
niquée par  la  percussion  considérée,  est  le  diamètre  conjugué,  par  rapport 
à  l'ellipsoïde  d'inertie,  du  plan  déterminé  par  le  point  O  et  la  percussion. 
En  effet,  ce  plan    a   pour   équation,  en   appelant  X,  Y,  Z  les  coordonnées 

courantes, 

J^X  +  0)lY+  ,3b  Z  =  o; 

et  le  diamètre  conjugué  de  ce  plan  dans  l'ellipsoïde 

AX2+  BY2-4-  GZ2  =  i 
a  pour  équations 


c  est-a-dire 


équations  de  l'axe  u>i. 

515.  Corps  solide  entièrement  libre.  —  Imaginons  un  solide 
libre  animé  d'un  mouvement  connu  :  à  un  instant  t0}  on  fait  agir 
différentes  percussions  P< ,  P2,  . ..,  P«,  qui  durent  toutes  un 
temps  infiniment  court  tK  —  t0.  Les  vitesses  des  différents  points 
du  corps  subissent  des  variations  brusques,  qu'il  s'agit  de  calculer. 

On  sail  que  la  distribution  des  vitesses  dans  un  corps  solide 
dépend  seulement  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  et  de  la  rota- 
tion instantanée  co  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point.  Appelons 
£',  •//,  ZJ  les  composantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  suivant 
trois  axes  fixes  OÇ^Ç,  et  p,  q,  r  les  composantes  de  la  rotation 
instantanée  to  suivant  les  trois  axes  principaux  d'inertie  du  corps 
Gxyz,  relatifs  au  centre  de  gravité;  affectons,  comme  plus  haut, 
des  indices  o  et  i  les  valeurs  de  ces  six  quantités  aux  instants  t0 
et  tt . 

Soient  av,  £v,  cv  les  projections  d'une  des  percussions  Pv  sur  les 
axes  fixes  OçTjÇ}  le  théorème  des  quantités  de  mouvement  pro- 


AX 

BY 

GZ 

T: 

~~  ôiï 

~  £b 

X 

Pi 

Y 

z 
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jetées  donne  d'abord 

(')     M(Ê',-$'o)  =  S«v,         M(Vi-Vo)=S6v,         M(C;-^)  =  Xcv, 

où  M  désigne  la  masse  totale.  Soient  ensuite  J^v,  3HLV,  )bv  les  mo- 
ments de  la  percussion  Pv  par  rapport  aux  axes  principaux  Gxyz, 
le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  (n°  514), 
appliqué  successivement  à  ces  axes,  donne 

(•2)     A(/>,-/?0)  =  S£v,         B^  —  y0)  -  SOILv,         G(r,-  r0)  =  2XV. 

Ces  six  équations  (i)  et  (2)  déterminent  £', ,  r/,,  Ç'( ,  /j>,,  <yn  /',. 
On  pourrait  les  obtenir  immédiatement  en  partant  des  équations 
du  mouvement  d'un  solide  libre  multipliées  par  dt  et  intégrant 
ces  équations  de  /0  à  t{. 

Remarque.  —  On  voit  que  les  problèmes  de  percussions  con- 
duisent à  Ja  résolution  d'équations  algébriques  et  non  à  des  inté- 
grations comme  les  problèmes  de  Dynamique. 


IV.  —  EQUATION  GENERALE  DE  LA  THEORIE 
DES  PERCUSSIONS.  THÉORÈME  DE  CARNOT. 

516.  Équation  générale.  —  On  peut,  dans  la  théorie  des  per- 
cussions, introduire  un  principe  qui  est  analogue  au  principe  de 
d'Alembert,  dont  il  est  d'ailleurs  une  conséquence  immédiate. 

Soit  un  point  matériel  de  masse  m  et  de  coordonnées  x,y1  z] 
désignons  par  x',  y\  z'  les  dérivées  de  x,  y,  z  par  rapport  au 
temps,  c'est-à-dire  les  projections  de  la  vitesse  du  point.  La  per- 
cussion dure  un  temps  infiniment  court  tt  —  t0.  Soient  v0  et  r, 
les  vitesses  du  point  aux  instants  t0  et  £,,  et  w  la  différence  géo- 
métrique des  vecteurs  t'0  et  ^,, 

(w)  -=  (v0)  ~(vi). 

Ce  vecteur  w  s'appelle  la  vitesse  perdue  par  le  point.  En  appe- 
lant x'0,  y01  z'0  elx\,y\,  z\  les  projections  de  v0  et  c,,  celles  de 

w  sont 

'  '         '        ..  '         >         1 

Le  vecteur  mw  est  la  quantité  de  mouvement  perdue  :  ses  pro- 
A.,  II.  32 
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jeclions  sont 

ou  encore 
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m(x'Q  —x\),     m(y\  —y\  ),     m(z'0  —  z\  ), 

—  A(m.r'),  —  \(my' ),  —  A(m^'), 


en  désignant,  comme  plus  haut,  par  &(mx')  la  variation 
ra(^  —  x'0). 

Ce  segment  mw  va  jouer  ici  le  même  rôle  que  la  force  d'inertie 
dans  le  principe  de  d'Alembert. 

En  effet,  les  équalions  qui  expriment,  pour  un  point,  le  théo- 
rème des  quantités  de  mouvement  projetées  peuvent  s'écrire 


(') 


—  k(mx')  -+-  Sa  =  o, 

—  \(my' )  -+-  Zb  =  o, 

—  A(m^')-j-  Xc  —  o. 


On  les  interprète  en  disant  qu'il  y  a  équilibre  entre  la  quan- 
tité de  mouvement  perdue  et  les  percussions  appliquées  au 
point.  Si  donc  l'on  imprime  au  point  un  déplacement  virtuel 
quelconque  ox,  oy,  oz,  la  somme  des  travaux  de  la  quantité  de 
mouvement  perdue  et  des  percussions  est  nulle 

—  A  ( mx')  ox  —  l(my')  rJy  —  \(?nz')  oz  -h  2  (a  o.v  -+-  b  ùy  -h  c  oz)  =  o. 

Imaginons  maintenant  un  système  à  liaisons  sans  frottement 
et  supposons  que,  dans  l'espace  de  temps  infiniment  court  £,  —  t0, 
il  subisse  des  percussions   données  P,,  P2,  ••-,  P«  de  projections 

Oi,  bu  ci),     (a2,  b,,  c2),      

On  pourra  regarder  chaque  point  du  système  comme  libre,  à 
condition  de  lui  appliquer  les  percussions  provenant  des  liaisons 
qui  ont  heu  dans  l'intervalle  tK  —  t0  ou   percussions   de  liaisons. 

Donc,  si  l'on  imprime  aux  différents  points  des  déplacements 
virtuels  quelconques,  la  somme  des  travaux  des  quantités  de  mou- 
vement perdues,  des  percussions  données  et  des  percussions  de 
liaison  est  nulle.  Mais,  si  les  déplacements  virtuels  imprimés  sont 
compatibles  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  pendant  le  temps  t{  —  £a, 
la  somme  des  travaux  des  percussions  de  liaison  est  nulle  d'elle- 
même;  donc  la  somme  des  travaux  des  quantités  de  mouvement 
perdues  et  des  percussions  données  est  nulle  aussi.  Appelons  ox, 
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&y,  oz  un  déplacement  quelconque  du  point  x,y,  z  compatible 
avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  dans  l'intervalle  t{  —  t0\  la  propriété 
que  nous  venons  d'exprimer  se  traduit  par  l'équation 

( 2  )  - (  —  A  ( m  r' )  or  —  A{ my') By  —  A ( /// z' )  oz  -r-  a  ox  -h  /;  oy  —  c  oz  J  =  o, 

où  ne  figurent  que  les  percussions  données  («,  6,  c),  la  somme 
étant  étendue  à  tous  les  points  du  système.  C'est  là  l'équation  de 
la  théorie  des  percussions  sans  frottement,  jouant  le  même  rôle 
que  1  équation  générale  de  la  Dynamique  (n°  131).  Cette  équa- 
tion se  partage  en  autant  d'équations  distinctes  que  les  liaisons 
avant  lieu  dans  l'intervalle  tK —  t0  laissent  subsister  de  degrés  de 
liberté  dans  le  système. 

Reniai  que  sur  les  percussions  de  liaison.  —  Nous  avons  admis 
que,  si  les  liaisons  sont  sans  frottement,  pour  un  déplacement 
virtuel  compatible  avec  les  liaisons,  la  somme  des  travaux  des 
percussions  de  liaison  est  nulle.  11  est  aisé  de  vérifier  cette  pro- 
priété, comme  nous  l'avons  fait  au  n"  162  pour  les  forces  de 
liaison.  Elle  résulte  de  ce  que  les  percussions  de' liaison  sont  dues 
aux  forces  de  liaison  agissant  pendant  l'intervalle  de  temps  tK  —  t0. 
Par  exemple,  si  deux  corps  S  et  S'  sont  en  contact  sans  frotte- 
ment, les  forces  de  liaison  sont  normales  au  plan  tangent  commun, 
égales  et  opposées  :  il  en  résulte  que  les  percussions  provenant 
de  celte  liaison  sont  aussi  normales  au  plan  tangent  commun, 
égales  et  opposées.  En  effet,  appelons  a,  £},  y  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  commune  aux.  deux  corps  en  contact,  IN  la 
réaction  de  S'  sur  S  :  les  projections  de  N  sont  Na,  N(3,  Ny.  Pen- 
dant le  temps  tt  —  £0,  JN  devient  très  grand  et  donne  naissance  à 
une  percussion  de  liaison  a\ant  pour  projections 

f^xclt,        f    N$dt,       Çn^dt. 

?  I)  Ml  'U 

Mais,  comme  les  corps  ne  se  déplacent  pas  sensiblement  pen- 
dant la  percussion,  on  peut  regarder  a,  jiJ,  y  comme  indépendants 
de  t  et  écrire  ces  projections 

y.   /     N  dt,      p  f    N  dt,      y   /     ,N  dl- 
J'»  «A  Jt% 

La  percussion  de  liaison  de  S'  sur  S  est  un  segment  P  =    /     N  dt 

d  tn 
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normal  au  plan  tangent  commun.  De  même,  la  percussion  de 
liaison  de  S  sur  S'  est  un  segment  P'  égal  et  opposé  à  P,  car  ses 
projections  se  déduisent  des  précédentes  en  les  changeant  de 
signes.  Alors,  pour  un  déplacement  compatible  avec  la  liaison, 
la  somme  des  travaux  des  percussions  de  liaison  Pet  P'  est  nulle. 
On  fera  une  vérification  analogue  pour  les  autres  types  de  liaisons. 

517.  Sur  les  liaisons  existant  au  moment  des  percussions  et 
du  choc.  —  Les  liaisons  qui  existent  au  moment  du  choc  peuvent 
être  de  deux  espèces  :  les  unes  sont  persistantes,  les  autres  ne  le 
sont  pas.  INous  appellerons  persistantes  les  liaisons  qui,  existant 
au  moment  du  choc,  existent  encore  après,  de  telle  sorte  que  le 
déplacement  réel  qui  suit  immédiatement  le  choc  soit  compatible 
avec  ces  liaisons.  Au  contraire,  les  liaisons  non  persistantes  sont 
celles  qui,  existant  au  moment  du  choc,  n'existent  pas  après;  le 
déplacement  réel  qui  suit  immédiatement  le  choc  n'est  pas  com- 
patible avec  ces  liaisons. 

D'après  cela,  les  liaisons  existant  au  moment  du  choc  peuvent 
être  classées  dans  les  catégories  suivantes  qui  s'excluent  : 

i°  Liaisons  existant  avant,  pendant  et  après  le  choc; 

20  Liaisons  existant  pendant  et  après,  mais  non  avant; 

3°  Liaisons  existant  avant  et  pendant,  mais  non  après; 

4°  Liaisons  existant  seulement  pendant  le  choc,  mais  n'existant 
ni  avant  ni  après. 

Les  deux  premières  catégories  contiennent  des  liaisons  per- 
sistantes, les  deux  autres  des  liaisons  non  persistantes. 

Par  exemple,  dans  le  pendule  balistique,  le  pendule  est  mobile 
autour  d'un  axe  fixe;  cette  liaison  existe  avant,  pendant  et  après 
la  percussion.  Le  boulet,  primitivement  indépendant  du  pendule, 
vient  brusquement  faire  corps  avec  lui;  on  a  ainsi  une  nouvelle 
liaison  dont  la  brusque  réalisation  produit  le  choc  et  qui  existe 
pendant  et  après  le  choc,  mais  non  avant.  Le  déplacement  réel 
qui  suit  le  choc  est,  dans  ce  cas,  compatible  avec  les  liaisons  qui 
ont  lieu  au  moment  du  choc. 

Prenons,  comme  autre  exemple,  le  choc  direct  de  deux  sphères. 
La  percussion  se  produit  parce  que  les  deux  sphères,  primitive- 
ment indépendantes,  se  trouvent  subitement  en  contact;  une  nou- 
velle liaison  est  donc  introduite  brusquement  dans  le  système. 
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Celle  liaison  n'existe  pas  avant  la  percussion;  elle  persiste  après 
si  les  corps  sont  parfaitement  mous,  parce  que  les  sphères  restent 
alors  au  contact;  elle  ne  persiste  pas  après  si  les  corps  sont  élas- 
tiques, même  imparfaitement,  car  les  sphères  se  séparent  alors 
immédiatement  après  la  percussion.  Dans  ce  dernier  cas  (sphères 
élastiques),  on  a  une  liaison  existant  pendant  la  percussion,  mais 
n'existant  ni  avant,  ni  après;  le  déplacement  réel  qui  suit  la  per- 
cussion n'est  pas  compatible  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  mo- 
ment de  la  percussion. 

Enfin,  imaginons  deux  points  reliés  par  un  fil  inextensible  et 
lancés  en  l'air.  Supposons  qu'on  saisisse  brusquement  l'un  des 
deux  points  et  qu'à  ce  moment  le  fil  se  rompe;  alors  on  voit 
qu'une  liaison  a  été  brusquement  introduite  d'une  façon  per- 
sistante, car  un  des  points  devient  et  reste  fixe;  en  même  temps, 
une  liaison  existant  avant  le  choc  n'existe  plus  après,  car  le  fil 
s'est  rompu  :  cette  liaison  rentre  dans  la  troisième  catégorie. 

518.  Conséquences  de  l'équation  générale.  —  Il  est  évident 
que  l'on  peut  déduire  de  l'équation  générale  (2)  des  conséquences 
analogues  à  celles  que  nous  avons  déduites,  en  Dynamique,  de 
l'équation  générale  de  la  Dynamique  établie  dans  le  Cha- 
pitre XXIII.  Par  exemple,  on  obtiendrait  des  théorèmes  analogues 
à  ceux  des  nos  436  et  437,  en  supposant  successivement  que  les 
liaisons  existant  à  l'instant  de  la  percussion  permettent  une 
translation  d'ensemble  parallèle  à  un  axe,  ou  une  rotation  d'en- 
semble autour  d'un  axe.  Nous  nous  bornerons  à  déduire  de  cette 
équation  le  théorème  de  Carnol. 

519.  Théorème  de  Carnot.  —  Imaginons  un  système  à  liaisons 
sans  frottements,  animé  d'un  mouvement  connu.  Puis,  supposons 
qu'à  l'instant  t0  on  introduise  brusquement  dans  le  système  de 
nouvelles  liaisons  sans  frottements  ;  il  se  produit  alors  un  choc  ou 
une  percussion  qui  dure  un  temps  tK  —  t&  que  nous  regardons 
comme  infiniment  court.  Pendant  ce  temps,  les  vitesses  des  diffé- 
rents points  qui  étaient  r0,  ...  deviennent  viy  ....  Actuellement, 
les  percussions  données  de  projections  a,  b,  c  sont  nulles,  car 
les  seules  percussions  agissant  sur  le  système  sont  celles  qui  pro- 
viennent des   liaisons    antérieures    ou    brusquement    introduites. 
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L'équation  générale  (2)  devient  alors 

(  3  )  \  [  A  (  m  x'  )  ox  H-  A  (  m  y')  oy  -t-  A(  mz')  Zz  ]  =  o, 

équation  qui  doit  a\oir  lieu  pour  tous  les  déplacements  virtuels 
compatibles  avec  les  liaisons  existant  pendant  les  percussions. 

Le  théorème  de  Garnot  est  alors  le  suivant  :  Si  les  liaisons 
antérieures  et  les  liaisons  brusquement  introduites  subsistent 
après  les  percussions,  la  force  vive  perdue  est  égale  à  la  force 
vive  que  posséderait  le  système  si  chaque  point  était  animé  de 
la  vitesse  qu'il  a  perdue. 

En  effet,  l'équation  (3)  étant  vérifiée  pour  tous  les  déplace- 
ments virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  mo- 
ment des  percussions  est  actuellement  vérifiée  par  le  déplacement 
réel  qui  suit  les  percussions,  puisque  les  liaisons  persistent.  Or, 
pour  ce  déplacement  réel,  on  a 

ox  =  x\  dt,         oy  =  y\  dt,         oz  —  z\  dt, 
et  l'équation  (3)  donne 

ou,  en  remplaçant  &(mxf),  .  .  .  par  leurs  valeurs  m (x\  —  #'0)j  •  •  -5 

(4)       2"*[(^i  ~^)x\ -h(/i  -y'.yy,  -^(z\-z'0)z\]  =  o. 

Or,  on    a,  pour   les  vitesses   avant  et  après    les    percussions   et 
pour  la  vitesse  perdue  w,  les  expressions 

po  —  xo"  "+■  y  §  ~r~  zo  • 

V\  =  x'j  -t-/t2  -+-  z'f, 

(p2  =  {x'o  _  x>x  ),.+.  (yo  _yi  )!+  (,J  -  ^  )H 

On    vérifie   immédiatement  que,  dans   l'équation  (4),  le  coeffi- 
cient de  m  est^Çv^ — ■  Pq-4-W2).  Cette  équation  donne  donc 

Le  théorème  est  ainsi  démontré. 
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La  force  \ive  Nw^  s'appelle  la  force  vive  duc  aux  vitesses 

perdues. 

Applications  du   théorème  de   Carnot.    —    Le  théorème  de 

Carnot  joue,  dans  la  théorie  des  percussions,  un  rôle  analogue  à 
celui  que  joue  le  théorème  des  forces  vives  en  Dynamique.  Il 
détermine  entièrement  l'état  des  vitesses  après  les  percussions, 
toutes  les  fois  que  les  liaisons  antérieures  et  les  liaisons  intro- 
duites brusquement  persistent  après  les  percussions  et  sont  en 
nombre  tel  que  le  système  devienne  un  système  à  liaisons  com- 
plètes. 

En  vue  de  préparer  ces  applications,  nous  ferons  quelques 
remarques  sur  l'évaluation  de  la  force  vive  due  aux  vitesses  per- 
dues pour  un  corps  solide  mobile  autour  d'un  axe  fixe  ou  d'un 
point  fixe. 

Corps  solide  mobile  autour  d'un  axe  fixe.  —  Appelons  MA'2  le  mo- 
ment d'inertie  du  corps  par  rapport  à  l'axe  fixe  pris  pour  axe  Oz.  w0 
et  toj  les  vitesses  angulaires  de  rotation  du  corps  aux  instants  t0  et  t\  où 
commencent  et  finissent  les  percussions.  Un  point  m  du  corps  avait  à 
l'instant  t0  une  vitesse  perpendiculaire  au  plan  mOz  et  égale  à  /'w0.  /*  dé- 
signant la  distance  du  point  m  à  l'axe  de  rotation  0.s;  à  l'instant  t{,  sa 
vitesse  est  devenue  roil  et  a  conservé  la  même  direction.  La  différence 
géométrique  (w>)  =  (p0)  —  (^1)  ()L1  vitesse  perdue  est  donc  égale  à  la  va- 
leur absolue  de  r(io0 —  101).  La  force  vive  due  à  cette  vitesse  perdue  est, 
pour  le  point  m,  mr-(to{)  —  toi)-,  et,  pour  le  corps  entier, 


V  m  ,-2  (  Wo  -  -  Wl  )2  =  M  A2  (  10 o  —  10 ,  )2 


Corps  solide  mobile  autour  d  un  point  fixe.  — Soient  O  le  point  fixe, 
Oxyz  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  à  ce  point,  et  A,  B,  C  les 
moments  d'inertie  correspondants.  Avant  les  percussions,  le  corps  est 
animé  d'une  rotation  instantanée  de  composantes  /?0,  qo:  ro  suivant  les 
axes  Oxyz,  et  après  les  percussions  il  est  animé  d'une  rotation  de  compo- 
santes/?!, </!,  /■,.  Les  projections  de  la  vitesse  c0  d'un  point  m(x,  y,  z) 
sont  q0z  —  r0  >',  rux  —  Pozi  Poy  —  Ço&  et  la  force  vive  avant  les  percus- 
sions est  (n°  383) 


( 


(5) 


^m[(g0z  —  r0y)*-h(r0x  —  p0z)*-\- (p0y  —  q^x)"-\ 
=  A/>»-+-ByS-+-Crï. 


On  a  de   même  les  projections  de  la  vitesse  ct  du  point  m  et  la  force 
vive  finale  \pï  —  B7'2  ■+-  Crf.  La  vitesse  perdue  w  a  pour  projections  les 
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différences  des  projections  de  v0  et  vu 

(9o—.Çi)z  —  (r0—  ri)  y,         (r0—  r^)  x  —  (  p0  —  p^z, 
(Po  —  P\)y  —  (Ço—  Ci)*, 

et  la  force  vive  due  à  ces  vitesses  perdues  a  une  expression  qui  se  déduit 
de  (5)  par  le  changement  de  p0,  q0,  r0  en  p0  —  pl9  q^ —  qu  r0 —  /-,  ;  elle 
est  donc 

^mw*  =  A(/>0—  /?i)2  +  B(<7o-^1)2-+-G(r0-r1)2- 

Premier  exemple.  Pendule  balistique.  —  Dans  le  pendule  balistique, 
les  percussions  proviennent  d'une  liaison  brusquement  introduite,  per- 
sistant après  les  percussions.  Le  théorème  de  Carnot  s'applique.  Employons 
les  mêmes  notations  qu'au  n"  513. 

Avant  le  choc,  le  pendule  est  immobile;  la  force  vive  totale  du  système 
se  réduit  donc  à  celle  du  boulet  mv\. 

Après  le  choc,  la  vitesse  du  boulet  est  a(i>t,  la  vitesse  angulaire  du  pen- 
dule étant  (i>!  ;  la  force  vive  du  système  est  donc  ma1  ouf  -+-  M/i2wj. 

Évaluons  enfin  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues.  La  vitesse  perdue 
par  le  boulet  est  vQ  —  atoj,  car  les  vitesses  du  boulet,  avant  et  immédia- 
tement après  le  choc,  ont  les  mêmes  directions;  la  force  vive  due  à  la 
vitesse  perdue  par  le  boulet  est  donc//?(cfl — atoi)-.  La  force  vive  due  aux 
vitesses  perdues  par  les  points  du  pendule  est  MA2(w0 — wj)2,  d'après  la 
remarque  générale  précédente;  mais,  actuellement,  w0  étant  nul,  cette 
expression  se  réduit  à  MA"2wf.  Ecrivant  que  la  force  vive  perdue  est  égale 
à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues,  on  a 

mvl  —  ma2w2  —  M/:2wJ  =  m(v0—  aw,)2+  MZ;2(of . 

Cette  équation,  après  réduction,  donne  pour  Wj  la  valeur  trouvée  dans 
le  n«  513. 

Deuxième  exemple.  —  Soient  deux  poulies  de  rayons  R  et  R'  tournant 
autour  d'axes  parallèles  0  et  0'  avec  des  vitesses  angulaires  dont  les  va- 
leurs algébriques  estimées  dans  un  même  sens   de  rotation  sont  to0  et  io'0. 

Un  fil  non  tendu  s'enroule  sur  les  deux  poulies.  II  arrive  un  moment  où 

Fig.   273. 


le  fil  se  tend;  des  percussions  se  produisent.  On  demande  de  trouver  les 
vitesses  angulaires  nouvelles  wt  et  w\  que  prennent  les  poulies,  en  admet- 
tant que  le  fil  reste  tendu  après  le  choc. 
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Si  nous  désignons  par  u,  \x  les  moments  d'inertie  des  poulies  par  rap- 
port à  leurs  axes,  la  force  vive  perdue  par  le  système  est 

Kwo  ■+"  f*'wô2  —  K(0Î  —  [*'<*>?. 
Celle  qui  serait  due  aux  vitesses  perdues  est 

fi(  w0—  w,  )2  -h  ^'  (  co'0  —  u>5  )2  ; 
le  théorème  de  Garnot  nous  donnera  donc 

Kwo  •+"  ^'w'o2  —  ,uw?  —  ^'wï2  =  ^(w0—  to,)2  —  n'O'0  —  S  )2, 
ou,  en  simplifiant, 

[jtxooWj  -+-  ;x'  lo'0  lù\  =   [JLWf  -f-  [Jl'Wj2. 

Mais,  le   fil   restant    tendu,    les  vitesses   angulaires    finales   satisfont   à    la 
relation 

Rto,=  R'w',. 

De  ces  deux    équations  nous  tirerons   les  vitesses  angulaires  cherchées 

K'(  {jLR'io0-h  jjl'  R(o'0  )  r     . 

Wî  =  _    fxR'2+îx'R2  ' 

,         R(;aR'(o^fji'Rco'0) 
Wl  fxR'*H-  jjl'R2 

Troisième  exemple.  —  Imaginons  un  corps  solide  en  mouvement 
autour  d'un  point  fixe  O,  et  supposons  que,  subitement,  on  fixe  un 
deuxième  point  O'  du  corps,  de  sorte  que  le  corps  ne  puisse  plus  que 
tourner  autour  de  00'.  Cherchons  la  vitesse  de  rotation  finale  u>i  autour 
de  00'. 

Le  théorème  de  Garnot  s'applique,  car  on  introduit  une  liaison  per- 
sistante. Prenons  pour  axes  Oxyz  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au 
point  O.  Appelons  A,  R,  G  les  moments  principaux  d'inertie  et /?0,  (Jq,  /*o 
les  composantes  de  la  rotation  instantanée  avant  le  choc,  quantités  connues. 

Appelons,  d'autre  part,  a,  (3,  y  les  cosinus  directeurs  de  00'  par  rapport 
aux  axes  O.xyz;  ces  quantités  sont  connues,  puisque  le  point  O',  qui  est 
fixé  brusquement,  est  un  point  déterminé  du  corps.  La  rotation  finale  coj, 
autour  de  00',  a  pour  composantes  suivant  les  axes 

/?i=awi,         </,=  pto,,         n  =  YCtti. 

Ecrivant  que  la  force  vive  perdue  égale  la  force  vive  due  aux  vitesses 
perdues,  on  a 

A/>5  +  B?J  +  Cr$-(Aa«-f-B|3'H-CY')a>î 
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D'où  l'on  tire 

_  A  />„  a  -4-  B  q{)  (3  -+-  C  r0  y 

On  voit  que  si  l'on  avait 

A  p0  y.  -+-  B  r/0  p  -u  C  r0  Y  =  °> 

c'est-à-dire  si  />0,  ^r0,  /•„  et  a,  3,  y  étaient  deux  directions  conjuguées  par 
rapport  à  l'ellipsoïde  d'inertie,  on  aurait  cot  =  o;  le  corps  resterait  immo- 
bile après  le  choc. 

520.  Extension  du  théorème  de  Carnot  au  cas  où  certaines  percus- 
sions sont  données.  —  Supposons  qu'en  même  temps  qu'on  introduit  des 
liaisons  persistantes,  on  fasse  agir  des  percussions  données  Pl5  P-2,  . ..,  Pra 
de  projections  «v,  bv.  cv.  On  ponrra  alors  appliquer  l'équation  générale  (2) 

/ 1  [ —  A  (  mx'  )  ox  —  A  (  my'  )  oy  —  A  (  mz'  )  §z  -h  a  8a?  -h  b  hy  -+-  c  S*  ]  =  0 

au  déplacement  réel  qui  suit  les  percussions  cx  =  x\dt,  oy  =  y\dt, 
Zz  =  z\  dt\  car  ce  déplacement  est  compatible  avec  les  liaisons  existant  au 
moment  des  percussions.  On  trouve  ainsi,  par  un  calcul  analogue  à  celui 
du  numéro  précédent, 


mvi  —    7  mv \  —    7  nuv 


^(ax\  -±-by\-+-cz\). 


Gomme  a,  b,  c  sont  les  projections  d'une  des  percussions  données  P  et 
x\*  y'\->  z\i  celles  de  la  vitesse  finale  de  son  point  d'application,  on  a 

ax\  -h  by\  -h  cz\  —  Pv{  cos  (P,  V\). 

On  obtient  ainsi  ce  théorème  : 

Si  Von  introduit  brusquement  de  nouvelles  liaisons  persistantes  et 
si  l'on  applique  en  même  temps  des  percussions  P  au  système,  la  force 
vive  perdue  est  égale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues,  dimi- 
nuée de  la  somme  des  doubles  produits  de  chacune  des  percussions  P 
par  la  projection  sur  cette  percussion  de  la  vitesse  finale  de  son  point 
d'application. 

Lorsque  toutes  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  moment  des  percussions  ne 
persistent  pas  après,  on  peut  encore  appliquer  le  théorème  précédent,  à 
condition  de  compter,  parmi  les  percussions  P,  les  percussions  de  liaison 
provenant  des  liaisons  non  persistantes  ;  on  peut,  en  effet,  supposer  que 
ces  liaisons  n'existent  pas,  pourvu  qu'on  tienne  compte  des  percussions  qui 
en  proviennent. 
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,V)^2I.  Théorème  de  G.  Robin.  —  Soit  encore  un  système  dans  lequel 
on  introduit  brusquement  de  nouvelles  liaisons  persistantes  en  faisant 
agir  en  même  temps  des  percussions  données  I'. 

Parmi  les  valeurs  en  nombre  infini  que  peuvent  prendre  les  vitesses 
finales  conformément  aux  liaisons,  celles  qu'elles  prennent  réelle- 
ment rendent  minimum  la  quantité 


0 


mu'2 


2  p  "' 


cos 


ï 


Tel  est  le  théorème  de  G.  Robin  (Comptes  rendus  des  séances  de 
U 'Académie  des  Sciences,  t.  GV,  p.  61).  Pour  le  démontrer  appelons  a,  b,  c 
fel  projections  de  P;  la   quantité  Q  s'écrit  avec  les  notations  précédentes 

Q  =  ^ m  [(  x'0  -  x\  )»-h  (  /0  -  y\  )«  +  «  -  z\  f  J 

h-  2  Y  [a(j?'0  —  .r;  )  +  6(  jk'o  —  yt  )  -+■  c(*;  —  *;  )]. 


Jl  faut  montrer  qu'en  donnant  aux  projections  x\,  y\,  z\  de  la  vitesse 
finale  de  chaque  point  des  variations  quelconques  o-r'j,  oy\,  $z[  compa- 
tibles avec  les  liaisons,  on  a 

oQ  =  o. 
Or 

z?jQ  =  2  [ m (T'i  —  T'o  )  ?jT\  -+-  m (  y\  —  y'o  )  ?jy\ 

-h  m{z1  —  z0  )  OZj  —  a  û^7I  —  6  crKj  —  co-,  J. 
Remarquons  alors  que  l'équation  générale  des  percussions  (2)  est 

(6)    (    ZtVMx'y  —  x^0)Bx-{-m(y'i  —  y'0)fy-r-m(z\  —  z'0)Bz 

—  a  0J7  —  6  o^k  —  c  8>s]  =  o  ; 

elle  a  lieu  pour  tous  les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons 
existant  au  moment  du  choc;  mais,  actuellement  les  liaisons  étant  persis- 
tantes, elle  a  lieu  pour  le  déplacement  réel  final 


(7) 


c,x  =  x\  dt,         oy  =  y\  dt, 


\  dt. 


Soient  :  x\  -+-  &r'1?  y\  ■+■  <>y\,  ^',  +  0-1 ,  d'autres  valeurs  possibles,  com- 
patibles avec  les  liaisons,  des  projections  de  la  vitesse  finale  du  point  m  ; 
le  déplacement  correspondant 

(  8  j      lx-(  x\  -+-  lx\  )  dt.  Zy  =  (  y\  h-  oy\  )  dt,  Bz  ==  (z\  -4-  àz\  )  dt, 

est  également  compatible  avec  les  liaisons. 
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Ecrivons  les  deux  équations  obtenues  en  remplaçant  successivement  dans 
l'équation  générale  (6)  ox,  oy.  dz  par  ces  deux  systèmes  de  valeurs  (7)  et  (8), 
puis  retranchons  membre  à  membre  les  deux  équations  ainsi  obtenues,  nous 
aurons  précisément  l'équation  à  démontrer  oQ  =  o. 

Remarque.  —  En  retranchant  de  Q  la  quantité  donnée 

on  voit  que  le  théorème  de  G.  Robin  consiste  en  ce  que 

2,  mw-  —  %  XjP^i  cos(P,  P]  ) 

est  un  minimum  pour  le  déplacement  réel  :  d'après  le  théorème  précédent, 
ce  minimum  est  égal  à  la  force  vive  perdue. 

On  pourra  consulter,  au  sujet  de  ce  théorème,  deux  Notes  de  M.  A. 
Mayer  insérées  aux  Berichte  der  Kônigl.  Sâchsischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Leipzig  (3  juillet  1899). 


V.  -  EMPLOI  DES  EQUATIONS  DE  LAGRANGE 

DANS  LA  THÉORIE 

DU  CHOC  ET  DES  PERCUSSIONS. 

522.  Équations.  —  Dans  le  Messenger  of  Mathematics  (t.  IV,  1867) 
M.  Niven  a  montré  comment  les  équations  de  Lagrange  peuvent  être  em- 
ployées utilement  pour  l'étude  des  percussions  :  la  même  question  a  été 
traitée  par  M.  Routh  (Rigid  Dynamics,  1e1  Vol.).  La  méthode  suivie  par 
ces  auteurs  peut  être  perfectionnée,  car  les  équations  qu'ils  donnent  con- 
tiennent encore  des  percussions  de  liaisons  provenant  des  liaisons  nouvelles 
introduites  au  moment  de  la  percussion.  Ces  équations  ne  répondent  donc 
pas  entièrement  au  but  poursuivi  par  Lagrange  qui  est  d'obtenir  des  équa- 
tions ne  contenant  pas  les  forces  de  liaison.  Voici  comment  on  peut 
atteindre  ce  but. 

Imaginons  un  système  holonome  en  mouvement  dans  lequel  les  liaisons 
ont  lieu  sans  frottement,  et  dont  la  configuration  est  définie  par  k  para- 
mètres qu  q.î:  ...,  qfa  géométriquement  indépendants  :  la  demi-force 
vive  T  de  ce  s\rstème  est  une  fonction  du  second  degré  des  dérivées  q[, 
q'2,  .  .  .,  q'k  de  q{,  q2,  .  .  .,  q/c  par  rapport  au  temps.  A  un  instant  donné  £0, 
on  introduit  brusquement  de  nouvelles  liaisons  dans  le  système  :  le  mouve- 
ment est  alors  troublé,  et,  dans  un  intervalle  de  temps  très  court  t{ — t0. 
les  vitesses  des  différents  points  du  système  varient  de  quantités  finies  sans 
que  le  système  change  sensiblement  de  position;  au  point  de  vue  analy 
tique,  les  quantités   q\1  q'^,  ...,  q'^,  qui    définissent    les  vitesses,   passent 
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brusquement,  dans  le  temps  très  court  fl —  /0,  des  valeurs 


à  d'autres  valeurs 


(y'i)o,     (y'2). (<7/,)o 


tandis  que  les  quantités  </,,  gr2,  ...,  q/,,  qui  définissent  la  position,  ne 
changent  pas  sensiblement  de  valeurs.  Nous  ne  considérons  que  la  pre- 
mière approximation,  qui  consiste  à  regarder  l'intervalle  tt — /0  comme 
négligeable  et  à  supposer  que  les  q\  changent  subitement  de  valeurs  sans 
que  les  q,-  changent.  Nous  admettons,  en  outre,  que  les  nouvelles  liaisons 
introduites  au  moment  de  la  percussion  sont  aussi  sans  frottement;  ces 
liaisons  nouvelles  peuvent  d'ailleurs  être  temporaires  ou  permanentes, 
c'est-à-dire  qu'elles  peuvent,  suivant  les  cas,  disparaître  après  la  percus- 
sion ou  subsister;  les  liaisons  primitives  du  système  sont  supposées  per- 
manentes, elles  subsistent  après  la  percussion  (*). 

On  peut  toujours  choisir  les  variables  qu  qi:  .  .  .,  qAl  de  telle  façon  que 
les  liaisons  nouvelles  qui  sont  introduites  brusquement  et  qui  produisent 
le  choc  soient  exprimées  par  les  équations 

(i)  qn+i  —  o,         qn+2=o,         ...,         qk—o, 

n  étant  un  certain  entier  moindre  que  k.  En  effet,  les  k  —  n  liaisons  nou- 
velles brusquement  imposées  au  système  holonome  s'expriment  par  des 
relations  de  la  forme 

?i(?j,  qi-  ■  ■  ,  q/c)  =  o, 

V*(qi,  Ci, qk)  =  o, 

•••• 1 

®k-n(q\,  q-2,  •  •  -,  q/c)=  o. 

Si  l'on  fait  un  changement  de  variables,  en  prenant  pour  nouveaux  pa- 
ramètres, à  la  place  de  qn+-u  Çri-hi,  •  •  -,  qu  les  quantités 

rH-hi—  Çi(?i,  £2,  ••-,  qk), 
rn+*  =  <Pâ(^i,  q-2, qk), 


rk  =  ®k-n(qi,  q*,  ••  -,  q*), 


les  nouvelles  liaisons  imposées  au  système  s'exprimeront   évidemment  par 
les  relations 

r,n_i  =  o,         r/n-2  =  0,         .  .  . ,         rk=  o. 


(')  Nous  nous  bornons  ici  aux  cas  les  plus  simples.  On  trouvera  une  analyse 
détaillée  du  cas  le  plus  général  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  Journal  de 
Mathématiques,  1896  (  ier  fascicule). 


'>IO 
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C'est  ce  choix  de  variables  que  nous  supposons  réalisé,  de  sorte  que  les 
liaisons  nouvelles  soient  exprimées  par  (i). 

Après  le  choc,  les  variables  qn+.i,  ...,  q/c  cesseront  d'être  nulles  si  les 
liaisons  introduites  sont  temporaires;  elles  resteront  nulles  si  ees  liaisons 
sont  permanentes. 

Pour  obtenir  un  déplacement  virtuel  du  système  compatible  avec  les 
liaisons  qui  ont  lieu  déjà  avant  le  choc,  il  suffit  de  donner  à  qt,  q2,  •  ••,  Qk 
des  variations  arbitraires  oqt,  oq2,  ...,  oq/c;  mais,  si  l'on  veut  de  plus  que 
le  déplacement  soit  compatible  avec  les  liaisons  nouvelles  brusquement  in- 
troduites, il  faudra,  d'après  les  équations  (i),  prendre 


•o 


X//J-I-1 


oqn- 


)qk  =  o, 


8^j,  oq2,  ■'••■)  ï>cjn  restant  arbitraires. 

Les  équations  du  mouvement  du  système  pendant  le  temps  t\ —  t0  sont, 
d'après  le  principe  de  d'Alembert  et  la  transformation  de  Lagrange,  ré- 
sumées par  la  formule 


(3) 


/    =  K 

2[ 


d_ 

dt 


ÔT 
àq'i 


ÔT 
àqt 


i  =  k 
i  =  l 


>qi. 


Si  les  oqi  sont  arbitraires,  le  second  membre,  qui  représente  la  somme 
des  travaux  virtuels  des  forces  appliquées  au  système,  contient  les  forces 
de  liaison  provenant  des  liaisons  nouvellement  introduites;  mais  on  élimi- 
nera ces  dernières  forces  de  liaison  en  considérant  un  déplacement  virtuel 
compatible  avec  toutes  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  moment  de  la  percus- 
sion, c'est-à-dire  en  supposant  oq{l  o^2,  •••,  àqn  arbitraires,  oq^^.^ 
oqn^,  . ..,  oq^  nuls.  L'équation  (3)  se  décompose  alors  en  les  ri  suivantes 


(4) 


cl  /  ôT  N 


dt  \  ôq  '(  j 


i) 


ÔT 
àqt 


Q* 


(i  =  i,  2,  .  .  .,  /?.), 


où  ne  figure  plus  aucune  force  de  liaison.  Gomme  les  variations  brusques 
de  vitesses  sont  produites  par  les  seules  forces  de  liaison,  qui  sont  de- 
venues très  grandes  pendant  le  temps  très  court  tx —  t0  les  quantités  Ql5 
Q2,  .  . .,  Q/2,  qui  proviennent  uniquement  des  forces  ordinaires  directement 
appliquées,  telles   que   la  pesanteur,  etc.,  restent  finies  pendant  le  temps 

ôT 
t\ — ^o  ;   les  quantités  -—  restent   également   finies.   Si   donc   on   multiplie 

àqt 

par  dt  les  deux  membres  de  la  relation  (4)  et  si  l'on  intègre  de  tQ  à  Lu  les 

OT 
intégrales  provenant   de  - —   et  Qj   sont   négligeables   car   t{ — t0   est  très 


àqt 


petit,  et  l'on  obtient  les  n  équations 

(5) 


/  OT^ 


OT 
àq'i/o 


(i 


,  '0> 
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linéaires  cl  homogènes  par  rapport  aux  k  différences 

(?i)i  —  (?'i)oi    W-i)\  —  (?i)o,    •••,    {q'k)\  —  (g'k)o- 

Pans  ces  équations  (:>),  ^/ , ,  y2?  »  •  •  j  Çk  ont  les  valeurs  qui  correspond enl 
à  l'instant  de  la  percussion,  de  sorte  que  7,,  ;),  7//+2>  •••<  <//,-  sont  nuls; 
mais  il  faut  bien  remarquer  que  les  dérivées  </'//+1,  <]'n+>,  •••,  q'k  ne  sont 
pas  nécessairement  nulles  ni  avant,  ni  après  la  percussion;  elles  seraient 
nulles  après  dans  le  cas  particulier  où  les  liaisons  introduites  seraient 
permanentes,  car  alors  gn-hi}  (Jh+i-,  •  ■  • ,  Ça  resteraient  nuls.  Dans  ce  cas 
particulier,  les  n  équations  linéaires  (5)  donneraient 

c'est-à-dire  détermineraient  complètement  l'état  des  vitesses  après  la  per- 
cussion. En  dehors  de  ce  cas  particulier,  on  n'a  que  n  équations  pour 
déterminer  k  inconnues, 

w'i)i>   (£2)11    •••»   (?i)i; 

il  faudra  alors,  comme  dans  le  choc  des  corps  semi-élastiques,  l'aire  des 
hypothèses  particulières  sur  ce  qui  se  passe  après  le  choc. 

RÈGLE.  —  On  peut  résumer  les  équations  (5)  en  disant  quelles  expriment 
la  propriété  suivante  : 

Les  dérivées  partielles  de  T,  par  rapport  aux  dérivées  de  ceux  des 
paramètres  qui  ne  sont  pas  assujettis  à  s'annule/-  au  moment  du  choc, 
ont  les  mêmes  valeurs  avant  et  après  le  clioc. 

Exemple  1.  —  Choc  direct  de  deux  sphères.  —  Soient  deux  sphères 
de  rayons  Rj  et  R2  et  de  masse  mv  et  m2  dont  les  centres  se  meuvent  sur 
une  droite  fixe  Ox.  Les  deux  sphères  sont  supposées  animées  de  mouve- 
ments de  translation.  Appelons  xx  et  x2  les  abscisses  des  centres  des  deux 
sphères;  la  position  du  système  dépend  des  deux  paramètres  x^  et  x.>  ;  au 
moment  du  choc,  une  nouvelle  liaison  est  brusquement  introduite  :  cette 
liaison  s'exprime  par  l'équation 

x-i  —  Xi  —  Rt  —  R2  —  0, 

qui  signifie  que  la  distance   des  centres  égale  la   somme  des   rayons.  Pour 
définir  la  position  du  système,  nous  prendrons  les  deux  paramètres 

(  1 1   =   X  \  ,  fj-y  ^^   Xo  ■ —    X  \  — -    I  \  j  \\->  , 

de  manière  que  la  liaison   brusquement  introduite  s'exprime  par  y2  —  0. 
On  a  alors 

T  —  ifmiJf  -i-  niyx'.f  )  —  41  m\  Ç'i   ■+"  mt(ç\  "~  '/'■>  )2  I- 
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La  théorie  précédente  fournit  alors  l'équation  unique 


/dT\         /  ÔT_\ 
[àg'Jx      {àg'Jo"    ' 


car  qt    ne  s'annule   pas  au   moment  du   choc,  tandis  que  la  variable  qt  est 
assujettie  à  s'annuler.  On  a,  en  faisant  le  calcul, 

(6)        mi[(q\)l-(q'i)o]-i-m.2[(q\)i^(q[1)l-(q'l){)-(g',)0]  =  o. 

C'est  là  l'équation  unique  fournie  par  la  théorie.  Elle  exprime  que  la 
somme  des  projections  des  quantités  de  mouvement  sur  Ox  n'a  pas  varié. 
Pour  achever  de  déterminer  (q\  )i  et  (q'<i)i,  il  faut  faire  des  hypothèses, 
comme  au  n"  510. 

Exemple  II.  —  Un  disque  circulaire  homogène  de  masse  M  et  de 
rayon  R  se  meut  dans  un  plan  vertical  xO y\  à  un  instant  t0,  il  heurte  l'axe 
fixe  Ox  et  ne  peut  plus  que  rouler  sur  cet  axe.  Déterminer  sa  vitesse  après 
le  choc. 

La  position  du  système  avant  le  choc  dépend  de  trois  paramètres,  les 
coordonnées  x  et  y  du  centre  du  disque  et  l'angle  6  dont  il  a  tourné  dans 
le  sens  négatif  de  Oy  vers  O  x.  Au  moment  du  choc,  deux  liaisons  nou- 
velles sont  introduites  : 

i°  Le  disque  reste  en  contact  avec  Ox,  donc  on  a 

2°  Il  roule  sur  Ox,  donc  on  a  x  =  R6,  en  choisissant  convenablement 
la  position  de  l'origine.  Nous  prendrons  comme  paramètres 

ql  =  x,  q.2  —  y — R7  gs  =  x—  R9, 

de  sorte  que  les  liaisons  introduites  s'expriment  par  q.2  —  o,  q^=  o.  On  a 

M 

MA2  désignant  le  moment  d'inertie  du  disque  par  rapport  au  centre.   Avec 
les  nouveaux  paramètres 


T  = 


TL     R^ ~*~qi  ^g2  J 


Le  seul  paramètre  que  les  liaisons  nouvelles  n'assujettissent  pas  à  être 
nul  est  q\  ;  on  a  donc  l'équation  unique 

dT  \  (  dT\ 

àq'Ji~\àq'JQ'-° 


ou 


k- 

R2  i(q\  h  —  {q'z )i  —  {q\ )o -+-(.yi  )o]  -+-  (q\  h  —  (q\  )o  =  o. 


CHAPITRE    XXVI.    —    CHOCS    ET    PERCUSSIONS.  5l3 

Mais q$  reste  nul,  (q'3)i  est  donc  nul  et  l'on  a,  en  revenant  aux  anciennes 
variables  x}  y,  6  et  distinguant  par  les  indices  o  et  1  les  valeurs  initiales 
et  finales  de  x',  y,  0', 

À'2 

£i  (àf\  —  H  6'0  )-r-x\  —  x'0  =  o, 

r^;  -+-  /x-2ro; 

Cette  formule  donne  la  vitesse  finale  du  centre  dans  le  mouvement  de 
roulement. 

Par  exemple,  si  le  mouvement  au  moment  du  choc  est  tel  que 

fu;  -4-**0;  =  o, 

le  disque  s'arrête. 

523.  Remarque  sur  les  systèmes  non  holonomes.  —  Les  mêmes  ré- 
sultats de  calcul  s'étendent  aux  systèmes  non  holonomes.  Gela  tient  au  fait 
suivant  : 

Quoique  les  équations  de  Lagrange  ne  s'appliquent  plus  au  mouvement 
fini  de  ces  systèmes,  on  peut  écrire  les  équations  de  leur  mouvement  sous 
la  forme 

i(S)-"*     ' 

où  R^  est  une  fonction  des  lettres  qi  et  q\  (n°  464). 

Si  donc  on  multiplie  par  dt  les  deux  membres  de  cette  relation,  et  si 
l'on  intègre  de  t0  à  til  durée  de  la  percussion,  les  intégrales  provenant  de 
Rj  et  Qf  sont  négligeables,  et  l'on  obtient  encore  les  n  équations 

(dJT\  fdj_\    _ 

\àq'i)t       \àqï)*-°\ 

identiques   aux   équations   (5).  [  Voir  un  article  de  MM.  Beghin  et  Rous- 
seau {Journal  de  Jordan,  1903.)] 


EXERCICES. 

1.  Une  barre  homogène  se  meut  dans  un  plan  fixe;  à  l'instant  t01  elle  heurte 
un  clou  O  planté  dans  le  plan  :  trouver  l'état  ultérieur  des  vitesses,  en  suppo- 
sant que  la  barre  reste  en  contact  avec  le  clou  sur  lequel  elle  glisse  sans  frotte- 
ment. 

2.  Un  corps  solide  se  meut  dans  l'espace  :  à  l'instant  t0,  on  fixe  brusquement 
un  de  ses  points;  trouver  l'état  ultérieur  des  vitesses. 

3.  Même  problème,  en  supposant  qu'on  fixe  deux  points. 

4.  On  considère  une  barre  homogène  dont  les  extrémités  A  et  B  peuvent  glisser 
sans   frottement  sur  deux  axes   fixes    Ox  et  Oy.  La   barre  étant   immobile,  un 

A.,  II.  33 
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point  matériel  de  masse  m,  animé  d'une  vitesse  de  projections  u  et  v,  vient  la 
heurter  et  fait  corps  avec  elle.  Trouver  la  vitesse  angulaire  instantanée  du 
système. 

Réponse.  —  Appelons  I  le  point  de  rencontre  des  normales  en  A  et  B  aux 
deux  axes  (centre  instantané),  a  et  b  les  coordonnées  de  ce  point,  a'  et  b'  celles 
du  point  heurté  par  le  mobile,  [j.  le  moment  d'inertie  de  la  barre  et  du  point 
réunis  par  rapport  au  point  I;    la    vitesse  angulaire  co  après  le   choc  est  donnée 

par 

;j.o)  =  m  [(  a'  —  a  )  v  —  (  b'  —  b  )  u  ] . 

5.  Quand  des  percussions  agissent  sur  un  point  matériel,  la  variation  de  force 
vive  est  égale  à  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les  forces  d'où  pro- 
viennent ces  percussions  si,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  le  point  ma- 
tériel conservait  une  vitesse  constante  égale  à  la  somme  géométrique  de  ses 
vitesses  initiale  et  finale. 

6.  La  perte  de  force  vive  est  égale  à  la  force  vive  due  à  la  vitesse  perdue  moins 
le  double  de  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les  forces  si  le  point  maté- 
riel conservait,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse  constante  et 
égale  à  la  vitesse  finale. 

7.  Le  gain  de  force  vive  est  égal  à  la  force  vive  due  à  la  vitesse  gagnée  (ou 
perdue),  augmentée  du  double  des  travaux  que  produiraient  les  forces  si,  pen- 
dant toute  la  durée  de  leur  action,  le  point  matériel  conservait  une  vitesse  con- 
stante et  égale  à  la  vitesse  initiale. 

8.  La  variation  de  la  force  vive  totale  d'un  système  est  égale  à  la  somme  des 
travaux  que  produiraient  les  percussions  tant  intérieures  qu'extérieures  si  chacun 
des  points  d'application  de  ces  percussions  conservait,  pendant  toute  la  durée  de 
leur  action,  une  vitesse  constante  égale  à  la  somme  géométrique  de  ses  vitesses 
initiale  et  finale. 

9.  La  perte  de  force  vive  du  système  est  égale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses 
perdues  diminuée  du  double  de  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les  per- 
cussions, tant  intérieures  qu'extérieures,  si  chacun  de  leurs  points  d'application 
conservait,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse  constante  égale  à 
sa  vitesse  finale. 

10.  Quand  des  percussions  agissent  sur  un  corps  solide,  la  variation  de  force 
vive  est  égale  à  la  somme  des  travaux  qu'elles  produiraient  si  leurs  points  d'ap- 
plication conservaient,  pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse  con- 
stante égale  à  la  somme  géométrique  de  leur  vitesse  initiale  et  de  leur  vitesse 
finale. 

11.  La  perte  de  force  vive  éprouvée  par  le  corps  solide  est  égale  à  la  force 
vive  due  aux  vitesses  perdues  moins  le  double  de  la  somme  des  travaux  que  pro- 
duiraient les  percussions  si  les  points  sur  lesquels  elles  agissent  conservaient, 
pendant  toute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse  constante  égale  à  leur  vitesse 
finale. 

[  Voir,  au  sujet  de  ces  théorèmes,  YEtude  géométrique  sur  les  percussions  et 
le  choc  des  corps,  par  M.  Darboux  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques ,  1880.)] 
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CHAPITRE  XXVII. 

NOTIONS  SUR  LES  MACHINES. 
SIMILITUDE. 


I.  -  GENERALITES.  VOLANTS.  REGULATEURS. 

524.  Définitions.  Une  machine  a  pour  but  de  transformer  un 
travail  en  un  autre.  Elle  se  compose  de  trois  parties  principales 
qui  sont  : 

i°  Un  récepteur  qui  reçoit  un  travail  dû  à  des  forces  motrices 
(force  musculaire,  chute  d'eau,  pression  d'un  gaz  ou  d'une  vapeur, 
forces  électriques  ou  magnétiques); 

2°  Un  outil  qui  fournit  un  travail  utile,  tel  que  l'ascension 
d'un  fardeau,  la  traction  d'un  train,  la  désagrégation  d'un  métal 
par  forage,  rabotage,  etc.  ; 

3°  Une  transmission  de  mouvement  reliant  le  récepteur  à 
l'outil. 

Vitesse  de  régime.  —  La  vitesse  de  l'outil  doit  avoir,  dans 
chaque  machine,  une  valeur  déterminée,  suivant  Ja  nature  du 
travail  à  produire.  La  vitesse  que  doit  avoir  chaque  organe  de  la 
machine,  pour  réaliser  ainsi  le  meilleur  travail  de  l'outil,  s'appelle 
la  vitesse  de  régime.  Cette  vitesse  est  donnée. 

o2o.  Application  du  théorème  des  forces  vives  aux  machines. 
—  Soit  une  machine  en  mouvement  de  l'instant  tQ  à  l'instant  t; 
pendant  cet  intervalle  de  temps  t  —  £0,  les  forces  motrices  agissant 
sur  le  récepteur  ont  produit  un  travail  moteur  &m;  les  résistances 
subies  par  l'outil  produisent  un  travail  négatif  — îu;  les  résis- 
tances passives  (frottements,  trépidations,  etc.)  produisent  un 
travail  négalif —  Çp.  Le  travail  S„,  pris  en  valeur  absolue,  est  le 
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travail  utile,  Ç>p  le  travail  passif;  la  somme 

£>«  H-  &p  =  &r 

s'appelle  le  travail  résistant.  Le  travail  passif  Xzp  peut  être  di- 
minué par  une  bonne  disposition  des  organes,  par  un  graissage 
soigné;  il  ne  peut  jamais  être  entièrement  annulé. 

Si  l'on  appelle  v0  la  vitesse  d'une  molécule  m  de  la  machine  à 
l'instant  t0  et  v  sa  vitesse  à  l'instant  t,  le  théorème  des  forces  vives 
donne 

( i )         2^ ~ —  Za "2  ~  m ~~ Lr" ~  p  =  m ~  '" 

Voici  quelques  conséquences  immédiates  de  celle  équation 

i°   Supposons  que  la  machine  parte  du  repos  et  marche  jusqu'à 

l'instant  t{  où  les  vitesses  sont  vK  ;  alors,  en  affectant  de  l'indice  i 

les  travaux  effectués  jusqu'à  cet  instant, 


d'où 


Donc,  la  demi-force  vive  que  possède  une  machine  est  plus 
petite  que  le  travail  dépensé  non  utilisé  depuis  sa  mise  en 
marche. 

2°  La  demi-force  vive  que  possède  une  machine  au  temps  t{  doit 
être  comptée  comme  une  puissance  qui  sert  au  mouvement  de  la 
machine  pendant  les  instants  suivants;  en  effet,  en  appliquant  le 
théorème  des  forces  vives  au  mouvement  qui  suit  Tintant  t{,  du 
temps  tK  au  temps  t:  on  a 


(2)  ©»  =  ©*»  + 5 


mv- 


<S>m. £5 il  t 


Pi 


On  voit  que  la  demi-force  vive  que  possède  la  machine  à  l'ins- 
tant t{  vient  s'ajouter  à  STO;  tout  se  passe  donc  comme  si,  la  ma- 
chine partant  du  repos  à  l'instant  tKy  le  travail  moteur  était  aug- 

mente    de   ^"T""  Mais,    d'après  le   théorème  précédent,    cette 
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demi-force  vive  ne  fait  que  restituer  ainsi  une  partie  seulement 
du  travail  moteur  employé  antérieurement  à  la  produire.  Donc, 
dans  tous  les  cas,  le  travail  utile  est  plus  petit  que  le  travail 
moteur  dépensé  :  ce  qui  montre  l'impossibilité  du  mouvement 
perpétuel. 

3°  Dans  l'évaluation  des  travaux  effectués,  d'un  temps  tK  quel- 
conque au  temps  t  >>  tK ,  la  demi-force  vive  que  possède  la  machine 
au  temps  £,  doit  être  comptée  comme  une  résistance;  en  effet, 

>  s  ajoute  a   \rp  dans  1  équation   (2).  01,  a  ce  moment,  on 

arrête  la  machine,  cette  force  vive,  ne  se  retrouvant  plus  comme 
puissance  pendant  les  instants  suivants,' constitue  donc  une  perte 
de  travail  moteur.  On  peut  cependant  éviter  une  partie  de  cette 
perte,  en  laissant  la  machine  libre  de  continuer  à  se  mouvoir  sous 
l'action  de  cette  force  vive,  après  que  le  moteur  a  cessé  d'agir. 
Mais  quand  le  travail  a  été  longtemps  continué,  cette  perte  de 
force  vive,  quand  on  arrête  la  machine,  est  une  fraction  insigni- 
fiante du  travail  dépensé. 

4°  Si  l'on  difïérentie  l'équation  (1),  on  a  la  relation 


2.  mv 


,2 


d =  Cr 


em 


où  l'indice  e  rappelle  qu'il  s'agit  du  travail  élémentaire  moteur  et 
résistant.  Donc  : 

La  force  vive  de  la  machine  croît  ou  décroît  à  partir  d1  un 
certain  moment,  suivant  que  le  travail  élémentaire  moteur 
Uemporte  ou  non  sur  le  travail  élémentaire  résistant. 
,  La  force  vive  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum,  aux 
instants  où  le  travail  élémentaire  moteur  égale  le  travail  élé- 
mentaire résistant, 

526.  Expression  analytique  de  la  force  vive.  —  Une  machine 

est    généralement   un   système  à  liaisons  complètes;  la  position 

des  différentes  pièces  qui  la  composent  dépend  alors  d'un  seul 

paramètre  qui  est,  par  exemple,  l'angle  8  dont  a  tourné  l'arbre 

principal  de  transmission^de  la  machine.  Nous  désignerons  par  to 

1  *   •      d®   i  1 

la  vitesse  angulaire  -.-  de  cet  arbre. 
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Pour  évaluer  la  force  vive  de  la  machine,  remarquons  qu'il 
existe  dans  toute  machine  deux  espèces  de  pièces  : 

i°  Les  pièces  qui  tournent  avec  des  vitesses  angulaires  propor- 
tionnelles à  w  :  nous  les  appellerons  pièces  tournantes  ;  les  forces 
vives  de  ces  diverses  pièces  sont  proportionnelles  à  w2,  et  leur 
force  vive  totale  a  pour  expression 


0)- 


où  A  est  une  constante  positive; 

2°  Les  pièces  qui  oscillent  (bielles,  balanciers,  etc.)  et  les  pièces 
qui  tournent  avec  des  vitesses  angulaires  dont  les  rapports  à  o> 
dépendent  de  9;  nous  les  appellerons  pièces  oscillantes. 

Dans  une  de  ces  pièces,  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  sont 
fonctions  périodiques  de  8  : 

*  =  ?.(«),     r  =  +(«),      *  =  x(*)i 

les  composantes  de  la  vitesse  de  ce  point  sont 
et  sa  force  vive  est 

mp2=  m  (^'2+  <[/2  +  £'*)a>*. 

La  force  vive  totale  de  toutes  les  pièces  oscillantes  est  donc 
de  la  forme 

/(0)*>2, 

y(Q)  étant  une  fonction  périodique  de  8  essentiellement  positive. 
En  résumé,  la  force  vive  totale  de  toute  la  machine  est 

Il  faut  remarquer  que  les  pièces  oscillantes  ont,  en  général,  des 
masses  petites;  il  y  a  exception  pour  les  balanciers,  mais  ces  der- 
niers sont  animés  de  faibles  vitesses,  de  telle  sorte  que  l'influence 
des  pièces  oscillantes  sur  la  valeur  de  la  force  vive  est  accessoire 
et  que  /(O)  est  petit  par  rapport  à  A.  Pour  la  régularité  de  la 
marche,  il  y  a  intérêt  à  diminuer  autant  que  possible  le  nombre  et 
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les  masses  des  pièces  oscillanlcs  et  à  employer  surtout  des  pièces 
tournanles.  Ces  dernières  doivent  être  parfaitement  centrées  pour 
(jue  le  travail  de  la  pesanteur  ne  soit  pas  tantôt  moteur  tantôt  ré- 
sistant; elles  doivent  tourner  autour  d'axes  principaux  d'inertie, 
car  quand  l'axe  de  rotation  n'est  pas  un  axe  principal,  il  tend  à 
changer  de  position  dans  l'espace  et  par  conséquent  à  arracher 
les  supports  qui  s'opposent  à  ce  mouvement. 

527.  Marche  de  la  machine.  —  11  faut  considérer  trois  phases 
dans  la  marche  de  la  machine  : 

Mise  en  marche, 
Marche  normale, 
Période  d'arrêt. 

Pour  la  mise  en  marche,  la  force  vive  partant  de  zéro  doit  aller 
en  croissant  :  le  travail  élémentaire  moteur  doit  remporter  sur  le 
travail  élémentaire  résistant.  L'inverse  a  lieu  pendant  la  période 
d'arrêt. 

Marche  normale.  —  L'idéal  de  la  marche  normale  serait  une 
marche  uniforme  avec  la  vitesse  de  régime  qui  donne  le  meilleur 
travail  utile.  Alors,  en  appelant  t0  et  t  deux  instants  quelconques 
de  la  période  normale,  on  aurait  pour  chaque  point  v  —  c0 

^çi  mv2       ^  rnvl 
—     i         —>     i 

et,  par  suite,  d'après  l'équation  des  forces  vives, 

Le  travail  moteur,  pendant  un  espace  de  temps  quelconque  de 
la  période  de  marche  normale,  serait  égal  au  travail  résistant. 

Mais  cet  idéal  est  impossible  à  atteindre.  C'est  ce  que  nous 
allons  montrer.  Nous  ferons  voir  ensuite  comment  on  en  approche 
à  l'aide  des  volants. 

528.  Causes  d'irrégularité  dans  la  période  de  marche  normale. 
—  Dans  la  période  de  marche  normale  il  y  a  différentes  causes 
d'irrégularité  dont  les  principales  sont  : 

i°  La  présence  des  pièces  à  mouvement  alternatif; 
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2°  L'intermittence  dans  le  développement  de  la  force  motrice 
qui  peut  être  non  pas  constante,  mais  seulement  périodique; 
ainsi,  dans  les  machines  à  simple  effet,  la  pression  de  la  vapeur 
sur  le  piston  agit  toujours  dans  le  même  sens;  elle  agit  par 
exemple  quand  le  piston  monte  et  cesse  quand  il  descend  ;  l'action 
de  la  force  motrice  est  alors  intermittente  et  périodique; 

3°  L'intermittence  dans  le  développement  delà  résistance  utile, 
qui  peut  être  non  pas  constante  mais  seulement  périodique, 
comme  quand  l'outil  est  un  pilon,  un  marteau,  etc. 

En  vertu  de  ces  causes  d'irrégularité,  il  est  impossible  de  main- 
tenir Ja  vitesse  angulaire  to  constante  et  égale  à  la  vitesse  de  ré- 
gime désirée  Q;  le  mouvement  de  la  machine  est  sensiblement  pé- 
riodique, c'est-à-dire  qu'il  existe  un  intervalle  de  temps  au  bout 
duquel  la  machine  se  retrouve  dans  la  même  position  et  w  reprend 
la  même  valeur;  cet  intervalle  de  temps  sera,  par  exemple,  le 
temps  que  met  l'arbre  principal  à  faire  un  tour,  c'est-à-dire  8  à 
croître  de  2tï.  Quand  la  machine  a  marché  pendant  cet  intervalle 
de  temps,  elle  revient  au  même  état  géométrique  et  mécanique; 
on  dit  qu'elle  a  décrit  un  cycle.  L'égalité  entre  le  travail  moteur 
et  le  travail  résistant  n'a  plus  lieu  à  chaque  instant;  mais,  quand 
il  s'est  écoulé  un  cycle,  les  vitesses  redevenantles  mêmes,  la  varia- 
tion de  force  vive  pendant  un  cycle  est  nulle,  et  l'on  a  l'équation 

où  l'indice   supérieur  c  indique  qu'il  s'agit  du   travail    pendant 
un  cycle. 
Le  rapport 

^u    __      2_£ 

Kym  ^  ni 

s'appelle  le  rendement  de  la  machine.  Le  rendement  est  toujours 
plus  petit  que  1,  parce  qu'il  est  impossible  de  faire  disparaître 
complètement  les  résistances  passives. 

Coefficient  de  régularisation.  —  La  vitesse  angulaire  w  rede- 
venant la  même  après  chaque  cycle,  passe  évidemment  au  moins 
par  un  maximum  et  par  un  minimum  dans  chaque  cycle.  Soit  co, 
le  plus  grand  maximum  et  co2  le  plus  petit  minimum;  on  veut  que 
la  vitesse  angulaire  moyenne  pendant  un  cycle,  vitesse  que  Ton 
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d,                1              N        t»)l  -H     too  •  ,  •  ,  I  ,  , 

e  comme  égale  a :  ?  soit  précisément  la  vitesse  de  ré- 
gime Û  donnée  à  l'avance, 

toi  -h  (O 2    __    y 

En  outre,  pour  que  la  marche  soit  aussi  régulière  que  possible, 
c'est-à-dire  pour  que  la  vitesse  angulaire  «  s'écarte  peu  de  sa  va- 
leur moyenne,  il  faut  que  to ,  —  co2  soit  aussi  petit  que  possible, 
ou  encore  que  le  rapport 

toi    (0.7 


(> 


soit  aussi  petit  que  possible.  En  désignant  ce  rapport  par-,  on 
appelle  n  le  coefficient  de  régularisation;  on  a  alors 


to]  —  iu2  =       > 
n 


et  la  régularité  sera  d'autant  plus  grande  que  n  sera  plus  grand. 
Nous  verrons  plus  loin  comment,  pour  une  machine  donnée,  en 
ajoutant  un  volant  à  la  machine,  on  arrive  à  faire  que  n  ait  une 
valeur  donnée  à  l'avance.  Pour  cela,  nous  commencerons  par  pré- 
ciser la  forme  analytique  de  l'équation  des  forces  vives. 

529.  Expression  approchée  du  travail.  —  Dans  la  marche  nor- 
male, les  forces  tant  motrices  que  résistantes  dépendent  des  posi- 
tions et  des  vitesses  de  leurs  points  d'application.  Mais  l'influence 
de  la  position  est  généralement  prépondérante,  et  l'on  peut  ap- 
proximativement admettre  que  les  forces  ne  dépendent  que  des 
positions  des  points  d'application,  c'est-à-dire  de  9  ;  la  somme  de 
leurs  travaux  élémentaires  est,  dans  cette  hypothèse,  de  la  forme 

(0  ^=^(8)^0. 

Equation  des  forces  vives.  —  Cette  équation  est  alors 

(2)  \d[k+ f  (*)]»*  =  f{*)db, 

d'où,  en  intégrant  de  o  à  8  et  appelant  to0  la  vitesse  angulaire 
pour  8  =  o, 

H)  [A+/(0)](uS-[A-h/(o)]u.5  =  2  /     ^(0)^0  =  2Î?o, 
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£q  désignant  le  travail  total,  tant  moteur  que  résistant,  accompli 
depuis  la  position  qui  correspond  à  la  valeur  9  =  o,  jusqu'à  la 
position  qui  correspond  à  une  valeur  quelconque  de  9.  Ce  tra- 
vail Sq  est,  comme /(B),  une  fonction  de  9  de  période  27t. 

Dans  ces  conditions,  les  positions  de  la  machine  pour  lesquelles 
la  force  vive  est  maximum  ou  minimum  sont  les  positions  d'équi- 
libre de  la  machine,  c'est-à-dire  les  positions  dans  lesquelles  la 
machine  ne  démarrerait  pas,  si  on  l'y  plaçait  sans  vitesse  les  forces 
ajant  les  mêmes  valeurs  que  dans  la  marche  normale.  Gela  résulte 
du  principe  des  vitesses  virtuelles;  en  effet,  pour  le  déplacement 
unique  d§  qu'on  peut  imprimer  à  la  machine,  la  somme  des  tra- 
vaux des  forces  est 

£■(0)^6; 

les  positions  d'équilibre  sont  donc  fournies  par  l'équation 

qui  donne,  en  même  temps,  les  maxima  et  minima  de  la  force 
vive. 

L'équation  (3)  montre  comment  interviennent  les  diverses 
causes  qui  empêchent  to  d'être  constant  dans  la  marche  normale. 
L'influence  des  pièces  oscillantes  se  manifeste  par  le  terme /"(0); 
celle  de  l'irrégularité  dans  Je  travail  moteur  et  résistant,  par  le 
terme  Gq  variable  avec  9  et  ne  s'annulant  que  périodiquement. 

Maximum  et  minimum  de  w.  —  D'après  la  formule  (3),  w2 
est  une  fonction  périodique  de  9,  reprenant  la  même  valeur  après 
un  cycle,  quand  9  a  augmenté  de  iiz.  Nous  simplifierons  cette 
équation  en  négligeant  complètement  l'influence  des  pièces  oscil- 
lantes, qui  est  faible  en  général.  Alors  /(9)  est  regardé  comme 
nul,  et  l'on  a 

(4)  Aw2=  Aw2  +  2% 

Appelons  G,  et  G2  le  maximum  et  le  minimum  de  Gq  quand  9 
varie  de  o  à  271;  à  ces  valeurs  correspondent  le  maximum  to,  et  le 
minimum  co2  de  to  : 

Au>f  =  A (!>£_+•  2 &i,        A*w|  =  AtoJ  -+-  a^2; 
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d'où,  en  retranchant, 

A  (  (.0  t  —  W2)(W|  +  W2)=   Q  (  (?  !  —  C>2  )  . 

Mais  on  a  posé,  en  appelant  Q  la  vitesse  de  régime  et  n  le  coef- 
ficient de  régularisation 

10 1  -h  w  ■>         „  12 


Q 


(.Ol  to-7  =     —  • 

n 


On  a  donc 
(5)  4-  £.(6,-6,). 


530.  Volants.  —  Le  volant  est  une  roue  supplémentaire  en 
fonte  montée  sur  l'arbre  moteur;  cette  roue  a  ordinairement  un 
grand  rayon,  et  sa  masse  est  reportée,  autant  que  possible,  sur  la 
circonférence  où  elle  forme  une  couronne,  de  façon  que  le  mo- 
ment d'inertie  I  du  volant  par  rapport  à  l'axe  soit  considérable. 

L'addition  du  volant  permet  de  régulariser  la  marche  normale, 
de  manière  que  le  coefficient  de  régularisation  n  prenne  une  va- 
leur donnée.  En  effet,  avant  l'addition  du  volant,  la  force  vive  des 
pièces  tournantes  était  Aco2;  après,  elle  devient 

(A-f-I)w*, 
et  l'équation  (5)  se  trouve  remplacée  par  la  suivante  : 

(6)  A-f-I=£(6i-Gt). 

Comme  £<,  ÎB2  et  &  sont  connus,  et  que  n  croît  avec  I,  on  régu- 
larise le  mouvement  d'autant  plus  qu'on  prend  I  plus  grand. 

Calcul  du  volant.  —  Supposons  n  donné;  alors,  on  construit 
un  volant  dont  le  moment  d'inertie  est 

(7)  I=£(<&,-6,)ï 

cette  valeur  est  plus  grande  que  celle  qui,  d'après  la  formule  (6), 
serait  strictement  nécessaire  pour  que  le  coefficient  de  régularisa- 
tion ait  la  valeur  donnée.  Par  suite,  ce  volant  régularisera  le  mou- 
vement plus  qu'il  n'est  demandé.  Pour  calculer  la  masse  à  donner 
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à  la  couronne,  on  fait  le  calcul  en  ne  tenant  pas  compte  du  mo- 
ment d'inertie  des  bras  et  du  moyeu,  et  en  supposant  le  volant 
réduit  à  la  seule  couronne.  Cette  approximation  a  encore  pour 
effet  d'accroître  la  régularité;  car,  en  réalité,  le  moment  d'inertie 
du  volant  ainsi  construit  est  supérieur  à  celui  que  définit  la  for- 
mule (7). 

Le    volant  étant  réduit  à  la   seule  couronne   de  poids  P  et  de 

P  ,.         . 

masse  -■>  on  calcule  son  moment  d'inertie,  en  supposant  la  cou- 
ronne remplacée  par  une  circonférence  matérielle  de  poids  P  dont 
le  rayon  est  le  rayon  moyen  R  de  la  couronne.  On  a  ainsi,  pour 
le  moment  d'inertie  du  volant 

g 
et,  en  écrivant  que  le  moment  d'inertie  vérifie  la  condition  (7), 

Si  l'on  remarque  que  RQ  est  la  vitesse  linéaire  moyenne  V  d'un 
point  de  la  couronne,  on  a  enfin  la  formule  de  Poncelet  : 

(S)  PV^ntflGi-G,). 

qui  donne  P. 

On  peut   aussi  écrire  cette  formule   comme  il  suit,  en  multi- 
pliant et  divisant  par  le  travail  utile  îBcu  produit  pendant  un  cycle 


V 


*  \      G£     ) 


Le  premier  facteur     1  ^c — -  est   un  rapport  numérique  indépen- 

dant  des  unités.  Quant  aux  autres  termes,  on  leur  donne  la  forme 
suivante  : 

Supposons  une  machine  de  Nc^  chevaux  dont  le  volant  fasse  N 
tours  par  minute.  Alors,  on  a  d'abord,  pour  la  vitesse  V  d'un 
point  de  la  circonférence  (l'unité  de  temps  étant  la  seconde) 

_.  2TTRN 

V  =  — - —  • 

bo 
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Pour  avoir  le  travail  utile  (ocu  pendant  un  tour  du  volant,  remar- 
quons que  pendant  une  minute  (N  tours)  le  travail  utile  est  NGC 
kilogramme  très:  comme  une  machine  d'un  cheval  donue  ~5ksm  de 

travail  utile  en  une  seconde,  la  machine  considérée  donnant 


60 


kilogrammètres  par  seconde  est  de  » — ~  chevaux  : 
0  r  G0.7D 


NG 


60. 73 
On  aura  donc  définitivement 


-  =  N 


cli  • 


P  —   -ÎL 

-  yt 


Ç,—  £A  60.7 


C; 


75 


N 


N 


ch  ■ 


Dans  chaque  cas  particulier,  le  seul  nombre  à  calculer  est 

Gi  —  Ç39 


Exemples.  —  Considérons  un  arbre  tournant  O  {Jîg.  274),  que  nous 
supposerons  horizontal.  Imaginons,  pour  simplifier,  que  les  diverses  résis- 
tances soient  constantes  et  agissent  dune  manière  continue.  Nous  pour- 

Fig.  274. 


rons  alors  les  remplacer  par  une  force  unique  F  constante,  tangente  à  un 
cercle  de  rayon  constant  OA  =  a.  Quant  à  la  puissance,  nous  la  suppose- 
rons, comme  dans  toutes  les  machines  à  vapeur,  appliquée  à  un  organe 
animé  d'un  mouvement  alternatif  et  transmettant  un  mouvement  de  rota- 
tion à  l'arbre  O  par  l'intermédiaire  d'une  bielle  QB  et  d'une  manivelle  OB 
de  longueur  b.  Nous  supposerons  l'effort  du  moteur  Q  constant  en  gran- 
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dcur  et  direction;  nous  admettrons  donc  que  la  bielle  QB  reste  parallèle 
à  une  direction  fixe  et  que  l'effort  Q  s'exerce  suivant  cette  bielle,  de  façon  ù 
faire  tourner  l'arbre  dans  le  sens  de  la  flèche  (Bour,  Cours  de  Mécanique 
et  machines,  3e  fascicule,  p.  Q.3G).  Divers  cas  sont  à  distinguer,  suivant  la 
façon  dont  s'exerce  l'effort  moteur. 

Machine  à  simple  effet.  —  Une  machine  est  dite  à  simple  effet  quand 
l'effort  moteur  Q  agit  toujours  dans  le  même  sens,  par  exemple  en  descen- 
dant sur  la  figure;  l'action  du  moteur  est  alors  intermittente  et  s'exerce 
seulement  pendant  une  demi-révolution  de  la  manivelle,  pendant  que  le 
bouton  va  de  B'  en  B". 

Cherchons  d'abord  quelle  relation  doit  exister  entre  Q  et  F  pour  que  le 
mouvement  soit  périodique. 

S'il  en  est  ainsi,  après  un  tour  entier,  le  point  B  devra  reprendre  la 
même  vitesse,  ce  qui  exige  que  le  travail  de  la  force  Q  soit  égal  à  celui  de 
la  force  F.  La  force  Q  produit,  pendant  la  descente,  le  travail  2Q6,  et 
n'agit  plus  ensuite.  La  force  F,  qui  agit  constamment,  effectue  un  travail 
négatif  égal  au  produit  de  F  parla  circonférence  irca.  On  a  donc 

(9)  iQb  =  -2T.F  a. 

Cette  condition  est  évidemment  suffisante.  Supposons-la  réalisée  et  cher- 
chons à  quelles  positions  du  point  B  correspondent  des  maxima  ou  des 
minima  de  la  vitesse  angulaire  co  ou  du  travail  £Eq.  En  appelant  6 
l'angle  B'OB,  le  travail  total,  tant  moteur  que  résistant,  développé  depuis 
le  moment  où  6  est  nul  jusqu'au  moment  où  il  atteint  la  valeur  6  moindre 
que  tc,  est 

(10;  ©e=6Q(i  —  cosÔ)  -FaÔ  ==  F«[tt(i  —  cos6)  —  6], 

d'après  (9).  Quand  6  dépasse  tu,  la  force  Q  cesse  d'agir,  et  la  valeur  cEq  du 
travail  développé  depuis  le  moment  où  6  est  nul  devient 

£ô=  Fa('2ir  —  6). 

Le  maximum  et  le  minimum  de  C£q  correspondent  aux  valeurs  de  6,  qui 
annulent  la  dérivée  de  (10) 

(iï)  sin6  =  -  • 

Cette  équation  a  deux  racines  comprises  entre  o°  et  180;  ce  sont 

G.2=o,io3i7T  =    i8°33',6, 
61  =  0,89697:  =  i6i°-26',4. 

La  première  donne  un  minimum  G2  pour  le  travail,  la  deuxième  un  ma- 
ximum îBi. 

Lorsque  le  point  B  remonte  de  B"  à  B',  les  seules  forces  appliquées  étant 


Le  nombre  de  tours,  par  seconde,   est  —  et  le  nombre  de  kilogrammètres 
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résistantes,   le    travail   décroit  constamment.   Donc,  pour    un  tour    entier, 

féi  est  bien  le  maximum  et  C?2  le   minimum  du  travail.    Calculant  {<  x  et  5j, 

on  a 

\s>i  —  <T2  =  Fa(2ir  cos02-h2  02  —  7i )  =  2  7ïaF.o,j5i7, 

car  0j  =  7C  —  02.  La  formule  générale  (8)  donne  ensuite 

PV*  =  ng{fhi—  fê2)  =  «.5,4i25.2TtaF. 

Cette  formule  donne  P,  puisque  V  est  connu. 

Soient,  comme  plus  haut,  N  le  nombre  de  tours  de  volant  par  minute, 
Nc/t  le  nombre  de  chevaux-vapeur  mesurant  la  puissance  de  la  machine. 

N 

60 
de  travail  résistant,  par  seconde,  est 

v  N 
iizar  —  • 
60 

En  négligeant  le  travail  passif,  on  voit  que  cette  expression  donne  Je 
travail  utile  effectué    par   seconde.  La   puissance  en  chevaux-vapeur   est 

alors 

N 

Nc/,  =  2  7raF- - , 

00.73 

et  la  formule  devient 

PV2  =  2.{3oo  — ^ 

Manivelle  simple  à  double  effet.  —  Dans  cette  manivelle,  la  force 
motrice,  après  avoir  agi  dans  nn  sens  pendant  la  première  demi-circonfé- 
rence B'BB",  devient  égale  et  de  sens  contraire  pendant  la  deuxième,  et 
produit  une  seconde  fois  le  même  travail.  Le  travail  de  la  force  Q  est 
donc  double  et,  par  suite,  la  condition  de  périodicité  est 

4Q6  =  2  n  F  a , 
et  le  travail  de  B'  en  B; 

£6  =  Q6(i_  cosô)  —  Fa8  =  Fa  ["-(!  —  cosG)  —  0  1  • 

Le  maximum  et  le  minimum  correspondent  aux  valeurs  de  8  données 
par  l'équation 

7T     . 

—  sinfj  —  1  =  0. 
2 

D'où  l'on  tire 

62=  39°32'35",         0i  =  1800—  B». 


Tout  calcul  fait,  on  trouve 


PV*=4646^, 
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ou  environ  \  de  la  valeur  obtenue  ci-dessus;  ce  qui  met  bien  en  évidence 
l'influence  du  double  effet  sur  la  régularité  du  mouvement. 

Manivelle  double  à  double  effet  et  à  angle  droit.  —  Supposons  qu'au 
lieu  d'une  seule  manivelle  à  double  effet,  il  y  en  ait  deux  à  angle  droit  OH 
et  OB,  sur  lesquelles  agissent  des  forces  égales  Q. 


La  condition  de  périodicité,  puisqu'il  y  a  deux  forces  égales  à  Q,  devient 

86Q  =  iiza¥. 
Le  travail  de  B'  en  B  est  ici 


£0=  6Q(i  —  cos8)-4-6Q 

et,  en  remplaçant  Q  par  sa  valeur, 

Fa  ., 


cos- — cos  (  G -h    -)|     -FaO, 


m 


Sq  =  :~p  [(i  —  cos  6  -h  sin  6)tt  —  46j- 
Le  minimum  et  le  maximum  sont  donnés  par  l'équation 


Ils  correspondent  à 


sin  6  -+-  cos  0  —    [  ' 


I2  =  ï9°i2',         01=:7oo48' 


On  a,  tout  calcul  fait  : 


PV2=465^ 


soit  environ  la  dixième  partie  du   résultat  d'une  manivelle  à  double  effet. 
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On  peut  donc,  par  cette  disposition,  réduire  à  peu  près  dans  le  rapport 
de  i  à  10  le  poids  du  volant,  sans  augmenter  la  différence  des  vitesses  an- 
gulaires maxima  et  minima. 

531.  Régulateurs.  —  Nous  nous  sommes  occupé  jusqu'à  pré- 
sent de  la  marche  normale,  et  nous  avons  vu  comment  le  volant 
diminue  les  oscillations  de  la  vitesse  autour  de  sa  valeur  moyenne. 
Mais  il  peut  survenir,  à  un  moment  donné,  des  changements  dans 
le  moteur  ou  dans  les  résistances  utiles,  de  sorte  qu'il  tend  à  s'é- 
tablir un  autre  régime  ou  une  autre  vitesse  moyenne.  Il  est  im- 
portant d'empêcher  cette  variation  dans  la  vitesse  de  régime  :  c'est 
la  fonction  des  régulateurs.  Nous  nous  bornerons  ici  à  quelques 
considérations  générales  sur  les  régulateurs,  empruntés  à  un 
article  de  M.  Léauté,  dans  la  Revue  générale  des  Sciences 
(octobre  i  890). 

But  et  définition  des  régulateurs.  —  Les  régulateurs  sont 
des  appareils  qui  ont  pour  objet  de  maintenir  dans  des  limites 
aussi  rapprochées  que  possible  les  variations  de  la  vitesse  moyenne 
d'une  machine,  dues  aux  modifications  que  subissent  la  puissance 
ou  la  résistance. 

On  donne  souvent  cette  définition  sous  une  forme  plus  concise 
en  disant  que  les  régulateurs  ont  pour  but  de  maintenir  la  vitesse 
constante,  malgré  les  perturbations  de  la  résistance  ou  de  la  puis- 
sance. 

Pour  que  la  vitesse  moyenne  dune  machine  puisse  rester  fixe, 
il  faut  qu'à  cette  vitesse  il  y  ait  équilibre  entre  le  travail  moteur 
et  le  travail  résistant.  Or  cet  équilibre  peut  être  troublé  pour  di- 
verses raisons  : 

I  Variations  dans  le  niveau  de  l'eau 
pour  les  moteurs  hydrauliques. 
—  Variations  généralement 

Puissance.   {  ,,    .    .  ,        .  ,    ,      >  . 

Variations  dans  la  pression  de  la   |  peu  importantes. 

/        chaudière  pour  les  moteurs   à 
\       vapeur 

Lesoutilscommandésfonctionnent  \  Ce    sont    les    perturba- 
d'une  manière  intermittente I       tions  les   plus  impor- 

—  tantes    et    les    seules 
On  débraye  des  outils  en  marche.  1        même  qu'il  y  ait  lieu, 

—  1        en   général,  de   consi- 
On  embraye  des  outils  au  repos..   ]       dérer. 

A.,  IL  34 


Insistance 
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De  ces  différentes  causes  résultent  des  variations  de  vitesse  dont 
les  effets  deviennent  nuisibles  quand  elles  dépassent  certaines 
limites,  et  qu'il  faut  dès  lors  éviter. 

On  peut  rétablir  l'équilibre  troublé  entre  les  travaux  moteurs 
et  résistants,  sans  changer  la  vitesse  moyenne,  en  agissant  sur  ]'un 
ou  l'autre  des  deux  termes  :  puissance  ou  résistance.  Si,  par 
exemple,  on  a  débrayé  des  outils  en  marche,  ce  qui  a  eu  pour  con- 
séquence d'augmenter  la  vitesse,  on  la  ramènera  à  sa  valeur  pri- 
mitive, soit  en  augmentant  la  résistance  de  ce  dont  elle  a  été  di- 
minuée, soit  en  diminuant  la  puissance  d'une  quantité  conve- 
nable. 

Mais  entre  ces  deux  procédés,  équivalents  en  théorie,  il  n'y  a 
pas  à  hésiter  en  pratique  :  le  plus  avantageux  évidemment,  au 
point  de  vue  de  l'économie  de  force  dépensée,  consiste  à  ne  pas 
créer  de  résistances  supplémentaires  et  à  régler  la  puissance  sui- 
vant le  travail  à  effectuer;  on  réserve,  en  général,  le  nom  de  régu- 
lateurs aux  mécanismes  qui  agissent  de  cette  manière. 

On  a  ainsi  la  définition  des  régulateurs  : 

Les  régulateurs  sont  des  appareils  qui  règlent  automatique- 
ment la  force  dépensée,  de  façon  à  maintenir  à  peu  près  con- 
stante la  vitesse  moyenne  du  moteur,  malgré  les  variations  de 
la  résistance  ou  de  la  puissance. 

Différence  entre  le  rôle  du  régulateur  et  celui  du  volant.  — 
Le  volant  agit  aussi  pour  régulariser  le  mouvement;  mais  son 
action  est  tout  à  fait  distincte  de  celle  du  régulateur  :  il  ne  s'a- 
dresse pas  aux  mêmes  causes  d'irrégularité;  il  n'a  d'influence  que 
sur  les  variations  momentanées  de  vitesse;  il  régularise  le  mouve- 
ment  quand  celui-ci  est  déjà  périodiquement  uniforme,  et  diminue 
l'écart  des  vitesses  extrêmes  qui  existent  pendant  la  durée  de  la 
période;  mais  il  est  sans  effet  pour  maintenir  à  la  vitesse  moyenne 
la  même  valeur  d'une  période  à  une  autre  quand  la  résistance 
varie;  il  peut  bien,  en  cas  de  perturbation,  rendre  moins  brusque 
le  passage  d'un  état  de  régime  au  suivant,  mais  il  est  incapable  de 
modifier  en  rien  la  vitesse  que  prendra  la  machine  dans  son  nouvel 
état. 

On  peut  résumer  cette  différence  d'action  du  régulateur  et  du 
volant  en  disant  :  le  volant  agit  sur  les  oscillations  de  la  vitesse 
autour  de  sa  valeur  moyenne;  le  régulateur,  au  contraire, 
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agit  sur  la  vitesse  moyenne  que  font  varier  les  perturbations 
survenues  dans  le  régime. 

Régulateur  de  })  att.  —  Le  régulateur  le  plus  simple  est 
celui  de  Watt;  il  est  construit  de  la  façon  suivante  : 

Quatre  verges  rigides,  égales  deux  à  deux,  sont  disposées  dans 
un  plan  et  articulées,  à  charnières,  savoir  :  en  A  {Jig.  276)  sur  un 


arbre  tournant  vertical  AI,  en  B  et  en  D  où  elles  forment  un  angle 
variable,  en  C  sur  un  manchon  qui  entoure  l'arbre  AI,  le  long 
duquel  il  peut  glisser.  Les  points  P  et  P'  sont  les  centres  de  deux 
boules  métalliques.  Tout  le  système  est  entraîné  par  la  rotation 
de  l'arbre  AI,  et  à  chaque  vitesse  angulaire  correspond  une  posi- 
tion d'équilibre  relatif  des  boules.  Quand  la  vitesse  croît,  les 
boules  s'écartent  et  font  monter  le  manchon,  qui,  par  l'intermé- 
diaire d'un  système  de  leviers,  ferme  partiellement  la  valve  d'ad- 
mission de  la  vapeur.  Quand  la  vitesse  décroît,  les  boules  se 
rapprochent,  le  manchon  descend  et  ouvre  plus  grande  la  valve 
d'admission. 

Pour  une  étude  plus  approfondie  de  ces  appareils,  nous  renver- 
rons au  Cours  professé  par  Poncelet  à  l'Ecole  de  Metz,  et  à  la 
Mécanique  de  Bour. 


)32  iivxamique  des  systèmes. 


II  SIMILITUDE   EN   MECANIQUE;    MODÈLES. 

532.  Similitude.  —  La  théorie  delà  similitude  est  intimement 
liée  à  celle  de  l'homogénéité.  Nous  examinerons  successivement 
la  similitude  en  Géométrie,  en  Cinématique,  eu  Mécanique. 

Similitude  en  Géométrie.  —  Imaginons  une  figure  de  Géo- 
métrie A  et  construisons  une  figure  semblable  a  :  par  exemple, 
A  sera  une  statue  et  a  une  réduction  de  cette  statue.  Si  L  est  la 
longueur  d'une  ligne  de  A  et  /  la  longueur  de  la  ligne  correspon- 
dante dans  <?,  le  rapport 

1  -■> 

s'appelle  le  rapport  de  similitude. 

Ainsi,  en  supposant  le  rapport  de  similitude  X=   —  y  on   dira 

que  la  statue  a  est  la  réduction  au  dixième  de  A. 

Dans  ces  conditions,  si  S  est  l'aire  d'une  portion  de  surface 
de  A  et  s  l'aire  de  la  portion  de  surface  correspondante  de  a,  on  a 

;  =  x>. 

s 

De  même,  si  P  est  le  volume  d'une  certaine  partie  de  A  et  p  le 
volume  correspondant  de  a,  on  a  aussi 

IL  résulte  de  là  que  si,  dans  la  figure  A,  en  prenant  une  unité  de 
longueur  arbitraire,  il  existe  une  relation 

(i)  /(Ll5  L2,  ...,  S,,  S2î  ...,  Pj,  P,,  ...)  =  o, 

entre  certaines  longueurs  L( ,  L2,  . .-.,  certaines  aires  S,,  S2,  ..., 
et  certains  volumes  P{,  P2,  ...  ;  dans  la  figure  a  on  aura,  entre  les 
longueurs,  les  surfaces  et  les  volumes  correspondants  /,,  /2i  •■■-, 
6, ,  So,  ...,/>),  p2,  .  .  .,  la  même  relation 

(2)  f(lu  l2)  •  -  -,  *i,  sSl  ...,pi,pi,  . ..)  =  o. 

En  effet,  la  relation  (1)  étant  vraie  quelle  que   soit  l'unité  de 
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longueur,  est  vraie  si  l'on  prend  une  unité  de  longueur  A  fois 
plus  petite.  On  a  donc,  d'après  les  règles  de  l'homogénéité, 

/(XL!,  XL,,  ...,  X'S„  X*S2,  ...,  /.M»,,  X8P2,  ...)  =  o, 

ce  qui  est  précisément  la  relation  (2). 

Ainsi,  dans  une  pyramide,  le  volume  P  est  le  tiers  du  produit 
de  la  base  S  par  la  hauteur  II 

P  =  ISH; 

dans  un  modèle  réduit,  on  a  aussi 

P  =  77  sh . 

o 

Similitude  en  Cinématique.  —  Soit  un  système  matériel  qui 
se  meut  par  rapport  à  un  trièdre  trirectangle  fixe  OXYZ  :  à  un 
instant  T,  ce  système  forme  avec  OXYZ  une  figure  géométrique  A 
qui  varie  avec  T. 

Imaginons  ensuite   un   deuxième    système   en   mouvement    par 

rapport  à    un   trièdre   trirectangle  fixe    Oxyz  et  remplissant    les 

conditions  suivantes  :  on  peut  établir,  entre  deux  instants  t  et  T, 

une  relation 

*=/(T) 

telle  que  le  second  système,  à  L'instant  t,  forme  avec  Oxyz  une 
figure  a  semblable  à  la  figure  A  formée,  à  l'instant  T,  par  le 
premier  système  et  le  trièdre  OXYZ,  le  rapport  de  similitude  A 
de  ces  deux  figures  étant  constant. 

Dans  ces  conditions,  les  deux  systèmes  passent  par  une  suite  de 
positions  et  de  formes  qui  sont  géométriquement  semblables. 

On  dit  que  les  deux  mouvements  sont  cinématiquement  sem- 
blables si  la  relation  entre  les  instants  correspondants  t  et  T, 
où  les  deux  systèmes  a  et  A  sont  semblables,   est  de  la  forme 

*-*0=t(T-T0), 

t  désignant  une  constante,  et  /0,  T0  deux  instants  correspon- 
dants particuliers. 
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Il  existe  alors  deux  rapports  de  similitude  constants,  l'un),  pour 
les  longueurs,  l'autre  t  pour  les  temps. 

Trajectoires  de  deux  points  homologues.  —  Soient  P  et  p 
les  positions  de  deux  points  homologues  des  figures  A  et  a  aux 
instants  correspondants  T  et  t\  P0  et  p0  leurs  positions  aux 
instants  T0  et  t0.  Les  arcs  de  trajectoires  P0  P  et  p0  p  des  deux 
points  sont  semblables,  et  leur  rapport  de  similitude  est  \.  En 
effet,  d'après  les  hypothèses  faites,  les  deux  rayons  vecteurs  OP 
et  O p  sont,  aux  instants  correspondants  T  et  /,  orientés  de  la 
même  façon  par  rapport  aux  trièdres  OXYZ  et  Oxyz,  et  le  rap- 
port de  ces  rayons  est  "k.  Les  points  P  et  p  décrivent  donc  des 
arcs  semblables,  et  les  longueurs  L  et  /  de  ces  arcs  P0P  etp0p  sont 
dans  le  rapport  X  : 

Vitesses  et  accélérations  de  deux  points  correspondants .  — 
Soient  V  et  v:  T  et  y  les  vitesses  et  les  accélérations  de  deux  points 
correspondants  P  et  p  aux  instants  T  et  t.  Les  vecteurs  V  et  T  ont 
pour  projections  sur  OXYZ 

(V) 

(r) 

en  appelant  X,  Y,  Z  les  coordonnées  de  P  par  rapport  à  OXYZ. 
De  même,  v  et  y  ont  pour  projections,  sur  Oxyz, 


dX 

dY 

dZ 

dï' 

~dT' 

dT' 

d*X 

d*Y 

d*Z 

df*~y 

dT*' 

dT* 

(") 

d.c        dy        dz 
dt         dt        dt 

(Y) 

d*x        d*y        d*z 
dt*  '       dt*  '      dt* 

Comme 

ar  =  XXî        y  =  lY, 

dt  =  z  dT, 

z  =■  À  Li, 


on  voit  que  les  vecteurs  V  et  T  d'une  part,  ç  et  y  d'autre  part  sont 
semblablement  placés  dans  les  deux  figures  A  et  a  aux  instants 
correspondants,  et  que  leurs  longueurs  sont  liées  par  les  relations 
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L'application  du  principe  d'homogénéité  montre  cjue,  si  dans  le 
premier  mouvement  il  existe,  enlre  des  longueurs,  des  surfaces, 
des  volumes,  des  vitesses,  des  accélérations,  une  relation  indé- 
pendante du  choix  des  unités  de  longueur  et  de  temps,  celte  même 
relation  existera  dans  le  deuxième  mouvement. 

Similitude  en  Mécanique.  —  Considérons  deux  systèmes 
matériels  cinématiquement  semblables,  et  supposons  que  les 
masses  m  et  M  de  deux  portions  homologues  des  deux  systèmes 
soient  dans  un  rapport  constant  u,, 

m  —  [a  M, 

le  même   pour   toutes  les  masses   du  système  :  les  deux  systèmes 
sont  alors  mécaniquement  semblables. 

Soient  alors  F  et  f  les  forces  qui  agissent  sur  deux  particules 
homologues  des  deux  systèmes  aux  instants  T  et  £,  M  et  m  les 
masses  de  ces  deux  particules,  T  et  v  leurs  accélérations.  On  a, 
en  grandeur,  direction  et  sens, 

Les  deux  forces  sont  donc  semblablement  placées  dans  les  deux 
systèmes;  en  outre,  leur  rapport  est  constant  : 

f       m  y  ___  ^X 

F      m  r      z*  ' 

Si  donc  on  appelle  cp  le  rapport  constant  des  forces  homologues 
aux  instants  t  et  T,  on  a 

(3)  o=^X 


Ta 


Cette  relation  fondamentale  dans  la  similitude  en  Mécanique 
montre  que  trois  des  quatre  rapports  de  similitude  A,  u.,  t,  cp 
peuvent  être  pris  arbitrairement,  mais  que  le  quatrième  est  alors 
déterminé  par  cette  relation  (3). 

On  voit  immédiatement,  d'après  les  principes  de  l'homogénéité 
(n°  76)  que,  si  dans  le  premier  système  il  existe  une  relation,  in- 
dépendante du  choix  des  unités,  entre  des  longueurs,  des  surfaces, 
des  volumes,  des  masses,  des  vitesses,  des  accélérations,  des  forces, 
la  même  relation  a  lieu  entre  les  éléments  homologues  du  second 
système. 
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La  relation  exprimée  par  l'équation  (3)  a  déjà  été  donnée  par 
Newton  dans  les  Philosophiez  naturalis principia  mathematica 
(Livre  II,  Section  I,  Proposition  XXXII). 

Cette  théorie  de  la  similitude  et  son  application  à  V élude  d une 
machine  sur  un  modèle  réduit  ont  fait  l'objet  d'un  Mémoire  de 
Joseph  Bertrand  intitulé  :  Note  sur  la  similitude  en  Mécanique 
[Journal  de  V  Ecole  Polytechnique,  XXXIIe  Cahier).  On  pourra 
également  consulter,  à  ce  sujet,  un  Chapitre  consacré  à  l'homo- 
généité et  à  la  similitude  dans  l'Ouvrage  de  M.  Pionchon  :  Intro- 
duction à  l'étude  des  systèmes  de  mesures  usitées  en  Physique. 

Etude  d1  une  machine  sur  un  modèle  réduit.  —  Le  théorème 
de  Newton  conduit  souvent  à  des  conclusions  pratiques  d'un  haut 
intérêt;  on  devra  l'appliquer,  en  particulier,  lorsqu'il  s'agira 
d'étudier  une  invention  mécanique  sur  un  petit  modèle  sans  qu'on 
puisse  songer  à  réaliser  cette  invention  en  grandeur  d'exécution. 

Exemple  I.  —  Imaginons,  par  exemple,  que  nous  ayons  un 
modèle  réduit  d'un  certain  type  de  locomotive  et  désignons  par), 
le  rapport  de  similitude  géométrique  de  ce  modèle  à  la  locomo- 
tive à  construire;  le  rapport  des  aires  est  \-  et  le  rapport  des 
volumes  À1*.  Si  l'on  suppose  que  les  matériaux  sont  identiques 
dans  la  machine  à  construire  et  dans  le  modèle,  le  rapport  u.  des 
masses  est  égal  à  A3,  et  il  en  est  de  même  pour  le  rapport  des 
forces  dues   à  la   pesanteur  :  on    a  donc   cp  =~k3.  On  en   conclut 

que  le  rapport  t  des  temps,  qui  esti/— ?  est  égal  à  y/A,  et  l'on 

en  déduit,  pour  le  rapport  des  vitesses,  -  ou  y/À.  Ainsi  les  vitesses 

du  modèle  et  de  la  machine  doivent  être  entre  elles  comme  les 
racines  carrées  des  dimensions. 

Ceci  suppose  que  la  similitude  mécanique  est  réalisée  entre  le 
modèle  et  la  machine;  or,  il  faut  remarquer  que  les  forces  de  la 
pesanteur  ne  sont  pas  les  seules  forces  appliquées;  les  pressions 
de  la  vapeur  doivent  être,  elles  aussi,  dans  le  rapport  ).3,  et,  comme 
elles  sont  proportionnelles  aux  surfaces,  c'est-à-dire  à  A2,  et  aux 
tensions  par  unité  d'aire,  il  faut  que  ces  tensions  soient  dans  le 
rapport  \]  ainsi  la  similitude  exige  que  la  tension  de  la  vapeur 
dans  le  modèle  soit  dans  le  rapport  de  similitude  géométrique 
avec  la  tension  dans  la  machine  réelle. 
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La  résistance  de  l'air,  proportionnelle  aux  aires  et  sensiblement 

aux  carrés  des  vitesses,  c'est-à-dire  à  A-(yA)2  ou  A3,  satisfait  à  la 
condition  o  =  A3. 

Les  frottements  de  glissement,  proportionnels  aux  pressions, 
seront  dans  le  rapport  de  ces  pressions,  c'est-à-dire  dans  le  rap- 
port X3. 

Enfin,  les  résistances  au  roulement  qui  peuvent  être  considé- 
rées, dans  le  cas  qui  nous  occupe,  comme  sensiblement  propor- 
tionnelles aux  pressions    et  en  raison   inverse   du    diamètre    des 

roues,  sont  dans  le  rapport  X8  r  ou  A2,  si  la  matière  des  roues  est 

la  même  pour  le  modèle  et  pour  la  machine;  la  résistance  au 
roulement  est  trop  forte  dans  le  modèle. 

Il  faudrait  donc,  pour  réaliser  la  similitude,  que  les  roues  du 
modèle  soient  faites  avec  une  matière  dont  la  résistance  au  roule- 
ment soit,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  inférieure  à  la  résistance 
au  roulement  que  donne  la  matière  des  roues  de  la  machine,  le 
rapport  de  diminution  étant  le  rapport  de  similitude  géomé- 
trique ),. 

On  voit  ainsi  que,  pour  avoir  un  modèle  quatre  fois  plus  petit 
que  la  locomotive  considérée  et  qui  lui  soit  entièrement  compa- 
rable, il  faut  donner  à  ce  modèle  une  vitesse  moitié  moindre,  ré- 
duire pour  cela  au  quart  la  tension  de  la  vapeur  et  faire  les  roues 
avec  une  substance  pour  laquelle  la  résistance  au  roulement  soit 
abaissée  au  quart. 

Si  l'on  réfléchit  que  cette  dernière  condition  ne  saurait  être  réa- 
lisée, en  admettant  qu'elle  soit  possible,  sans  que  la  condition  de 
début  sur  l'identité  des  matériaux  du  modèle  et  du  type  ne  soit 
plus  satisfaite,  on  constate  que  l'emploi  des  modèles  réduits  ren- 
contre des  difficultés  et  donne  lieu  à  des  discordances  qu'il  est 
impossible  d'éviter  complètement  parce  qu'elles  sont  inhérentes  à 
la  nature  des  choses.  Et  ce  qui  précède  suffit  à  faire  comprendre 
de  quelles  précautions  doivent  être  entourées  les  expériences  en 
petit  pour  fournir  des  conclusions  pratiques  rigoureuses.  (Léauté, 
Cours  de  r  Ecole  Polytechnique,  190 1  -1902.) 

Exemple  II.  —  Supposons,  comme  deuxième  exemple,  qu'on 
veuille  construire  un  système  solaire  semblable  au  système  actuel, 
en  conservant  à  la  constante  de  l'attraction  universelle/ la  même 
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valeur.  L'attraction  de  deux  particules  étant 

f mm' 

si  les  masses  devenaient  u.  fois  plus  petites  et  les  distances  À  fois 
plus  petites,  cette  attraction  deviendrait  s  plus  petite;  on  aurait 
alors 

car  m  et  m1  seraient  multipliés  par  [a  et  r  par  X.  Gomme  on  a,  en 
général, 

on  voit  qu'on  aurait 

,_2  

Si,  en  outre,  les  densités  restaient  les  mêmes,  par  exemple  si 
l'on  supposait  la  Terre,  la  Lune,  le  Soleil  X  fois  plus  petits,  avec 
leurs  densités  actuelles,  on  aurait  m  — -  A3,  d'où  t2=  i .  Les  temps 
ne  changeraient  pas. 


ERRA  TUM. 


Le  théorème  proposé  dans  l'exercice  12  de  la  page  217  et  attribué  à  M.  Siacci 
a  été  donné  par  M.  Siacci  dans  un  cas  particulier  et  par  M.  Gebbia  dans  sa 
forme  générale.  (/?.  Accademia  dei  Lincei,  i885-) 
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